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UvOD

V zadnjih nekaj letih se na trgu zivljenjskih zavarovanj pojavljajo vse kompleksnejsi
produkti, z namenom, da zavarovalnice kar najbolje zadovoljijo potrebe svojih
zavarovancev. Pri tem pa je zelo pomembno, da zavarovalnica oblikuje pravilen in
varen nivo rezervacij ter poleg pogojev police uposteva tudi vedenje zavarovanca,
ki se lahko tekom trajanja pogodbe spreminja. Dandanes zavarovalne pogodbe
zivljenjskih zavarovanj dopuscajo zavarovancu moznost zacCasnega prenehanja
placevanja police, pri ¢emer se zavarovancu ponavadi proporcionalno zmanjsa
zavarovalna vsota glede ne delez nevplac¢anih premij ali pa prekintve police,
kjer je zavarovanec upravi¢en do odkupne vrednosti police.  Obe omenjeni
moznosti pomembno vplivata na nivo matemati¢nih rezervacij in za zavarovalnico
predstavljata obveznosti. Ker rezervacije kot take znizujejo nivo kapitala,
zavarovalnice stremijo k njihovem znizevanju, vendar se morajo pri tem zavedati,
da prenizek nivo rezervacij povecCuje izpostavljenost zavarovalnice. Prav zaradi tega
je za zavarovalnico zelo pomembno, da uposSteva in vklju¢i v svoje izracune vsa

tveganja, tudi vedenje zavarovanca in tako oblikuje primerno visino rezervacij.

Splosen aktuarski pristop pri dolo¢anju matemati¢nih rezervacij za Zzivljenjska
zavarovanja, kot naprimer zavarovanje za primer smrti je, da se za dolo¢eno
zavarovalno pogodbo najprej dolo¢i vsa mozna izplacila in vpladila ter ¢as, v katerem
se pojavijo, nato pa razliko med izpladili in vplacili diskontiramo na ¢as 0 in tako
dobimo neto sedanjo vrednost. Tezava nastopi, ko imamo opravka z zivljenjskimi
zavarovanji, kjer je izplacilo zavarovalne vsote odvisno od stanja zavarovanca.
Primeri takih zavarovanj so zavarovanje za primer smrti in invalidnosti, pokojninsko
zavarovanje, zavarovanje za razlicne kriticne bolezni. Vzemimo zavarovanje za
primer smrti in invalidnosti, kot je prikazano na sliki (Jones, 1994).

Vidimo, da je moZen prehod iz stanja invalidnosti (ali bolje receno stanja
nezmoznosti za delo) v stanje smrti, kot tudi nazaj v aktivno stanje. Ozna¢imo
obdobje, ko je zavarovanec v aktivnem stanju z 1 ter obdobje, ko je v stanju
invalidnosti z 2 in predpostavimo, da je zavarovanec trenutno star z let in je
v aktivnem stanju. Sedanja pricakovana neto vrednost izplacil, v primeru, ko

zavarovanec v stanju invalidnosti prejema rento v visini 1, je tako enaka
oo
/ v'pia(, T + t)dt, (1)
0

kjer je p;;(x, x +t) verjetnost, da bo zavarovanec star z let iz stanja i, v ¢asovnem
intervalu dolZine t preSel v stanje j, v' pa predstavlja funkcijo diskontiranja. Te

verjetnosti pa ni enostavno dolociti, saj je potrebno upostevati moznost veckratnega



Slika 1: Zavarovangje za primer smrti in invalidnosti

Nezmoznost

Smrt?

Aktiven!
tiven za delo?

Prirejeno po Jones (1994).

prehoda zavarovanca iz stanja invalidnosti (nezmoznosti za delo) nazaj v aktivno
stanje. Za izra¢un premij, matematicnih rezervacij ter ostalih aktuarskih vrednosti je
torej kljuénega pomena, da dolo¢imo verjetnosti prehodov med posameznimi stanji.
Na tem mestu pa so nam lahko v veliko pomo¢ markovske verige. Ob predpostavki,
da so jakosti prehodov za starostno obdobje enega leta med posameznimi stanji
konstantne (kar se izkaze za dobro predpostavko), lahko verjetnosti prehodov dokaj
enostavno dolo¢imo s pomocjo diferencialne ena¢be Kolmogorova (Jones, 1994). V
primeru, ko je viSina izplac¢ila zavarovalne vsote odvisna od ¢asa, ki ga zavarovanec
prezivi v dolo¢enem stanju, si lahko pomagamo s semi-markovskimi verigami, ki sta
jih podrobneje opisala (Cox & Miller, 1965), vendar je pri uporabi semi-markovskih
verig verjetnosti prehodov tezko dolo¢iti. Jones (1994) zato predlaga vkljucitev
dodatnih stanj v prvotni model in dolocitev verjetnosti prehodov s pomocjo
markovskih verig, ki se izkaZejo za dobro aproksimacijo verjetnosti prehodov v
prvotnem modelu s pomoc¢jo semi-markovskih verig. V nasem konkretnem primeru
zavarovanja za primer smrti in invalidnosti, bi lahko razsirili prvotni model in tako
imeli stanje, ko zavarovanec prvic¢ preide v stanje nezmoznosti za delo, ter stanje, ko
je zavarovanec ze veCkrat presel v stanje nezmoznosti za delo. Na ta nacin bi lahko
ponovno z uporabo markovskih verig enostavno dolo¢ili verjetnosti prehodov obenem
pa upostevali tudi zgodovino zavarovanca (Jones, 1994). V magistrskem delu bom
predstavila metodo za izra¢un verjetnosti prehodov, matemati¢nih rezervacij in
vi§jih momentov sedanjih neto vrednosti izplacil, kot jo je predstavil Norberg v
knjigi Basic life insurance mathematics, ki je zZivljenjska zavarovanja z ve¢ stanji
modeliral s pomoc¢jo markovskih verig. Metoda temelji na dejstvu, da za dolocitev
rezervacij potrebujemo le jakosti prehodov med posameznimi stanji in ne verjetnosti
prehodov. Model bomo razsirili tudi z vpeljavo stohasti¢ne obrestne mere, ki

bo prav tako modelirana s pomoc¢jo markovskih verig. Markovske verige nam



bodo sluzile kot osnova tudi v nadaljevanju, ko se bomo osredotocili na izrac¢un
matematicnih rezervacij, glede na pricakovano vedenje zavarovanca. Dandanes se
namre¢ zavarovalnice pogosto srecujejo s primeri, ko zavarovanec zaradi finan¢ne
nestabilnosti preneha s placevanjem premij, vendar ne Zeli prekiniti police ali pa
se zaradi nenadne finan¢ne stiske odlo¢i za prekinitev police in izplacilo delne
zavarovalne vsote. Z namenom, da bi v izracunu matemati¢nih rezervacij upostevali
tudi razlicne odlocitve zavarovanca tekom trajanja zavarovanja, bomo s pomocjo
markovskih verig definirali kombiniran model (glej spodnjo sliko), ki bo sestavljen
iz modela tveganja in modela vedenja, ki bo opisoval vedenje zavarovalca. Nas
glavni cilj bo modelirati zavarovalno polico ob upostevanju tveganja prenehanja
placevanja premij ali prekinitve police s strani zavarovanca. Izpeljali bomo
sistem diferencialnih enac¢b za vrednotenje matemati¢nih rezervacij, kjer bomo
enkrat predpostavili neodvisnost med modeloma in drugi¢ odvisnost. Definirali
bomo neko splosno Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti in s
pomocjo numeri¢nega reSevanja sistemov diferencialnih enach izra¢unali vrednost
matematicnih rezervacij, ob predpostavki neodvisnosti oz odvisnosti med modeloma,
poleg tega pa obravnavali tudi razliko v vrednosti rezervacije, v primeru, ko
dopus¢amo v modelu tveganja prehod zavarovanca iz stanja nezmoznosti za delo

nazaj v aktivno stanje.

Slika 2: Model tveganja (levo) in model vedenja (desno)

, —| Prenehanje
Aktiven u® | Nezmoznost Placevanje v ren n,J
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Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).

Namen magistrskega dela se je torej soociti s problematiko dolo¢anja matemati¢nih
rezervacij pri zivljenjskih zavarovanjih z ve¢ stanji. V ta namen bomo definirali
in predstavili markovske verige, ki nam bodo sluzile kot vodilno orodje pri
modeliranju zivljenjskih zavarovanj z ve¢ stanji. Izpeljali bomo diferencialni ena¢bi
Kolmogorova, ki predstavljata osnovo za izrac¢un jakosti prehodov iz enega stanja

v drugo ter vpeljali Thielejevo diferencialno enac¢bo, ki nam bom kasneje v pomoc



pri dolo¢anju matemati¢nih rezervacij za razli¢na zivljenjska zavarovanja z ve¢ stanji.

Cilj magistrskega dela je torej prikazati metodo markovskih verig za izracun
matemati¢nih rezervacij, kjer je potek zavarovanja modeliran z markovskimi
verigami. Prednost te metode je, da za izra¢un premij in rezervacij potrebujemo le
jakosti prehodov med stanji in ne posameznih verjetnosti. Metoda namre¢ omogoca,
da s pomocjo jakosti prehodov dolo¢imo verjetnosti prehodov med posameznimi
stanji. Cilj pa je teoreticno izpeljavo predstaviti tudi z numeri¢nimi izracuni
matemati¢nih rezervacij za konkretna zavarovanja, modelirana z markovskimi
verigami, kjer se bomo posvetili dolo¢anju matemati¢nih rezervacij v odvisnosti od
pricakovanega vedenja zavarovanca, ki ga bomo prav tako modelirali z markovskimi

verigami.

Vsebina magistrskega dela je razdeljena na tri dele. 'V prvem delu najprej
predstavimo pomen Zivljenjskih zavarovanj in izpostavimo problematiko izrac¢una
matemati¢nih rezervacij. = Namen uvodnega dela je, da predstavimo osnovni
princip ekvivalence za dolocanje neto premij in izpeljemo Thielejevo diferencialno
enacbo, saj bomo v nadaljevanju z njeno pomocjo numeri¢no doloc¢ali matematicne
rezervacije. V drugem delu se posvetimo modeliranju zivljenjskih zavarovanj z vec
stanji, kjer se soo¢imo s problemom dolocitve verjetnosti prehodov iz enega stanja
v drugo stanje. Problem razresimo z vpeljavo markovskih verig. Predstavili bomo
nacin za doloCanje premij, matemati¢nih rezervacij in visjih momentov sedanjih
vrednosti ter s pomocjo markovskih verig vpeljali Se stohasti¢no obrestno mero. V
zadnjem, tretjem, delu pa se posvetimo izracunu matemati¢nih rezervacij glede na
pricakovano vedenje zavarovanca. S pomoc¢jo markovskih verig definiramo model
tveganja in model vedenja. Za model tveganja vzamemo Zzivljenjsko zavarovanje
za primer invalidnosti in smrti, model vedenja pa opiSemo s tremi moznimi stanji
in sicer v prvem stanju zavarovanec placuje premije, v drugem stanju preneha s
placevanjem premij, vendar pogodbe ne prekine, v tretjem stanju pa se zavarovanec
odlo¢i za prekinitev zavarovalne pogodbe. Poglavje zaklju¢imo z numeri¢nimi

izracuni rezervacij.

1 ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

1.1 Pomen zZivljenjskih zavarovanj

S staranjem prebivalstva v razvitih drzavah in posledi¢no manjSanjem socialnega
varstva dobivajo zivljenjska zavarovanja dandanes vedno vec¢ji pomen. Zivljenjska

zavarovanja namre¢ nudijo finanéno podporo najblizjim v primeru smrti



zavarovanca, hkrati pa zagotavljajo ohranitev Zivljenjskega standarda v primeru
bolezni ali invalidnosti posameznika. Nenazadnje pa predstavljajo tudi obliko
varcevanja za starost in nudijo posameznikom, v zameno za redno vplac¢ilo premij
v ¢asu delovne dobe, izplacilo (ali mesecna izpla¢ila anuitet) ob upokojitvi (Booth
in drugi, 2004). Pri Zivljenjskih zavarovanjih zavarovalne pogodbe za zavarovalnico
pomenijo dolgoro¢ne nalozbe. Z namenom, da zavarovalnice lahko zagotovijo svojim
zavarovancem izplac¢ila zavarovalnih vsot v primeru neljubega dogodka in tako
ohranijo finanéno stabilnost ter solventnost (podrobnej$a pravila za solventnost
doloc¢ata Sklep o lastni oceni tveganj in solventnosti 2016 ter Direktiva 2009 /138 /ES
Evropskega Parlamenta in Sveta z dne 25. novembra 2009 o zacetku opravljanja
in opravljanju dejavnosti zavarovanja in pozavarovanja), morajo nujno oblikovati
matemati¢ne rezervacije. Pri doloCanju viSine in izbire ustreznega modela za
izracunavanje matemati¢nih rezervacij morajo zavarovalnice upostevati Sklep o
podrobnejsih navodilih za vrednotenje zavarovalno-tehni¢nih rezervacij (2016) in
Zakon o spremembah in dopolnitvah Zakona o zavarovalnistvu (ZZavar-1A), uradni
list RS, 8§t. 9/2019, ki podrobneje opredeljujeta nacin in primernost oblikovanih
rezervacij. V splosnem za izra¢un matemati¢nih rezervacij zavarovalnice razliko med
pricakovanimi izplaéili (zavarovalne vsote v primeru skodnega dogodka) in vplagili
(premije), s pomo¢jo izbrane obrestne mere, diskontirajo na zeleno ¢asovno tocko
in na ta nacin dolo¢ijo neto sedanjo vrednost bodocih izplacil. Vsi ti postopki so
Zze znani in podrobno opisani med drugim tudi v (Bowers, Gerber, Hickman, Jones
& Nesbitt, 1997). Tipi¢no pri zivljenjskih zavarovanjih je, da ne vemo, kdaj bo
prislo do izplacila zavarovalne vsote, medtem ko je viSina zavarovalne vsote znana
vnaprej. To je glavni razlog, da zavarovalnice izracunavajo pricakovano sedanjo
vrednost. Ko imamo opravka z zavarovanjem za primer smrti, je pricakovano
sedanjo vrednost izplacila dokaj enostavno izracunati, saj imamo opravka z eno
samo sluc¢ajno spremenljivko in to je tipi¢no zivljenjska doba zavarovanca, ki jo bomo
oznadili s T, (Bowers, Gerber, Hickman, Jones & Nesbitt, 1997). V tem primeru
je pricakovana neto sedanja vrednost izplacil za zavarovalno vsoto v vrednosti 1, za

primer smrti zavarovanca starega x let, enaka

E[v’] :/ V1 paplaydt. (2)
0

Problem pa nastopi, ko imamo opravka z zivljenjskimi zavarovanji z ve¢ moznimi
stanji zavarovanca. Pri takih zavarovanjih je izplacilo zavarovalne vsote odvisno
od trenutnega stanja zavarovanca in moramo tako oceniti verjetnosti vseh moznih
prehodov med stanji. Izracun teh verjetnosti in matemati¢nih rezervacij v takih
primerih pa ni tako enostaven (Jones, 1994). Za izra¢un matemati¢nih rezervacij v
takih primerih, nam bo pomagala metoda markovskih verig, ki jo bomo predstavili

v 2. poglavju.



1.2 Vrste zivljenjskih zavarovanj

Pri zivljenjskih zavarovanjih je edina neznana komponenta cas izplacila
zavarovalne vsote, ki pa postane znana takrat, ko zavarovanec dejansko
umre. Ker je sedanja vrednost prihodnjih izplacil odvisna od c¢asa izplacila
v prihodnosti, je torej sedanja vrednost funkcija ¢asa in zato modelirana
kot slucajna spremenljivka. S pomocjo funkcije prezivetja in obrestne mere
pa lahko izpeljemo porazdelitev sedanje vrednosti izplac¢il in ji dolo¢imo

pricakovano vrednost in varianco (Dickson, Hardy & Waters, 2009, str. 75).

V nadaljevanju si bomo podrobneje ogledali denarne tokove in sedanje vrednosti
elementarnih zavarovanj, to so zavarovanje za primer dozivetja, zavarovanje za
primer smrti, meSano zavarovanje in zivljenjske rente. Pomembne so zato, ker bomo
v naslednjem poglavju z njihovo pomocjo (ali kombinacijo dveh) definirali denarne
tokove pri zavarovanjih z vec stanji. Predpostavili bomo, da je izplacilo zavarovalne
vsote ob smrti zavarovanca enako 1. Ta na¢in nam omogoca razvoj vrednotenja na
enoto zavarovalne vsote in tako lahko kasneje pomnozimo z dejansko zavarovalno
vsoto za razli¢ne zneske nadomestil. Poleg tega bomo predpostavili, da se izplacilo
zavarovalne vsote zgodi neposredno po smrti (Dickson, Hardy & Waters, 2009, str
76).

Kljub temu, da ta predpostavka ne sovpada z zavarovalnisko prakso, pa ima to
prednost, da lahko neposredno iz tablic smrtnosti ovrednotimo vse formule in
izracune (Gerber, 1996).

V praksi je obicajno kratka zamuda med datumom smrti in ¢asom, ko zavarovalnica
izplaca zavarovalno vsoto (zaradi obvestila zavarovalnici in pravne formalnosti),
vendar je ta ucinek zanemarljiv, kar pomeni, da naSa predpostavka ne vpliva
bistveno na konéni rezultat (Dickson, Hardy & Waters, 2009, str 76).

Zavarovanje za primer doZivetja

Pri zavarovanju za primer dozivetja (angl. pure endowment) za obdobje n let se
zavarovancu izplaca zavarovalno vsoto samo v primeru, ¢e je zavarovanec ob koncu
n-tega Se ziv. Sedaj pa poenostavimo in predpostavimo, da imamo fiksno obrestno
mero 7 in da je zavarovalna vsota enaka 1. S 7T, ozna¢imo sluc¢ajno spremenjivko, ki
oznacuje zivljenjsko dobo zavarovanca danes starega x let. Naj bo I; indikatorska
funkcija, ki vrne 1, ¢e zavarovanec danes star x prezivi do ¢asa t, oziroma T, > t
(Van der Molen, 2017, str.11). Potem je sedanja vrednost (ozna¢imo jo z PV)

zavarovanja za primer dozivetja v ¢asu 0 enaka

PV = e, (3)



Pricakovana sedanja vrednost pogodbe je tako enaka
nEy=FEle ™", =e"E[l,]=e"P(T, >n)=¢e"",px, (4)

kjer smo upostevali, da je pricakovana vrednost naSe indikatorske funkcije I,, enaka
Dz, torej verjetnosti, da zavarovanec danes star z let prezivi celotno obdobje
trajanja police, torej n let. Za pridobitev merila tveganja za nasSa Stiri osnovna
zavarovanja je smiselno izracunati poleg pricakovane vrednosti tudi varianco sedanje
vrednosti pogodbe, za kar potrebujemo drugi moment sedanje vrednosti PV. Za

vsak ¢ > 0 in upostevanjem [ = I,, je ¢g—ti moment enak
E[(PVE)T] = El(e™"1n)] = e"npe = L7, (5)

kjer zgoraj nadpisana oznaka (gr) oznacuje jakost obrestne mere. Varianca sedanje

vrednosti zavarovanja za primer doZivetja je tako enaka (Van der Molen, 2017, str.11)

VI(PVe™)] = E[(PV")!] — By = w By — W E. (6)

Zavarovanje za primer smrti
Pri zavarovanje za primer smrti v trajanju n let se izplaca zavarovalno vsoto samo
v primeru, ¢e zavarovanec umre znotraj trajanja pogodbe, torej v prvih n letih.

Sedanja vrednost v ¢asu 0 je enaka (Van der Molen, 2017, str.11)
PV = 7 (1 - 1) (7)

in je enakae™"’* ¢e zavarovanec umre znotraj trajanja pogodbe in 0 &e preZivi.
Pricakovana sedanja vrednost pri zavarovanju za primer smrti, ki je v sploSnem
k oznacena A(lqr), je enaka (Van der Molen, 2017, str.11)

z:n|

E[(PVm)1] = A(l?;). (8)

Omenimo, da zgoraj nadpisana oznaka (qr) oznacuje jakost obrestne mere. Varianca
je tako enaka

VIPytEm] = AP 42 9)
z:m| z:n|



Mesano zavarovanje
Pri meSanem zavarovanju se zavarovalna vsota izpléa v trenutku smrti, ¢e ta nastopi,
sicer pa se izplaca ob koncu trajanja pogodbe. Sedanja vrednost v ¢asu 0 je (Van
der Molen, 2017, str.12)

PVt = T (10)

pricakovana sedanja vrednost pa je enaka

E[PVE" = A, = / e PalartdT + e py = Al + By (11)
0

Kot lahko opazimo iz zgornje enacbe, gre pri meSanem zavarovanju pravzaprav za
vsoto pri¢akovane sedanje vrednosti za primer dozivetja , F, in pricakovane sedanje
vrednosti zavarovanja za primer smrti A};:m. Tukaj nadpisana oznaka 1 pomeni, da
je zavarovanec upravicen do izplacila zavarovalne vsote, v primeru smrti v obdobju
n let. Brez nadpisane oznake flz:m pa pomeni, da gre za vsezivljenjsko zavarovanje,

kjer se zavarovalna vosta izpla¢a ob smrti zavarovanca. Podobno kot zgoraj, je ¢—ti

moment
B[PV = Al (12)
in tako je varianca enaka
vipven = AU _ 22 (13)
T:n] ]

Zivljenjska renta

Zivljenjska renta je oblika zavarovanja, ki izplac¢uje kontinuirane obroke (mesecne,
ali letne) v visini 1 dokler je oseba Ziva, vendar najve¢ n let, kolikor traja pogodba.
Tako je sedanja vrednost Zivljenjske rente v ¢asu 0 enaka (Van der Molen, 2017,

str.12)
1— e—r(Tz/\n)

Pva;n — am = (14)

,
pricakovana sedanja vrednost pa

n

aac:m = &ﬂrpx,ux-i-th + aanxa (15)

S—

ki jo lahko poenostavimo v

&mim = / e_TTszdT~ (16>
0

Zgornjo enac¢bo dokazemo z integriranjem g, p, po delih (glej Norberg ,2002, str.
41). Lahko pa opazimo, da je pri¢akovana sedanja vrednost placil v ¢asu 0 v vsakem

¢asovnem intervalu (7,7 + d7) enaka e ""dr,.p,. Ko seStejemo po vseh casovnih



intervalih dobimo zgornjo ena¢bo. (-ti moment in varianca sta enaki (za podrobno
izpeljavo glej Norberg, 2002, str 41-42)

ra—1 p—1

BlPveny] = L 3oy (17 )l (17)

2
VIPVE) = > (aum — )G (18)

TN |

1.3 Princip ekvivalence

Ob sklenitvi zavarovalne pogodbe mora zavarovanec praviloma placati premijo.
Zavarovalnice oblikujejo visino premije tako, da bodo sposobne s pomocjo zbranih
premij v prihodnosti zagotoviti izplacilo zavarovalne vsote oz. vseh obveznosti, ki
so zapisane v pogodbi. Osnovna metoda za doloCitev premij je princip ekvivalence,
ki predposatvi, da sta v dolo¢enem trenutku pricakovana sedanja vrednost bodocih
premij in pricakovana sedanja vrednost bodocih izpla¢anih odskodnin enaki. Premijo
se izracunava po principu ekvivalence individualno za vsako polico posebej. Brez
upostevanja stroskov izra¢unano premijo imenujemo neto premija. Zavarovanec se
lahko odlo¢i za enkratno premijo, ki jo poravna ob sklenitvi pogodbe za celotno
trajanje pogodbe. Ker pa je ponavadi ta znesek previsok, se v praksi vecina
odlo¢i za placevanje mesecnih ali pa letnih premij tekom trajanja pogodbe. Tukaj
pa je potrebno upostevati dejstvo, da zavarovanec placa premijo le v primeru,
¢e je na zacetku meseca oz. leta Se ziv. Predposatvimo, da imamo m-letno
zivljenjsko zavarovanje za primer smrti, kjer se premije vplacujejo zvezno s fiksno
jakostjo m. Sedanja vrednost bodoc¢ih premij naSega zavarovanje je tako enaka
T PV™  pricakovana sedanja vrednost bodocih premij pa je ma,.m. Tveganje, ki
ga zavarovalnica prevzame ob skelnitvi pogodbe je negotovost glede Casa izplacila
odskodnine in koliko prihodkov bo z vpla¢animi premiji pridobila preden pride do
izplacila zavarovalne vsote, kar je odvisno od zivljenjske dobe zavarovanca. Za
zavarovalnico je tako pomembna vrednost slucajne spremenjivke, ki predstavlja
sedanjo vrednost bodoc¢ih odskodnin zmanjSani za vplacane premije. Zapisano s
formulo

PV = PV’ — qPV*™, (19)

kjer PV? predstavlja sedanjo vrednost bodocih izplacanih §kod in PV %™ sedanjo
vrednost bodo¢ih vpla¢anih premij. Predpostavimo, da se premije placuje zvezno,
s fiksno jakostjo vplacil w. Vzemimo primer m-letnega zivljenjskega zavarovanja
za primer smrti in oznac¢imo sedanjo vrednost bodoc¢ih premij s TwPV*™ ter
pricakovano sedanjo vrednost bodocih premij s 7a,.5. Princip ekvivalence pravi, da

je pricakovana sedanja vrednost premij enaka pri¢akovani sedanji vrednosti bodo¢ih



izpla¢anih odskodnin. V povprecju, naj bi bila vsota plac¢anih premij enaka bodo¢im

izplac¢ilom odskodnin. Torej zapisano v matematicni obliki, princip ekvivalence pravi
E(PV) =0, (20)

kar pomeni, da je neto (neto tukaj pomeni razliko med izplacili in vplacili) sedanja
vrednost bodo¢ih izpla¢anih neto odskodnin enaka 0 (Norberg, 2002, str 44-45).

Princip ekvivalence deluje na osnovi razprsitve tveganj na vec¢jem portfelju, kjer se
predpostavi, da je bodoce gibanje obrestnih mer in ostalih ekonomskih parametrov

znano vnaprej (Slapar, 2006).

1.8.1 Izpeljava premij s pomocjo principa ekvivalence za razlicne vrste zavarovany

S pomodjo principa ekvivalence bomo v tem poglavju izpeljali splosne formule za

doloc¢itev premije zivljenjskih zavarovanj, ki smo jih obravnavali v razdelku 1.2.

Za zavarovanje za primer dozivetja z upoStevanjem principa ekvivalence
E(PV) =0 imamo PV = PV’ — PV¢" tako dobimo, da je jakost premije enaka

nEx

dx:m

(21)

m =

V primeru zavarovanja za primer smrti dobimo s pomocjo principa ekvivalence
PV? = PV#" kar pomeni, da je jakost premije enaka

1
T

|
3

= (22)

&x:m
Pri meSanem zavarovanju je premija ob upostevanju principa ekvivalence PV?® =
PV enaka

P— Ax:m

(23)

e
Izpeljimo Se premijo za m-letno odloZeno Zivljenjsko rento za obdobje n let,
kjer se letna neto premija placuje med obdobjem odloga (torej m let) za kasnejso
prejemanje zivljenjske rente v visini 1 z zac¢etkom izplacevanja ¢ez m let za dobo n
let. Z upo$tevanjem prinicipa ekvivalencePV? = PV %™ gledi, da je premija enaka

m= =

a Qg
minTe _ Qwm (24)
ax:W ax:m

1.3.2  Izpeljava prospektivnih (retrospektivnih) matematicnih

Tezervacyj

Zakon o spremembah in dopolnitvah Zakona o zavarovalnistvu ZZavar-1A

podrobneje opredeluje, da morajo zavarovalnice pri sklepanju zivljenjskih zavarovanj
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oblikovati ustrezne matematicne rezervacije.

Sklep o podrobnejsih navodilih za vrednotenje zavarovalno-tehniskih rezervacij
doloca, da zavarovalnice oblikuje rezervacije za bodoce obveznosti in to individualno
za vsako polico. Matematicne rezervacije so tako enake sedanji vrednosti vseh
bodo¢ih izplacil zmanjsane za pri¢akovano sedanjo vrednost bodoc¢ih vplacil in sicer
za vsako polico posebej. Torej ob sklenitvi pogodbe princip ekvivalence velja, kasneje
pa se sedanji vrednosti bodocih izpladil in vplac¢il premij spreminjata, saj sta odvisni
od parametrov, kot so obrestna mera, zivljenjska doba zavarovanca, itd., ki pa se v
¢asu trajanja pogodbe spreminjata in realizirata drugace, kot smo sprva pricakovali
(Slapar, 2006, str. 6).

Vzemimo primer mesSanega zavarovanja za obdobje n let in predpostavimo, da je
zavarovanec ob sklenitvi zavarovanja star z let. Oznacimo z by, izplacilo zavarovalne
vsote v primeru, ko zavarovanec umre v ¢asovnem intervalu ¢ € (0,n) ter z b,
izplacilo zavarovalne vsote, ko zavarovanec prezivi obdobje n let. Nadalje mg
oznacuje zacetno premijo, ki jo zavarovanec poravna takoj ob sklenitvi zavarovanja,
kasneje tekom trajanja pogodbe pa zavarovanec vplacuje premije zvezno z jakostjo
m , kjer je t € (0,n). Nazadnje predpostavimo Se, da je obrestna mera
deterministi¢na funkcija in jo oznac¢imo z r;. Tako je pri¢akovana sedanja vrednost
bodoc¢ih izplac¢il zmanjSanih za vplacane premije v ¢asu 0 za naso pogodbo enaka
diskontirani vrednosti pricakovanih denarnih tokov v vsakem dovolj manjhnem

¢asovnem intervalu
— T + / ¢ fOT TSdSTpm{:uerTbT - 71-7'}d7— + bnei fO" rSdsnpa:- (25>
0

Po principu ekvivalence je zgornji izraz enak 0 in s tem lahko dolo¢imo visino premije
(Norberg, 2002, str. 45-46).

Zgornji izraz (25) predstavlja povpreéno oceno vrednosti prihodnjih denarnih tokov
v ¢asu t = (0. Zavarovalnice pa morajo v vsakem trenutku ¢ > 0 na novo oblikovati
matemati¢no rezervacije na podlagi razpolozvljih informacij do ¢asa t. Sklep o
podrobnejsih navodilih za vrednostenje zavarovalno-tehniskih rezervacij zahteva, da
morajo biti matemati¢ne rezervacije oblikovane na prospektiven nacin, to pomeni,
da zavarovalnica bodoca izpla¢ila zmanjSana za vplacila premij diskontira nazaj v
¢asovno tocko t. Tako je matematicna rezervacija za meSano zavarovanje v ¢asu t,

pri pogoju, da je zavarovanec Se ziv enaka

Vi = / e I rsds A be — T b 4 bpe” TS (26)
t

kjer je b,7 € [t,n) zavarovalna vsota za primer smrti in b, zavarovalna vsota
izplacana v primeru dozivetja ter m premija. Vrednost V; imenujemo prospektivna

matemati¢na rezervacija, saj “gleda v prihodnost”, kar pomeni, da pricakovane
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bodoce neto denarne tokove diskontira nazaj v neko ¢asovno tocko t. Po principu
ekvivalence se jo imenuje tudi neto premijska rezervacija. Ko vstavimo za . _;p,¢s =

e Ji (ha+5)ds obimo

Vi = / ¢ ftT(TS+MZ+S)dS{Mx+TbT - ﬂ—T}dT +e ftT(TS+MI+S)dSbn~ (27)
t

V primerih, ko premije ob sklenitvi zavarovalne pogodbe ni mogoce dolociti
za celotno trajanje pogodbe, pa Sklep o podrobnejsih navodilih za vrednotenje
zavarovalno-tehniskih rezervacij dovoljuje oblikovanje matematic¢nih rezervacij na
retrospektiven nacin. Rretrospektivno matemati¢no rezervacijo za neko polico
oblikujemo tako, da pretekla izplacila in vplac¢ila obrestujemo naprej v ¢asovno tocko

t tako dobimo, da je

t
V; = ef(:(Ts+Mac+s)d3ﬂ-O + / ef:(Ts+Mac+s)d3{ﬂ-T — /,I/I+7-b7-}d7'. (28)
0

Zgornji izraz (28) izraza presezek transakcij v preteklosti akumuliranih na ¢as t.
Oglejmo si izpeljave neto premijskih rezervacij za nase Stiri splosne oblike zivljenjskih
zavarovanj. Predpostavimo, da imamo fiksno obrestno mero in da so premije

doloc¢ene po principu ekvivalence, kar pomeni, da velja
‘/() = Tp. (29)

V primeru zavarovanja za primer dozivetja, kjer se premije vplacujejo zvezno s

fiksno jakostjo vplacil m je neto rezervacija v ¢asu t enaka

Vi=n-tBpyr — T Qyit:—t

o (30)
= ottt — a—%+t:m~

t:n]
Dalje, za zavarovanje za primer smrti za obdobje n let, kjer je letna neto premija
enaka 7 je neto rezervacija v ¢asu t enaka

. )
Vi = Aptem=n — Tapqen—
1— de:m — ’I’LELL‘

== 1 — TC_LertH - T'LftECE+t - &x+t:m (31)

ax:m
a +t:n—t
=1- n—tE:c+t - (1 - 71E113)w_—ﬁ
ax:m
Pri meSanem zavarovanju s trajanjem n let in jakost premije m pa je neto

rezervacija enaka

‘/t = Az+t:n7t - 7T-C_Laert:nft

1 -~ 1-— Tdmzm B
=1—ra, 47— ———— Qi7"
x+t:n—1| e z+t:n—1| (32>
. gy t:7—]
aac:m
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Kot lahko vidimo iz izraza (32), je rezervacija pri meSanem zavarovanju enaka vsoti
rezervacij (30) in (31).

V vseh zgornjih primerih je V; nenegativna funkcija, vendar to ni posledica definicje.
Razlog je v tem, da ima zavarovanec v primeru, da je V; < 0 na nek nacin dolg do
zavarovalnice, kar bi ga spodbudilo do preklica pogodbe in s tem odplacila dolga.
Zato je v praksi potrebno, da je (Norberg, 2002, str 47-50)

V,>0,t>0. (33)

1.3.3 Thielejeva diferencialna enacba

Ogljemo si meSano zavarovanje za obdobje n let oziroma ¢ € (0,n). Za nek manjsi

¢asovni interval, lahko spreminjanje matemati¢nih rezervacij zapisemo kot
‘/;5 == bt/,bm+tdt — Wtdt + (]_ - /ubm+tdt)€_rdt‘/1g+dt. (34)

Torej je vrednost matemacnih rezervacij enaka izplacani zavarovalni vsoti 0;
pomnozeno z verjetnostjo, da zavarovanec v ¢asovnem intervalu (¢,¢ + dt) umre,
zmanjSani za vrednost vplacanih premij do ¢asa t, kjer predpostavimo, da je
zavarovanec v Casu t Se ziv in povecani za diskontirano vrednost matemati¢nih
rezervacij potrebnih v ¢asu t + dt pomnozenih z verjetnostjo, da je zavarovanec
prezivi obdobje (t,t + dt). Ce na obeh strah enakosti odstejemo V; 4 ter delimo z

dt, dobimo z Imito, ko gre dt proti 0 naslednjo enakost

. ‘/;f - ‘/;H—dt - . e rdt 1 — Nm+tdt
Jim =g = Jimy (e =t fim, = B ). (39)
7 upostevanjem, da je limg_,o 64;;_1 = —r dobimo
d
—Vi = m — bifatt + (7 + pots) Vi (36)

dt

Zgornjo enacbo (36) imenujemo Thielejeva diferencialna enacba (Slapar, 2006, str.
7).

Desna stran enacbe prikazuje spremembo matemati¢nih rezervacij glede na ¢as t za
prezivelega zavarovanca, torej matemati¢ne rezervacije se povecajo za razliko med
vpla¢ano premijo in izplacano zavarovalno vsoto (razlika je lahko tudi negativna),
za obresti rV; ter za sredstva, ki so ostala od umrlih zavarovancev , torej rViji, ¢ Z
upostevanjem robnega pogoja

Ve = by, (37)

nam diferencialna enac¢ba (36) natan¢no dolo¢i matematicno rezervacijo V; za fiksni
vrednosti b in 7, ki sta doloceni tako, da ustrezata principu ekvivalence (29), tj.

Vi = mo (Norberg, 2002, str. 52). Omenimo, da nam bo kasneje prav Thielejeva
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diferencialna enacba v veliko pomo¢ pri numeri¢nem izra¢unavanju matemati¢nih

rezervacij. Z malo preurejanja Thielejeve diferencialne enacbe (36) dobimo

d
= %VZ — Vi 4 (b — Vi) phate- (38)

Zgornji enacba nam pokaze, da lahko premijo v vsakem trenutku ¢ razbijemo na dve
komponenti, kjer je

d
mo=gVi—rV (39)

tako imenovana varcevalna premija namenjena za vzdrzevanje neto rezervacije, in
T
m = (b= Vi) tass, (40)

tako imenovana nevarnostna premija, ki zagotavlja potreben znesek v visini nad
doseZenimi vrednostmi matemati¢nih rezervacij za kritje skod (Norberg, 2002, str.
53).

2 MARKOVSKE VERIGE Vv ZIVLJENJSKIH
ZAVAROVANJIH

V tem poglavju se bomo posvetili modeliranju zavarovanj z ve¢ stanji. Z vpeljavo
markovskih verig bomo lahko lahko dolocili verjetnosti prehodov zavarovanca iz
enega stanja v drugo stanje. Na ta nacin bomo oblikovali na¢in za dolo¢anje premij,
rezervacij ter viSjih momentov sedanjih vrednosti zavarovanj, kot jih je opredil
Ragnar Norberg (2002) v knjigi Basic life insurance mathematics, ki bo glavno

vodilo celotnega poglavja.

2.1 Zvezne markovske verige in markovska lastnost

Naj bo {Z(t);t > 0} stohasti¢ni proces na verjetnostnem prostoru (2, F,P), kjer
Z(t) predstavlja zavarovancevo stanje v ¢asu t > 0. Oznac¢imo z Z = {1,2,....k}
kon¢no mnozico vseh moznih stanj. To pomeni, da je stohasti¢ni proces v celoti
opredeljen z elementranimi dogodki Ny_,[Z(t) = ju],t1 < t2 < ... < t, na intervalu

[0,n] in j1, ..., j, € Z. Tako dobimo, da je

P[Z(th) = jh,h = 1, ...,p]

_ ﬁp[zm =l Z(ty) = G g =0, ..y h — 1], (41)

kjer smo upostevali ¢ = 0 in jo = 0, tako da je [Z(ty) = jo trivialen dogodek z

verjetnostjo 1. Zgornjo enakost (41) lahko precej poenostavimo, ¢e predpostavimo,
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da za vse t; < ... < t, na intervalu [0, n] in za ji, ..., j, € Z velja:
P[Z(ty) = jplZ(tr) = Jn,h=1,..p = 1] = P[Z(ty) = jp| Z(tp-1) = Jp-1]s (42)

kar pomeni, da je proces dobro definiran z vpeljavo prehodnih verjetnosti (glej Hoem,
1969, str. 91), to je

pin(t,u) = PlZ(u) = k| Z(t) = jl, (43)

kjer je t < w na intervalu [0,n] in j, k € Z. Lastnosti (42) pravimo lastnost Markova.
Slu¢ajni proces Z(t) je markovska veriga, ¢e ima markovsko lastnost, to je, ¢e za
vsak s,t > 0in 4,7, 2(t) € Z velja

PZ(s+1t)=71Z(s) =14, Z(u) = 2(u),0 <u<s|=P[Z(s+1t)=j|Z(s) =i]. (44)

To pomeni, da bo to kar se bo dogajalo v prihodnosti s procesom Z(t), torej po ¢asu
s, odvisno samo od tega, v katerem stanju je proces v ¢asu s in ne od tega, kaksno
pot je proces opravil do ¢asa s (Slapar, 2006, str. 11).

Z upostevanjem markovske lastnosti (42) se nam zgornji izraz (41) poenostavi v

p
PlZ(th) = gnlh =1,....p] = Hpjh,l,h(th—hth)a (45)

procesu Z(t) pa pravimo markovska veriga (za podrobnosti glej Koller, 2012, str.
7-21).
Ekvivalentno lahko pokaZemo, da za vse t; < ... <, <t < {1 < ... < tpiq DA

intervalu [0, n] in ji, ..., jp, J, Jp41s -, JP + ¢ € Z, velja

]P[Z(th) = jh|h :p—|— 1, ...,p+ q\Z(t) = j, Z(th) = jh,h = 1, ,p]

(46)
=P[Z(ty) = jn,h =p+1,....,p+qlZ(t) = j].

V nadaljevanju bomo predpostavili, da stohasti¢ni proces Z(¢) ima markovsko
lastnost in ga temu primerno imenovali markovska veriga v zveznem cCasu (za
podrobnejso predstavitev markovskih verig glej Grimmet & Stirzaker, 2001, str.
256-296).

Splosneje lahko prehodne verjetnosti definiramo kot verjetnost prehoda iz stanja j
v neko podmozico K C Z,

pixc(t,u) = PlZ(u) € K|Z(t) = j] = ) pialt,u) (47)

Seveda tukaj velja

piz(t,u) = Zp]ktu ) =1, (48)
kez
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saj smo za splosni primer vzeli celotno mnozico stanj Z (Norberg, 2002, str. 68-69).
Za fiksen t € [0,n] so dogodki {Z(t) = j},j € Z disjunktni, njihova unija pa je
skoraj gotov dogodek. 1z tega sledi

PlZ(u) = k|Z(s) = i] =

_ ;p[z(t) =Jj,Z(u) = k|Z(s) = 1] (49)

=Y PIZ(t) = j|Z(s) = {IP[Z(u) = k|Z(s) = i, Z(t) = j].
jez
Ce je proces Z(t) markovski proces in 0 < s < t < u, se zgornja enacha (49)
poenostavi v
pin(s,0) = S s, ety ). (50)
jeZ

Tej enacbi pravimo ena¢ba Chapman-Kolmogorova (Norberg, 2002, str. 70).

2.1.1 Definicija jakosti prehodov

V splosnem definiranje markovskega modela zahteva dolocitev pj;i(t,u) tako, da
desna stran izraza (45) definira verjetnosti na dosleden nac¢in. To je precej enostavno,
ko imamo opravka z markovskim modelom Z v diskretnem casu, kjer je ¢ znotraj
kon¢ne mnozice ¢asov 0 < to < t; < ... < t, = n, lahko za pjp(t;—1,,) vzamemo
katerokoli nenegativno stevilo, ki bi zadostovalo pogoju Y, pjk(tg-14,) = 1 za
vsak j € Z inp = 1,...,q. V zveznem casu doloc¢itev teh verjetnosti ni tako
enostavna, lahko pa predpostavimo neskonc¢no Stevilo kratkih ¢asovnih intervalov
in jih obravnavamo kot diskretne ¢ase. Natancneje, predpostavimo, da jakosti
prehodov obstajajo za vsak j,k € Z,7 # k, t € [0,n] in so kosoma zvezne ter

jih definirajmo kot
(T
pik(t) = lim === ——. (51)

Relacija med prehodnimi verjetnostmi in jakostmi prehodov je torej
pjk(t> t+ dt) = :ujk(t)dt + 0<dt)> (52>
o(dt)

dt
majhnem ¢asovnem intervalu, so proporcionalne dolzini casovnega intervala in

kjer za o(t) velja, da je limg_,o = 0. Torej, verjetnosti prehodov na nekem
proporcionalnostni faktorji so natanko jakosti prehodov, ki so lahko odvisne od ¢asa.
Opredelitov majhnosti ¢asovnega intervala je odvisno od velikosti jakosti prehodov.
Na primer, ¢e so p;,(7) priblizno konstanti in strogo manjsi od 1 (<< 1) za vse
k # j in vse T[t,t + 1], potem pu;; aproksimira verjetnost prehoda p;x(t,t +1). V
splosnem lahko jakosti prehodov doseZejo poljubno vrednost in jih ne smemo enaciti

7z verjetnostmi.
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Za j ¢ Z C Z definiramo jakost prehoda iz stanja j v mnozico stanj IC v ¢asu t kot

. pix(t,u)
pirc(t) = Hm =222 =N " (1), (53)
keK

Posebej pa celotno jakost prehoda iz stanja j v ¢asu t oznacimo z j1; z_(;1(t), oziroma
)= ). (54)
kik#j

Iz enacb (48) in (52) dobimo
pij(t.t+dt) =1 — p;(t)dt + o(dt), (55)

ki oznacuje verjetnost, da stohasti¢ni proces ostane v stanju j v ¢asovnem intervalu
(t,t + dt) (Norberg, 2002. str. 70-71).

2.1.2 Diferencialni enacbi Kolmogorova

Predpostavimo, da je markovski proces Z v stanju j v casu t. Da bi dolocili
verjetnost, da bo proces v stanju k£ v nekem prihodnjem c¢asu u v bodoc¢nosti, si
najprej oglejmo, kaj se zgodi v majhnem ¢asovnem intervalu (¢, t+dt|. Prva moZnost
je, da proces Z ostane v stanju j z verjetnostjo 1 —p;.(t)dt in pogojno na ta dogodek
je verjetnost, da proces konca v stanju k v ¢asu u je pjx(t + dt, ). Druga moznost
je, da proces sko¢i v neko drugo stanje g z verjetnostjo j;,(t)dt in pogojno na ta
dogodek, je verjetnost da proces konca v stanju k v ¢asu u je pyi(t + dt, u). Tako je

skupna verjetnost, da bo proces Z v ¢asu u v stanju k enaka

piltw) = (1= pydt)pu(t + dtyu) + 57 sy (Ddtpgult + dt,w) + ofde).  (56)
93977
Z oznako %pjk(t, u) = pjx(t + dt,u) — p;x(t,u) v infinitezimalnem smislu dobimo
0
atpjk(t u) = pj.(t)dtpsi(t, u) Z g () dtpgr(t, ). (57)
93977
Za dana k in u zgornje diferencialne enacbe enoli¢no doloc¢ajo funkcijo pjx(-,u),j =
0, ...,r skupaj s pogojem
iU, u) = 0. (58)
Tukaj 4, imenujemo Kroneckerjev delta, ki je definirana kot
L j=k

0, sicer.
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Relacijo  (56) lahko izpeljemo tudi direktno z uporabo enacbe
Chapman-Kolmogorova (50) (za podrobnosti glej Slapar, 2006, str. 13-14).
Izraz (57) imenujemo Obratna diferencialna enacba Kolmogorova (angl. backward
differential equation). Ime izhaja iz dejstva, da odvajamo po zaetnem casu, ki se
v oznakah nahaja na levi strani (Slapar, 2006, str. 14).
Ce enacho (57) delimo na obeh straneh z dt in naredimo limito, ko gre dt — 0,
dobimo 5

apjk(tau) = 5. (t)psr(t, w) Z Pk (t,u) (60)

9977

Spomnimo se, da smo pri definiciji jakosti prehodov predpostavili, da so jakosti
prehodov le kosoma zvezne, kar pa pomeni da zgornji odvodi v enacbi (60) obstajajo
le kosoma. Zato bomo raje uporabljali splogno znano obliko (57), saj tudi numeri¢ni
izracuni temeljijo na aproksimaciji z diferencno obliko enacbe (Norberg, 2002, str.
71-72).
Seveda pa se lahko tudi na to, kaj se zgodi ob koncu ¢asovnega intervala (¢,¢ + dt)
in tako s podobnim razmislekom kot prej definiramo premo diferencialno enacbo

Kolmogorova (angl. forward differential equation)

pij(s,t+dt) =Y pig(s,t g (t)dt + pij(s,t)(1 — p.(t)dt + o(t), (61)
9977
in tako
dipij(s,t) Z Pig (8, 1) pg; (t)dt — pij (s, t)p;.(t)dt. (62)
9:97#7

Za dana ¢ in s diferencialne enac¢be enoli¢no dolocajo funkcije p;;(s,-),j = 0,...,7,
skupaj s pogojem
pij(S, S) = (5” (63)

Ti dve diferencialni enac¢bhi Kolomogorova predstavljata klju¢no orodje za izracun
verjetnosti prehodov iz jakosti prehodov, ki predstavljajo osnovno sredstvo v
sistemu, saj so funkcije z enim samim argumentom in predstavljajo zacetno izhodisce
za specifikacijo modela (Norberg, 1991, str. 10).

V nekaterih enostavnih primerih imajo diferencialne enac¢be analiti¢ne resitve,
vendar pa jih v sploSnem ponavadi reSujemo z numericnimi metodami, kot na
primer Runge-Kutta (Dormand & Prince, 1980). Ko enkrat dolo¢imo vse enostavne
verjetnosti prehodov, lahko izracunamo verjetnosti kateregakoli dogodka v Fy, . ¢,
iz kon¢no dimenzionalnega verjetnostnega prostora s pomocjo enacbe (45). Posebej
zanimiva je verjetnost, ko proces Z(t) ostane neprekinjeno v trenutnem stanju j

skozi celoten ¢asovni interval (¢, u)

p: =PlZ(1) = j, 7 € (t,4]|Z(t) = j]. (64)
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Ocitno je p(t,u) = py;(t, s)pj;(s,u) zat < s < u. Vzemimo s = t+dt in uporabimo
enacbo (55)
pi;(t,u) = (1 — pydt)p(t + dt, u) + o(t). (65)

Z upostevanjem pogoja p7z(u,u) = 1 in preoblikovanjem zgornje enacbe dobimo

Py (t 4 dt,u) — py;(t,u) = py(t)dtps;(t, u). (66)

Ko obe strani delimo z dt in naredimo limito, ko gre dt — 0 in reSimo enacbo,
dobimo
Pyt u) = eI (67)

Oznaka p pod integralskim znakom tukaj predstavlja mero u(s)ds.

2.2 Diferencialna enacba Kolmogorova za razli¢ne vrste zivljenjskih

zavarovanj

V nadaljevanju si bomo ogledali izpeljavo diferencialne enacbe Kolomogorova in
sicer na treh primerih Zivljenjskih zavarovanj. Zaceli bomo z enostavnim modelom
zavarovanja za primer smrti, ki ga bomo kasneje razsirili na model Zivljenjskega
zavarovanja za primer smrti s kon¢nim Stevilom tveganj, na koncu pa si bomo
ogledali Sse model Zivljenjskga zavarovanja za primer invalidnosti in smrti, kjer

zavarovanec lahko prehaja med razli¢nimi stanji.

2.2.1 Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti

Zivljenjska doba zavarovanca je modelirana s pozitivno slu¢ajno spremenljivko 7" in
sicer s funkcijo prezivetja F. V primeru zivljenjskega zavarovanja za primer smrti
imamo dve stanji: t.i. aktivno stanje in stanje smrti. Oznac¢imo aktivno stanje z 0

in stanje smrti z 1. Proces stanj Z lahko zapisemo kot
Z(t)=1[T <t],t € 0,n]. (68)

Proces Z zavzame vrednost 1 v trenutku, ko oseba umre. To pomeni, da je proces
Z v stanju 0 dokler je T' > t (tj. dokler je zavarovanec 7iv). V primeru, ko je
T < t, pomeni, da je oseba umrla pred ¢asom ¢ in je trenutno stanje procesa enako
1. Proces Z je zvezen z desne in oc¢itno markovski proces, saj je v stanju 0 preteklost
znana, ko je proces enkrat v stanju 1 je prihodnost ocitna. Verjetnost prehoda je

tako enaka

Poo(s,t) = Fls) (69)

Enacba Chapman-Kolmogorova se poenostavi v trivialno obliko

=S|
=
=S|
&

Poo(s,u) = poo(s, t)poo(t, u) = (70)
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Edina nenicelna jakost prehoda je torej po1(t) = p(t) in kot vemo je

poo(t,u) = e i, (71)
Tako je diferencialna enacba Kolmogorova enaka definiciji jakosti prehoda
0
apoo(%t) = po1 (v, t)p10(t) — poo(v, t)pio.(t) = —poo(v, t)p(t) (72)
in tako
poo(v,t) = e~ Jon, (73)

Slika 3: Graficni prikaz modeliranja Zivljenjskega zavarovanja za primer smrti

Aktiven®

Smrt!

Prirejeno po Norberg (2002).

2.2.2 Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti s koncnim Stevilom tveganyg

To je posplositev prejsnjega primera, kjer zamenjamo stanje smrti z vec¢ stanji in
sicer r stanji za razlicna tveganja smrti. Lahko si predstavljamo, da v tem modelu
lo¢imo vzrok smrti, na primer smrt zaradi avtomobilske nesrece, smrt zaradi raka,
smrt zaradi bolezni srca in ozilja, itd. Indeks 0 bomo v jakosti prehodov izpuscali in
pisali po; = pj, saj je oznaka za zacetno stanje nepotrebna. Zavarovanec je najprej
v zaCetnem aktivnem stanju, ko pa enkrat zapusti zacetno stanje in je v enem od r
stanj (torej umre za dolo¢en vzrok), se ne more ve¢ vrniti v prvotno za¢etno stanje,
kar nam prikazuje spodnja slika.

Relacija (54) nam poda, da je skupna jakost smrtnosti (natancneje jakost prehoda
iz aktivnega stanja v stanje smrti ne glede na vzrok) enaka vsoti posameznih jakosti

smrtnosti glede na vzrok 1, ..., r, kar zapiSemo kot

() = > pilh) (74)
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Slika 4: Graficni prikaz modeliranja Zivljenjskega zavarovanja za primer smrti s

koncnim Stevilom tveganyg

Aktiven®
M1 Hj Hor
Smrt: Smrt: Smrt:
vzrok 1 vzrok j vzrok r

Prirejeno po Norberg (2002).

Za zavarovanca starega t let je verjetnosti prezivetja do ¢asa u enaka nam dobro
poznani verjetnsoti prezivetja poo(t,u) dani z enacbo (71). Ta razSirjen primer
nam omogoca, da razlikujemo vzroke smrtnosti in na ta nacin lo¢imo pomembnosti
razlicnih vzrokov in s tem izplacila razliénih zavarovalnih vsot glede na vzrok smrti.
Torej verjetnost prehoda, da zavarovanec star ¢ let umre za vzrokom smrti j preden

doseze starost u je enaka

po;(t,u) = /t Y Fomp (r)dr. (75)

Iz enacb (74) in (75) vidimo, da poveanje ene jakosti smrtnosti py povzroci
zmanjSanje verjetnosti prezivetja in hkrati tudi zmanjSanje verjetnosti smrti za
drugimi vzroki j = 1,..r,j # k. Ker je vsota verjetnosti smrti po vseh rizikih
1,...,7 enaka 1, to pomeni, da se povecanje jakosti prehoda u; poveca verjetnost
smrti za vzrokom j. Na ta nacin lahko pojasnimo, da imamo dandanes povecano
smrtnost zaradi raka ter sréno-zilnimi bolezni, saj smo z napredkom v medicini,
smrtnost zaradi plju¢nice, otroske vrocice in Stevilnih drugih bolezni precej iznicili
(Norberg, 2002, str. 75).

2.2.3 Zivljenjsko zavarovanje za primer invalidnosti in smrti

Model Zivljenjskega zavarovanja za primer invalidnosti in smrti je primeren za
analiziranje izplac¢il zavarovalnice, ki so odvisna od zdravja zavarovanca. Kot
primera navedimo zdravstveno zavarovanje, kjer je zavarovanec v ¢asu nezmoznosti

za delo upravicen do prejemanja anuitet, ali pa Zzivljenjsko zavarovanje, kjer je
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zavarovanec oproscen placila premij v ¢asu nezmoznosti za delo. V ta model lahko
vklju¢imo tudi pokojninska zavarovanja z dodatnim izplacili za zavarovanca, kjer
stanji 0 in 1 ustrezata stanjema zaposlen in brezposeln.

Tako imamo za zavarovanca, ki je v asu s v aktivnem stanju, z upoStevanjem (62)

naslednji diferencialni enac¢hi Kolmogorova

0
7 Poo(s:t) = pou(s,1)p(t) = poo(s, ) (u(t) + o (t)) (76)
0
57 Po1(5:t) = poo(s, )0 (t) — pou (s, 8)(v(t) + p(1)). (77)
Verjetnost ppa(s,t) je doloCena z zgornjima ena¢bama (76) in (77). Zacetna pogoja
pa sta
poo(s, s) = 1, (78)
po1(s,s) =0. (79)

Omenimo Se, da sta za zavarovanca, ki je v ¢asu s v stanju invalidnosti, zgornji
diferencialni enacbi enaki, le prvi indeks 0 v zgornjih ena¢bah zamenjamo z 1 in to
pri vseh verjetnostih. Zacetna pogoja pa sta potem po(s,s) = 0 in pyi(s,s) = 1
(Norberg, 2002, str. 76).

Slika 5: Graficni prikaz modeliranja Zivljenjskega zavarovanja za primer

invalidnosti in smrti

Aktiven o(t) " NezmozZnost
(a) p(t) za delo (i)
(1) v(t)
Smrt (d)

Prirejeno po Norberg (2002).

2.3 Standardna zavarovalna pogodba s konc¢nim Stevilom stanj

Vzemimo zavarovalno polico izdano v ¢asu 0 sklenjeno za obdobje n let. Lahko

si zamislimo poljubno obliko Zivljenjskega zavarovanja, ali pa katerokoli drugo, na
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primer pokojninsko ali pa zdravstveno zavarovanje. Glavno pri vseh teh zavarovanjih
je, da so izplacila zavarovalnih vsot in vplacil premij odvisna od prehoda zavarovanca
med razli¢nimi stanji zapisanih v pogodbi. Predposatvimo, da ima polica kon¢no
Stevilo stanj, torej Z = {0,1,...,r} in da je v ¢asu 0 polica v zaetnem stanju
0, kasneje pa je polica v vsakem trenutku ¢ > 0 lahko le v enem samem stanju.
Oznacimo stanje police v ¢asu t z Z(t). Tako smo dobili funkcijo Z(t), ki slika iz
intervala [0,n] v Z

Z(t):[0,n] — Z, (80)

ki je zvezna z desne in ima kon¢no Stevilo skokov in Z(0) = 0, saj je polica v ¢asu
0 v zacetnem stanju 0. Zavarovalno polico tako modeliramo kot stohasti¢ni proces
Z na verjetnostnem prostoru (£2, F,P) in tako opiSemo nakljuéno pot, ki jo naredi

polica tekom trajanja zavarovanja (Norberg, 2002, str. 67).

2.3.1 Zavarovalna polica modelirana s stohasticnim procesom

Definirajmo Se naslednja dva procesa. Proces
I;(t) = 1[Z(t) = j], (81)
ki ima vrednost 1, ¢e je proces Z v stanju j v ¢asu t in vrednost 0 sicer ter proces
Nj(t) = #{7; Z(r—) = j, Z(7) = k, 7 € (0, 1]}, (82)

ki Steje prehode iz stanja j v stanje k (k # j) v ¢asovnem intervalu (0, n]. Kot lahko
opazimo sta oba procesa povezana s stohasti¢nim procesom Z(t), z desne zvezna in s
kon¢nim Stevilom skokov. Indikatorski proces {7;(t)};>0 in proces stetja {N;x(t) }+>0
sta povezana z dejstvom, da proces I; naraste (pade) za vrednost 1 po prehodu

police v stanje j (iz stanja j), kar lahko opiSemo z naslednjo relacijo
A (1) = AN, (1) — dN;.(0), (83)

kjer pika v indeksu oznacuje vsoto po vseh stanjih, ki so razli¢na od stanja poleg
pike, to je

Nj.= > Nj. (84)

ksk#j

Kot vemo je denarni tok zavarovalne pogodbe sestavljen iz izplac¢anih Skod in
vplacanih premij. To pomeni, da pogodba nalaga zavarovancu placilo premij,
zavarovalnici pa placilo za Ze nastala in vnaprej po pogodbi dolo¢ena izplacila skode.
Oznac¢imo denarne tokove vseh preteklih in prihodnjih obeznosti zavarovalnice
zmanjSane za vplacane premije z B(t). Torej B(t) oznacuje neto denarne tokove

izplacil zavarovalnice (Kraft & Steffensen, 2008).
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Naj ¢as t = 0 oznacuje pricetek zavarovanja. Tako lahko denarne tokove standardne

zavarovalne pogodbe opiSemo z enacho

dB(t) =Y I(t)dBy(t) + Y b (t)dNu(t), (85)
k

KAl
kjer je
dBy(t) = by(t)dt + By(t) — Bi(l—) (86)

deterministi¢na funkcija placil v stanju k, by pa prav tako deterministi¢na funkcija
in predstavlja placila po zavarovalni polici ob prehodu iz stanja k v stanje [. Kadar
je razlika By(t) — By(t—) razlicna od ni¢, slednje predstavlja placilo zavarovalne

vsote v Casu t, v kolikor zavarovanec ostanje v stanju k (Kraft & Steffensen, 2008).

Za funkciji by in by se predpostavlja, da sta kon¢éni in kosoma zvezni. MnozZica
tock nezveznosti za poljubno Zzivljenjsko rento By pa je kon¢na in jo oznacimo
z D{to,t1,...,t,}. Pozitivne vrednosti dBy in by predstavljajo skode, negativne

vrednosti pa premije. V ¢asut ¢ [0, n] so vsa placila enaka 0 (Norberg, 2002, str. 80).

Za lazjo predstavo, si oglejmo nekaj enostavnih primerov zivljenjskih zavarovanj, ki
so modelirana s procesom, kot je prikazan na sliki 4. V tem konkretnem primeru
imamo le dve stanji: aktivno in stanje smrti. V vseh primerih predpostavimo, da je

zavarovalna vsota enaka vrednosti 1.

e Za zavarovanje za primer smrti za obdobje n let je by; = 1 in tako
dB(t) = dNy (t).

e Za meSano zavarovanje za primer smrti za obdobje n let je by = 1,
ABy(t) = 0zat # nin ABy(t) = 1 za t = n in tako dB(t) = dNy(t) +
IyABy(t).

e Zazivljenjsko rento za obdobje n let plaéljivo enkrat letno je ABy(t) =
1zat=1..nin tako dB(t) = IyABy(t).

Ogljemo si 8e nekaj zveznih primerov:

e Za zivljenjsko rento za obdobje n let placljivo zvezno in sicer 1 letno
je bo(t) = 1,t € (0,n) in tako dB(t) = I;(t)dt na (0,n).

e Za (n—m) odlozeno Zzivljenjsko rento za obdobje m let plaéjivo zvezno
in sicer 1 letno je by(t) = 1,t € (m,n) in tako dB(t) = I;(t)dt na intervalu
(m,n) (Slapar, 2006).
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2.3.2  Modeliranje matematicnih prospektivnih rezervacij

Preden se posvetimo modeliranju matematicnih rezervacij, definirajmo funkcijo
diskontiranja, ki nam bo omogocala bodoce denarne tokove diskontirati na zeleno
casovno tocko t.  Zavarovalnica praviloma vlaga sredstva za kasnejSe kritje
obveznosti. Predpostavimo, da v ¢asu t doseze zvezni donos r(t) ter da je donos
r kosoma zvezen, integral fo s)ds pa koncen To pomeni, da je v ¢asu t vrednost
ene enote vlozene v ¢asu 7 enaka elr " s ko jet > 7, ko pa jet < 7 pa je enaka

e~ J{ 7(9)ds  Na ta nacin smo definirali funkcijo diskontiranja
o(t) = e Jormir, (87)

Kot smo Ze omenili morajo zavarovalnice z namenom, da svojim zavarovancem
zagotovijo izplacila zavarovalnih vsot v prihodnosti oblikovati matematicne
rezervacije. V sploSnem zavarovalnice diskontirajo razliko med pri¢akovanimi
izplacili skod in vplacanih premij na Zeleno casovno tocko in tako dolocijo neto
sedanjo vrednost izplacil. Tukaj se je potebno zavedati, da zavarovalnice tezko
natan¢no doloc¢ijo prihodnje obveznosti, saj v dolo¢enem trenutku nimajo podatkov
o vrednostih vseh parametrov, zato je izra¢unana neto sedanja vrednost izplacil zgolj
priblizek dolo¢en na podlagi informacij, ki jih imajo v trenutku izracuna. To je tudi
eden izmed razlogov, zakaj zavarovalnice znova in znova izracunavajo rezervacije in
neto sedanje vrednosti (Slapar, 2006, str. 23).

Vrednost matemati¢ne rezervacije v trenutku t je torej definirana kot pogojno
matemati¢no upanje bodo¢ih neto denarnih tokov (razlika med pri¢akovanimi
izplac¢ili 8kod in vpla¢animi premijami) pri dani filtraciji F;, ki vsebuje vse

informacije do ¢asa t. Slednje matemati¢no zapiSemo kot
V, = E| / e~ g1 F). (88)
¢
Zvezne formule se da aproksimirati z markovskimi verigami kot
V() = Valt) Z I7(t) (89)
kjer je

V(t) = E| / Ce I OaB(n)| 2(t) = j)

0 (90)
:/ e i dsZp]k (t, 7 (dBk + Z bra () pura (7 )
t

Lil#k
Zgornjo enakost dobimo, ¢e zamenjamo integral in matemati¢no upanje ter vstavimo

dB(T), ki je definiran z enacbo (85), poleg tega pa uporabimo naslednji enakosti

Ellx(T)|Z(t) = j] = pir(t, 7) (91)
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E[dNu(7)|Z(t) = j] = pj(t, 7) pra (7). (92)
Zgornjo enacbo (90) lahko razlozimo na naslednji na¢in. Zavarovalna polica je v
stanju k v Casu 7 z verjetnostjo pji(t, 7). Ce v nekem dovolj majhnem intervalu
dolzine dr okoli ¢asa 7 ostane v stanju k, je dBy(7) enak zivljenjski renti na tem
¢asovnem intervalu. Pricakovana sedanja vrednost tega v Casu t je tako enaka
pix(t, T)e” I T5d By (7). Z verjetnostjo pjx(t, T)uw () pa polica skoéi iz stanja k
v stanje [ v nekem krajSem casovnem intervalu dr okoli casa 7. Ce se to zgodi
zavarovalnica izplaca znesek by (7). Tako je v tem primeru pri¢akovana sedanja
vrednost v asu t enaka pji(t, 7)pp(7)dre S TO%b, (7). Ko sestejemo po vsch
prihodnjih ¢asih t in vseh vrstah izplacil, dobimo natanko enac¢bo (90). Naj bo
0 <t < wu < n. Z lo¢itvijo placil na dva ¢asovna intervala (¢,u] in (u,n| v enacbi

(90) uporabe ena¢be Chapman-Kolmogorova na drugem intervalu dobimo

V}(Zf) = /u e Ji r(s)ds ijk(t, T) (dBk(T) + Z bkl<7'),ukl(7')d7'>
t k Lil#k (93)
+ e JTOEN " () Vi (w).

Zgornjo izpeljavo bi dobili tudi direktno z matemati¢nem upanjem pogojno na stanje
police v ¢asu u (Norberg, 2002, str 81).
V casu trajanja police mora zavarovalnica ves Cas vzdrzevati ustrezno vrednost
rezervacij za kritje prihodnjih neto obveznosti zapisanih v pogodbi. Torej, ce
je polica v stanju j v Casu t, potem mora zavarovalnica oblikovati rezervacijo
v vrednosti natanko V;(t). Funkcijo V; imenujemo prospektivna matematicna
rezervacija. Opazimo lahko, da smo pri sami izpeljavi rezervacije V; princip
ekvivalence prenesli na c¢as ¢, ki sedaj dolo¢a ravnotezje med trenutno vrednostjo
rezervacij in diskontiranimi bodo¢imi obveznosti, glede na trenutne razpolozljive
informacije v ¢asu ¢t (Norberg, 2002, str.80-81).
Ko gre u proti ¢ (u — t) v enacbi (93), dobimo obratno Thielejevo diferencilano
enacbo (angl. backward Thiele’s differential equations), ki prikazuje dinamiko
matemati¢nih rezervacij. Predposatvimo, da je polica v stanju j v ¢asu t ¢ D.
Spomnimo se, da je D mnozica tock nezveznosti za poljubno Zzivljenjsko rento dBjy.
Pogojno na to, kaj se zgodi v majhnem ¢asovnem intervalu (¢, ¢ + dt], ki ne preseka
mnozice D, lahko zapiSemo
Vi(t) = bi(t)dt + > py(t)dthi(t)
kik#j
+ (1= g (4)dt)e T OMV(E 4+ dt) + Y pi(t)dte MV (¢ + dt).
k;k#j

(94)

Na enak nacin, ko v razdelku (1.3.3) nastavimo diferen¢no enac¢bo tako, da vzamemo

Vitdi—

. . . \V/ o . . . . . o
limito limg o —*%—". Na ta nacin dobimo obratno Thielejevo diferencialno enacbo
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(s kosoma zveznimi koeficienti) za prospektivno matematicno rezervacijo

%V(t) = (r(t) + - (O)WV;(1) = D pin(t)Vie(t)
kik#j (95)
= bi(t) = > bin()pn(t).

kik#j

Diferencialne enacbe so dobro definirane na odprtih intervalih (¢,_1,¢,),p = 1,...,¢

in skupaj z robnim pogojem
Vilt,—=) = (Bj(tp) = Bi(t,=)) + V(tp),p = 1,....¢,5 € Z (96)

dolocajo funkcije V; enolicno. V tockah zveznosti funkcij bj, bjg, pj, ” nimamo
problemov z diferenciabilnostjo funkeij Vj, saj je integral na desni strani enacbe (90)
zvezen. V tockah nezveznosti, pa %V} ne obstaja. Ker pa je teh tock nezveznosti
kon¢no in imajo mero 0, to ne vpliva na numeri¢no reSevanje diferencialne
enacbe (95). V praksi za dolo¢itev prospektivnih matemati¢nih rezervacij pogosto
uporabljamo Runge-Kutta metodo 4. reda. Diferencialne enacbe resujemo po
sistemu “od zgoraj navzdol”, kar pomeni, da najprej resimo (95) za zgornji interval
(tq—1,m) ob upostevanju robnega pogoja (96), ki je v tem primeru enak V;(n—) =
Bj(n) — Bj(n—), saj je V;(n) = 0 za vse j po definiciji. Nato resimo (95) e
za spodnji interval z upostevanjem robnega pogoja, ki je v tem primeru enak
Vi(tg-1—) = (Bj(ty—1) — Bj(ty—1—)) + Vi(ty—1), kjer smo V;(t,—1) dolocili v prvem
koraku. Na ta nac¢in nadaljujemo postopek navzdol. Kot lahko opazimo, je obratna
enacba Kolmogorova (57) poseben primer Thielejeve enacbe (95). Verjetnost
prehoda pj;(t,u) je prospektivna rezervacija za stanje j v Casu t za standardno
polico, ki izplac¢a zavarovalno vsoto v vrednosti 1, ¢e je polica v stanju k£ v ¢asu u in
sicer brez dodanih obresti. Tako je lahko numeric¢ni izracun prospektivnih rezervacij

drug na¢in za izrac¢un verjetnosti prehodov (Norberg, 2002, str. 83).

2.3.8  Primer partnerskega zavarovangja za primer smrti

V primeru, ko pogodbene obveznosti niso odvisne od rezervacij, povedano drugace,
to je, ko izplacilo zavarovalne vsote ni odvisno od vrednosti rezervacij (ni izrazeno
s funkcijo V;) dobimo z dolo¢itvijo relacije (90) eksplicitno obliko za prospektivne
rezervacije in teoreticno Thielejeva diferencialna ena¢ba (95) ni potrebna. Kljub
temu nam Thielejeva enacba (95) pomaga pri numeri¢nem izra¢unu rezervacij in z
njeno pomocéjo dobimo vpogled v dinamiko police (Norberg, 2002, str. 85).

Povsem drugacna pa je situacija, ko je izplacilo zavarovalne vsote izrazeno kot fukcija
rezervacije V;. Najbolj tipi¢en primer je prekinitev police s strani zavarovanca

v Casu trajanja zavarovanja, kjer je zavarovalnica dolZna izplacCati zavarovancu
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del zavarovalne vsote, ki je enaka rezervaciji v tistem trenutku zmanjaSane za
stroske izplacila. V takem primeru so diferencialne ena¢be nepogresljivo orodje pri
oblikovanju rezervacij in dolo¢itev premij po principu ekvivalence. Oglejmo si tak
primer Zivljenjskega partnerskega zavarovanja za primer smrti (Norberg, 2002, str.
85).

Predpostavimo, da poroc¢en par kupi zivljenjsko partnersko zavarovanje in se tako
zavaruje pred zmanjSanjem dohodka zaradi smrti enega od zakoncev. Za to
zavarovanje zvezno placujeta letno neto premijo v visini ¢, dokler sta oba Se Ziva.
Nadalje predpostavimo, da zavarovalnica pri¢ne, v primeru mozeve smrti, Zeni
zvezno izplacevati pokojnino in sicer letno v vrednosti b. V kolikor je ob mozevi
smrti Zena Ze pokojna, pa se zavarovalna vsota v vrednosti s izplaca otroku ali
drugemu upravi¢encu. Zavarovanje je sklenjeno za obdobje n let in predpostavimo
Se, da imamo konstantno obrestno mero. Markovski model za to zavarovanje je

prikazan na spodnji sliki.

Slika 6: Graficni prikaz modeliranja Zivljenjskega partnerskega zavarovanja za

primer smrti s koncnim Stevilom tveganj

0 moz
oba ziva g 1
H umre
v U/
Y Y
Zena umre? » oba mrtva?

/

W

Prirejeno po Norberg (2002).

Thielejeve diferencialne enacbe za prospektivno matemati¢no rezervacijo (95) so v

tem konkretnem primeru enake (poleg trivialne enacbe V3(t) = 0)

SVOt) = (r 4 u(t) + o()Volt) — w(Vi ) — o(t)Va(t) +c.
SVt = (r + o (OVA() b 67)
SValt) = (r 4+ (0)Va(1) — ()5
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Nekoliko spremenimo zacetno zavarovalno pogodbo in predpostavimo, da v primeru,
da Zena umre pred moZzem v ¢asu trajanja zavarovanja, zavarovalnica izplaca 50 %
takratne vrednosti matemati¢nih rezervacij mozu. Zdi se smiselno, da ob Zenini
smrti moz dobi povrnjeno privar¢evanih sredstev, saj ni upravicen do izplacevanja

anuitet. Z dodatnim pogojem dobimo nov sistem diferencialnih enac¢b

SVolt) = (r 4 u(t) + 0.50(1) V(1) — (t)Va(t) — o(6)Valt) +

d ,

ZVilt) = (r+ 0 (O)Vi () — b, (%8)
d

SVa(t) = (r+ W O)Valt) — ' (1)s.

Z upostevanjem robnih pogojev V;(n) = 0,5 = 0,1,2, je zgornji sistem precej
enostavno resiti (Norberg, 2002, str. 85).

2.4 Diferencialne enacbe za visje momente sedanjih vrednosti in kriterij

solventnosti

Visji momenti sedanjih vrednosti neto izplac¢il so uporabni pri merjenju nihanja
vrednosti matemati¢nih rezervacij in premij. Za zavarovalnico je kljucnega
pomena, da zazna vecCja nihanja in tako del nihanj vklju¢i v premijo oziroma
oblikuje varnostne rezervacije. Poleg omenjenega vi§ji momenti pomagajo oceniti
solventnost zavarovalnice na podlagi dolocitve tveganosti nekega zavarovalnega
portfelja. Predpostavimo, da imamo markovski model in vzemimo standardno
zavarovalno polico. Oznac¢imo mnozico ¢asovnih tock, v katerih so mozna izplacila
zavarovalne vsote v obliki rent z D = {to,t1,...,tm}, kjer je tgo = 0 in ¢, = n
(mnozica D je mnozica tock nezveznosti za funkcijo V' (¢,u)). Naj V (¢, u) oznacuje
sedanjo vrednost izplacil glede na zavarovalno pogodbo v ¢asovnem intervalu (¢, u]
v ¢asu t. Naj bo V(t) = V(t,n) sedanja vrednost vseh prihodnjih neto izplagil.
Zelimo dolo¢iti vigje momente V(t). Z upoStevanjem markovske lastnosti lahko

vi§je momente zapisemo v obliki
Vi) = EV()"|2(t) = jl.a = 1,2, .. (99)

Predpostavimo, da so vi§ji momenti dobro definirani, to je E[[;" vd|B]? < oo ter da

so funkcije 7, b, bk in 1, kosoma zvezne (Norberg, 1995b, str. 173).

Izrek 2.1 Funkcije V;(t)9 so dolocene z diferencialnimi enacbami

d

EVJ@ (t) = (qr(t) + pg. )V (1) — ab )V V(1)

q

- Y 3 () e,

kik#j p=0

(100)
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ki so dobro definirane na intervalu (0,n)\Dz robnimi pogoji,

vire=) =3 (q) (Bi(t) = B,(t=)" VT (®), (101)

p=0

teD.
Dokaz 2.1 Za podroben dokaz glej Norberg (1995b), str. 173-176.

Centralni momenti so lazji za interpretacijo in bolj uporabni od obic¢ajnih momentov,

saj opisujejo nihanja okoli povpreéja. Oznac¢imo z mgg) (t) g-ti centralni moment.
Tako imamo

m () = Vi (1) (102)

m® (t) = Eq:(—nq—f’ (;) VP (vim)" (103)

Za konec si iglejmo Se solventnosti kriterij, ki nam daje oceno tveganja portfelja
zivljenjskih zavarovanj. Naj bo Y sluc¢ajna spremenljivka vseh neto prihodnjih
obveznosti v zavarovalnem portfelju. Ozna¢imo z m'? g—ti centralni moment
slucajne spremenjivke Y. Vrednost slucajne spremenljivke Y, pri kateri je verjetnost,
da je Y manjsa od y;_. enaka 1 — e (t.j. kvantil) ozna¢imo z y;_. in jo lahko

aprksimirajmo
—1m®

2
= C
Yl—e = m(l) +C1e m(2) + L_a
§) m2)

kjer je c1_. zgornji e— kvantil za standardno normalno porazdelitev. Vrednost

(104)

kvantila y;_. lahko razumemo kot minimalni kapital potreben za kritje obveznosti
v dolo¢enem trenutku z dano verjetnostjo. Za matemati¢no rezervacijo si lahko
predstavljamo, da sestoji iz dveh delov premijskega dela m) in fluktacijskega dela

y1— —mY. Eden od moznih kazalnikov za merjenje tveganosti portfelja je

(105)

kjer je P ustrezno izbrana mera velikosti portfelja, na primer skupni letni premijski
prihodek.

2.4.1 Metoda numericnega izracuna visjih momentov

Resitev Zelimo poiskati na intervalu [0,n]. Interval tako razdelimo na manjse
podintervale [ts,ts1], kjer je s = 0,...,m in t, = 0 ter t,, = n. Najprej resimo
sistem diferencialnih ena¢b na zadnjem intervalu (t,,_2,t,_1), kjer je robni pogoj
enak

Vi(n=) = (Bj(n) = B;(n-))" (106)
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saj velja, da je v enacbi (101) Vj(Q) (n) = 040 (Kroneckerjeva delta). Potem pa, Ce
je m > 1, resimo sistem diferencialnih enac¢b v naslednjem intervalu (t,,,—2,tm-1) z
robnim pogojem enakemu (101), kjer je t = t,,_1. Postopek nadaljujemo po vseh
intervalih navzdol, dokler ne pridemo do zacetne tocke t = 0 (Norberg, 2002, str.
91).

Za resevanje sistemov diferencialnih enacb si lahko pomagamo z dobro poznano
numeri¢no metodo Runge-Kutta, ki je vgrajena v vecini matemati¢nih programov,
kot naprimer MATLAB. V nadaljevanju si bomo ogledali postopek in rezultate
numeric¢nega izracuna za zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti, ki bo
temeljil na reSevanju sistema diferencialnih ena¢b po numeri¢ni metodi Runge-Kutta
stopnje 4, ki ga je Norberg, R. (1995b) predstavil v ¢lanku Differential equations for
moments of present values in life insurance. Za podrobnejsi eksplicitni algoritem
za izvajanje metode Runge-Kutta 4. in 5. stopnje v MATLABU glej ¢lanek
Christodoulou, N.S. (2009), An algorithm using Runge-Kutta methods of orders 4
and 5 for systems of OED:s.

2.4.2  Primer numericnega izracuna za Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in

inwvalidnosti

Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti bomo obravnavali kot
zavarovanje, kjer so vplacila in izplac¢ila na izbrani zavarovalni polici modelirana
kot markovska veriga na treh stanjih, in sicer aktivno stanje (0), stanje nezmoznosti
za delo (1) in stanje smrti (2). Ogledali si bomo izrac¢une prvih treh momentov za
standardne oblike zavarovanja, torej bomo predpostavili razli¢na vplacila in izplacila
(Norberg, 1995b, str. 176).

Predpostavimo najprej, da je obrestna mera konstantna, na primer 4.5% letno, torej
r = In(1.045) = 0.044017, (107)

in da so jakosti prehodov med stanji odvisne le od starosti zavarovanca z, in so

enake

7 = 0.0004 + 0.0000034674 - 10006 (108)

Omenimo, da so jakosti prehodov pu, v in p dolo¢ene z aproksimiranjem mortalitetnih
tablic za moske na Danskem z Gompertz-Makeham mortalitetnim modelom G82M,

v katerem ima jakost smrtnosti obliko

firy = a + By (109)
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Slika 7: Graficni prikaz modeliranja Zivljenjskega zavarovanja za primer

validnosti in smrti

Aktiven o(t) " Nezmoznost
(a) p(t) za delo (i)
p(t) v(t)
Smrt (d)

Prirejeno po Norberg, 2002.

Predpostavimo, da imamo zavarovanca moskega spola, ki je ob sklenitvi zavarovanja

star 30 let. Jakosti prehodov lahko zapisemo kot

po2(t) = pa2(t) = 3ot
to1(t) = o304 (110)
Lo(t) = pso+e,

za 0 < t < 30(= n). V nadaljevanju si bomo ogledali numeri¢ne vrednosti
matemati¢nih rezervacij in vi§jih centralnih momentov za zacetni stanji 0 in 1 (stanje
2 bomo izpustili, saj iz njega ni mogoce prehajati nikamor) za ¢as t = 0,6, 12, 18,24
in 30. Za zacetek poglejmo Zivljensjko zavarovanje, ki v primeru smrti izplaca

zavarovalno vsoto enako 1. Torej je bgs = bis = 1 in zato

dB(t) =

{ dNpa(t) + dN1o(t), za 0 <t <n 1)

0, zat >n.

Da dobimo numeri¢ne izra¢une premij in prvih treh momentov sedanjih vrednosti

neto izplacil moramo resiti naslednji sistem diferencialnih enach:
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dt
av,t) (1) (1) (1)
o (t) = (r 4+ ve(t) + pe(0)VE(t) = pa(t)Vy (1) — v (t) (Vo (t) 4 b12)
(1)
oy = v
AR 2) 2) 2) (1) 2
o (t) = (2r + 0u(t) + p(t)Vo ™ (1) — oo (O)VI (1) — pa(t) (Vo™ + 2602V (1) + bgo)
v, ) 2) (2) (1) 2
o (t) = (2r + v (t) + p(E))VI7 () — p2(O)Vo 7 (1) — va(£) (Vo7 () — 2012V5 7 () + biy)
2)
T2ty = 0y
dvy” 3) 3)
o (t) = (Br + 0u(t) + pa (1)) Vo™ () — 0 (£)V17(2)
— 1 (VA (1) + b0 Va2 (1) + 362, Va " (8) + by)
avy” 3) 3)
o (t) = Br 4+ v (t) + p(0)VI7 () — pe(t)V5 ™ (t)
— v () (VA (1) + 3bi2 Va2 (8) + 303,V () + b,)
(3)
R CREAA0
(112)
z robnim pogojem
V@Pn)=0, j=0,1,2in¢=1,2,3. (113)

Iz sistema diferencialnih enac¢b opazimo, da so diferencialne enacbe za stanje 2
resljive neodvisno od drugih enacb in zaradi robnega pogoja enake 0, kar pomeni,
dajih lahko izpustimo. Sistem diferencialnih enacb resimo z numeri¢no metodo
Runge-Kutta in s pomo¢jo enacb (102) in (103) izra¢unamo centralne momente
mgq)(t) za j = 0,1,2inq = 1,2,3, ki so prikazani v tabeli (Norberg, 1995b, str.

176).

Tabela 1: Centralnt momenti za Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in
inwalidnosti z zavarovalno vsoto 1
momenti\ das | 0 6 12 18 24 30

mi(t) = mi(t) | 0.0683 0.0771 0.0828 0.0801 0.0592 0
m2(t) = m2(t) | 0.0300 0.0389 0.0484 0.0549 0.0484 0
md(t) =m3(t) | 0.0139 0.0191 0.0262 0.0343 0.0369 0

Prirejeno po Norberg (1995b).
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Iz tabele 1 lahko opazimo, da sta prva centralna momenta m]l (t) za zacetno stanje
j = 0 in zacCetno stanje j = 1 enaka in predstavljata vrednosti matemati¢nih
rezervacij ob ¢asu t. To, da sta prva momenta enaka za stanja j = 0,1 sledi iz
dejstva, da sta jakosti prehodov iz obeh stanj v stanje 7 = 2 enaki.

Druga centralna momenta m?(t) za zacetno stanje 7 = 0 in zacetno stanje j = 1
predstavljata varianco matematicnih rezervacij, torej, koliko lahko dejansko vrednost
matemati¢nih rezervacij odstopa od pricakovane vrednosti. Opazimo tudi, da se
matemati¢ne rezervacije sprva vecajo, nato pa postopoma padajo, dokler ne dosezejo
vrednosti 0 ob izteku pogodbe.

Oglejmo si primer zveznega zivljenjskega zavarovanja z zveznim izplacilom rente v
viSini 1 v ¢asu nezmoznosti za delo (tj. stanju invalidnosti). Tukaj je by = 1 .
V spodnji tabeli so prikazani rezultati, iz katerih lahko opazimo, da so vrednosti
matemati¢nih rezervacij viSje v stanju nezmoznosti za delo in nizje v aktivnem
stanju. Opazimo tudi, da je razlika v vrednostih matemati¢nih rezervacij v stanjih
0 in 1 vecja v primeru rente za invalidnost, kot pa rente v aktivnem stanju. Slednje
sledi iz dejstva, da je verjetnost prehoda iz stanja invalidnosti v aktivno stanje

manjSa kot pa verjetnost prehoda iz aktivnega stanja v stanje invalidnosti.

Tabela 2: Centralni momenti za zvezno Zivljenjsko rento v visini 1 letno, medtem,

ko je zavarovanec v stanju nezmoznosti za delo

momenti\ ¢as 0 6 12 18 24 30
m(t) 0.227 0.293 0.289 0239 0119 O
mi(t) 15.176  13.566 11.464 8.708 5.044 O
m2(t) 1.750 1791 1.646 1147 0364 0
m2(t) 11502 8987 6111  3.107 0.716 0
m3(t) 15960 14.835 11.929 6.601 1.277 O
m3(t) “101.500 -71.990 -42.500 -17.160 -2.452 0

Prirejeno po Norberg (1995b).

Nazadnje si oglejmo Se zivljenjsko zavarovanje z zavarovalno vsoto 1 v primeru smrti
(t.j bo2 = b1z = 1) in z zvezno invalidsko rento 0.5 letno, v primeru, da je zavarovanec
v stanju nezmoznosti za delo. Tako je premija v primeru, da je zavarovanec v
aktivnem stanju ob sklenitvi police enaka P = (0.0683 + 0.5 - 0.277) : 15.763 =
0.013108. V primeru, da je zavarovanec ob sklenitvi police v stanju invalidnosti
pa je premija enaka P = (0.0683 + 0.5 - 15.176) : 0.863 = 8.87173. Spodnja
tabela 4 prikazuje vrednosti matematicnih rezervacij in visjih momentov za omenjeno

zavarovanje.
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Tabela 3: Centralni momenti za Zivljenjsko zavarovanje z zavarovalno vsoto 1 za
smrt in z zvezno invalidsko rento 0.5 letno, kjer zavarovanec placuje zvezno neto

premijo 0.01503 v aktivnem stanju

momenti\ ¢as 0 6 12 18 24 30
mg(t) 0.0000  0.0410 0.0751 0.0858 0.0533 O
ml(t) 7.6451  6.8519 5.8091 4.4312 25803 0
ma(t) 0.4869  0.5046 0.4746 0.3514 0.1430 O
m3(t) 2.7010  2.0164 1.2764 0.5704 0.0974 O
m3(t) 2.1047 1.9440 1.5563 0.8686 0.1956 0
m3(t) 1121200 -8.1340 -4.3960 -1.5100 -0.1430 0

Prirejeno po Norberg (1995b).

2.5 Uporaba markovskih verig za modeliranje stohasti¢nih obrestnih

mer

V tem podpoglavju bomo v na§ model iz prejsnjega poglavja, kjer smo predpostavili
fiksno obrestno mero, vkljucili stohasticno obrestno mero. Obrestno mero bomo
modelirali s stopnicasto funkcijo in predpostavili, da se obrestna mera vedno z
enako verjetnostjo premakne v sosednje stanje. Na ta nac¢in bomo pridobili nabor
moznih stanj za obrestno mero. V tem poglavju bomo tako imeli eno markovsko
verigo za modeliranje zavarovalne police in drugo markovsko verigo za modeliranje
obrestne mere. Predpostavili bomo neodvisnost omenjenih markovskih verig in tako
prisli do posploSenega sistema diferencialnih ena¢b za momente sedanjih vrednosti
bodocih zavarovalnih izplacil za dano polico. V zakljucku poglavja si bomo ogledali
tudi numeri¢ni izracun na primeru zivljenjskega zavarovanja za primer smrti in

invalidnosti.

2.5.1 Modeliranje obrestnih mer

Predpostavimo, da je mogoce del ekonomije, ki opisuje gibanje obrestne mere
modelirati s homogeno zvezno markovsko verigo Y na kon¢nem prostoru stanj
JY = {1,..,JV}, z jakostmi prehodov Ay € J¥,e # f. Obrestna mera je tako

enaka r., ko smo v stanju e, torej lahko obrestno mero zapisemo kot
r(t) =Y 1 (Dre, (114)
kjer je IY(t) = 1[Y(t) = ¢] indikatorska funkcija dogodka, da je Y v stanju e v

trenutku ¢. Kot lahko opazimo, smo tukaj predpostavili homogenost, ki pa v tem

primeru ni nujno potrebna, saj rezultati ostajajo enaki, tudi ¢e se A,y spreminjajo
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v ¢asu. Razlog za predpostavko o homogenosti sprejmemo zato, kar nam omogoca
doseci dolgoro¢no stabilnost sluc¢ajnega procesa obrestnih mer (Norberg, 1995a, str.
247).

Na spodnjem grafu je prikazana shema enostavnega modela markovske verige
obrestnih mer s tremi stanji in sicer 0.02, 0.05 ter 0.08. Neposredni prehod je moZen
samo Vv sosednjo stanje in skupna intenzivnost prehoda iz katerega koli stanja je
enaka 0.5, kar pomeni, da se obrestna mera povprecno spremeni vsaki dve leti. Z

upostevanjem simetrije, pa je dolgoro¢na povpre¢na obrestna mera enaka 0.05.

Slika 8: Prikaz enostavnega modela markovske verige obrestnih mer s tremi stanji

A2 = 0.5 Ao = 0.25

ry = 0.02 re = 0.05
A1 = 0.25 Azo = 0.5

A

rz = 0.08

Prirejeno po Norberg (1995a).

2.5.2  Model za zavarovalna izplacila s stohasticno obrestno mero

Za modeliranje zavarovalnih izplacil za neko zavarovalno polico bomo uporabili
standardni model markovskih verig, ki smo ga predstavili v predhodnjem poglavju
ter mu dodali oznako za indikator in proces Stetja Z, s katerimi bomo locili
standardni proces od nasSega sluc¢ajnega procesa za obrestno mero. Predpostavimo,
da sta procesa Y in Z neodvisna. Potem sledi po lemi (2.1), da je (Y, Z) markovska

veriga na verjetnostnem prostoru JY x JZ z jakostjo prehodov

)\ef(t)7€ 7& f7.] = ka
'Li@%fk(t) = ;ujk(t)? €= f?j 7é k, (115)
0,e # [,J # k-

Za vsak g = 1,...,G naj bo X9 = {X9(t)} markovski proces na konénem prostoru
stanj J9 = {1, ..., J9} in njegove prehodne verjetnosti ozna¢imo s p?g7kg,j9, k9 e J9.
Definirajmo G-dimenzionalni X = {X(t);>0} na prostoru J = J! x ... x J¢ kot
X(t) = (Xt),..., X4 1)).

Lema 2.1 Ce so markovski procesi X9,g = 1,...,G, med seboj neodvisni, potem je
tudi proces X = (X', ..., X%) markovski proces in njegove prehodne verjetnosti so

enake

G
pjl...jG,kl...k:G(t?u) = Hpgg]w(t?u)' (116)
g=1
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Se vec, ce ima vsak proces X9 jakosti prehodov podane z ,u?gkg (t) potem so jakosti

prehodov za X podane kot

9.4(t), ¢e 39 # k9 in jh = k" za poljubne h # g,
it 5o ke (t) = Hiata () # 1 . # (117)
0, za vse ostale (j'...5¢) # (k'...k%).

Dokaz 2.2 Za podroben dokaz glej Norberg (1995a), str. 256.

Moment pogodbene obveznosti, ki ga zavarovalnica ima za podan splosni model
zavarovalne police definiramo kot pogojno matemati¢no upanje sedanje vrednosti

bodo¢ih denarnih izplacil za dano polico in jo zapisemo kot
1 n
V0 =E | (o [ uaBrive = ez -], (118)
v ¢

kjer je v(t) funkcija diskontiranja, torej enaka v(t) = elo r(Ddr

Izrek 2.2 Funkcije Ve(f) (t) so dolocene z diferencialnimi enacbami

DV 1) = (gra(t) + ) + AV D) — by (VS0
(119)
- Zﬂjk Z(l)(b k(1)) ‘/e(i:l Z)‘ef ),
kik#j Iif#e
ki so dobro definirane na (0,n)\D. Robni pogoj pa je enak

q

Vo0 =3 (1) 5,0 - Be-)VI 0. € D. (120)
1=0

Dokaz 2.3 Za podroben dokaz glej Norberg (1995a), str. 248.

..., 0ZNAGimo z mg) (t) g-ti centralni moment Ve(f) (t) in definirajmo
me; (t) = v )(t). Tako se centralni momenti mg) (t) dolo¢ijo na podlagi necentralnih

momentov V(Q) (t) za red ¢ > 1 in sicer
q
w0 =S o (P eed e (121)
p=0

Oglejmo si primer zivljenjskega zavarovanja s stohasti¢no obrestno mero, ki zdruzuje
zavarovanje za primer smrti in invalidsko rento. Predpostavimo, da je polica izdana
v casu t = 0 zavarovancu staremu x let. Polica ima torej tri mozna stanja, tokrat
oznacimo aktivno stanje z 1, stanje nezmoznosti za delo z 2 in stanje smrti s 3. V
¢asu t, ko je zavarovanec star x +t let, so jakosti prehodov med stanji enake

p13(t) = pas(t) = 0.0005 + 0.000075858 - 10*-038@+)

p12(t) = 0.0004 4 0.0000034674 - 10°-06@+) (122)

21 (t) = 0.005.

37



Razsirimo model s predpostavko, da lahko obrestna mera zavzame tri mozna stanja
in sicer 71 = In(1.00) = 0 (nizka obrestna mera oz stanje brez obrestne mere),
ry = In(1.045) = 0.04402 (srednja vrednost obrestne mere) in r3 = In(1.09) =
0.08618(visoka vrednost obrestne mere). Z upoStevanjem enacbe (119) iz izreka
(2.2) dobimo sistem devetih diferencialnih enacb, torej tri enacbe za stanja police,
ter za vsako stanje Se tri enacbe, ki predstavljajo stanje obrestnih mer. Nazadnje
rabimo Se jakosti prehodov med posamezni stanji obrestne mere. Predpostavimo in
vzemimo markovski proces za modeliranje obrestne mere, kot je prikazan na spodnji
sliki.

Slika 9: Markovski proces za modeliranje obrestne mere

A A
stanje r stanje r ~ stanje r
en 0.5\ e 0.5\ e
Prirejeno po Norberg (2002).
Zgornja slika doloc¢i naslednjo matriko prehodov
-1 1 0
A=X|05 -1 05]. (123)
0o 1 -1

Tukaj lahko skalar A interpretiramo kot povprecno Stevilo prehodov na ¢asovno
enoto, ki tako meri volatilnost obrestne mere.

Kot primer vzemimo moskega starega 30 let, ki sklene 30-letno zivljenjsko
zavarovanje za primer smrti in invalidnosti, ki izplaca zavarovalno vsoto v vrednosti
1(b13 = bog = 1) in zvezno invalidsko rento v vrednosti 0.5(bs = 0.5), zavarovanec pa
zvezno vplacuje premije v vrednosti —by, ki je dolo¢ena po principu ekvivalence v
zaCetnem stanju (2, 1), kar pomeni stanje 2 za obrestno mero in zacetno stanje 1 za
polico. V spodnji tabeli so prikazani prvi trije centralni momenti mi‘;)(O) sedanjih
vrednosti bodocih izpla¢il zmanjsanih za vplacane premije za opisano zivljenjsko
zavarovanje za primer smrti in invalidnosti v ¢asu ¢ = 0 in A = 0, kar pomeni, da
je obrestna mera fiksna in enaka 4.5%, torej gre za podoben primer, ki smo ga Ze

obravnavali v prejSnjem poglavju.

Tabela 4: Centralni momenti za Zivljenjsko zavarovangje za primer smrti in
wnwvalidnosti v casut =0, ko je A =0, e oznacuje stanje obrestne mere, j pa stanje
police, premija pa je dolocena po principu ekvivalence za zacetno stanje (2,1) in je

enaka ™ = 0.0131
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e.j: 1,1 12 21 22 31 32

A s q
1] 0.15 13.39  0.00 7.65 —0.39 5.03
0 0.0131 2| 2.55 12.50 0.49 2.70 0.13 0.80
312045 -99.02 2.11 -—-12.12 037 —2.38

Prirejeno po Norberg (1995a).

Kot lahko vidimo, so vrednosti drugih in tretjih centralnih momentov sedanjih
vrednosti bodocih izplacil zelo odvisni od visine predpostavljene obrestne mere,
v resnici, njihove absolutne vrednosti padajo pri narasc¢ajoc¢ih zacetnih stanjih
obrestne mere. To izhaja iz dejstva, da povecanje obrestne mere pomeni zmanjSanje
diskontnega faktorja in s tem zmanjsanje sedanjih vrednosti bodocih izplacil, torej
enako velja tudi za momente sedanjih vrednosti.

V naslednji tabeli pa lahko opazimo, da z nara$¢anjem A, postajajo razlike med
temi pari vedno manjse in se na koncu skoraj iznic¢ijo. Razlog za to je v tem, da
v primeru nenehnega spreminjaja obrestne mere, zacetna obrestna mera nima vec

velikega vpliva na izrac¢un.

Tabela 5: Centralnt momenti za Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in
mwvalidnostt v casu t =0, ko je A = 0.05,0.5,5, 00, e oznacuje stanje obrestne mere,
7 pa stange police, premija pa je dolocena po principu ekvivalence za zacetno stanje

(2,1) in je oznacena s

e,j: 1,1 1.2 2,1 2,2 3,1 3,2
A s q
11006 1131 0.00 790 —-0.03 5.78
0.05 0.0137 2| 1.61 1226 0.62 541 0.25 2.43
311194 —42.87 320 —-433 094 —0.08
1] 0.02 843 0.00 7.81 —0.02 7.24
0.05 0.0134 2| 0.65 490 0.55 4.15 0.46 3.52
31 334 —-13.35 259 -10.13 202 -—7.74
1] 0.00 777 0.00 7.70 0.00 7.64
0.5 0.0132 2| 0.51 2.86 0.50 291 0.49 2.86
3| 226 —12.51 220 -—-12.19 2.14 —11.88
1] 0.00 7.69 0.00 7.69 0.00 7.69
oo 0.0132 2| 0.50 2.74 050 2.74 0.50 2.74
3| 215 —1237 215 —-1237 2.15 —12.37

Prirejeno po Norberg (1995a).
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3 UPORABA MARKOVSKIH VERIG PRI
MODELIRANJU VEDENJA ZAVAROVANCA

V tem poglavju se bomo osredotocili na izracun matemati¢nih rezervacij za
zivljenjsko zavarovanje glede na pricakovano vedenje zavarovanca. Tako bomo
definirani kombinirani model, ki bo sestavljen iz modela tveganja in vklju¢ili model
vedenja, ki bo opisoval zavarovancevo vedenje. Model vedenja bo imel naslednja
tri stanja: stanje placevanja premij, stanje prenehanja placevanja premij in stanje
prekinitve police. Na$ glavni cilj bo modelirati zavarovalno polico ob upostevanju
tveganj prenechanja placevanja premij ali prekinitve police s strani zavarovanca.
Izpeljali bomo tehnike vrednotenja matemati¢nih rezervacij, kjer bomo enkrat
predpostavili neodvisnost med modeloma in drugi¢ odvisnost (Brandt Henriksen,
2014).

V splosnem je znano, da sta modela bolj ali manj med seboj odvisna, saj je
zavarovanec v stanju nezmoznosti za delo bolj nagnjen k prenehanju placevanja
premij ali pa prekinitvi police, kot pa zavarovanec, ki je v modelu tveganja v
aktivnem stanju. Zanimalo nas bo, do kaksnih razlik v vrednostih matemati¢nih
rezervacij prihaja, ko enkrat predpostavimo neodvisnost in spet drugi¢ odvisnost
med modeloma. Omenimo, da bo odvisnost v naSem primeru pomenila, da
zavarovancu dopusc¢amo prehajanje med stanji v modelu vedenja, le v ¢asu, ko je v
modelu tveganja v aktivnem stanju. Nekoliko osnovnejsi in enostavnejsi kombiniran
model, ki model vedenja modelira na enak nacin, vendar pa za model tveganja vzame
osnovno zivljenjsko zavarovanje za smrt, so podrobneje obravnavali Buchard, Mgller
in Schmidt (2014). Buchardt (2013) pa se je tudi posvetil obravnavi odvisnosti
obrestnih mer in jakosti prehodov v omenjenem osnovnem modelu. Leto kasneje
sta Buchardt in Mgller (2015) razsirila kombiniran model in za model tveganja
vzela zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti, hkrati pa upostevala se
¢asovno komponento v modelu vedenja in predpostavila, da ima zavarovanec vecjo
verjetnost prehoda iz stanja nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje, ¢e je v stanju
nezmoznosti krajsi ¢as, kot pa zavarovanec, ki je v stanju nezmoznosti za delo vec
let. Valdez (2001) pa se je ukvarjal tudi s predpostavko odvisnosti med smrtnostjo
in njeno vec¢jo jakostjo po prekinitvi police. Poleg tega pa tudi za modeliranje
zavarovancevega vedenja obstaja veliko pristopov. Ena skrajna predpostavka je
lahko ta, da zavarovalec poskusa maksimizirati vrednost denarnih tokov police. Ta
pristop je podrobneje obravnaval Steffensen (2002), ki je model vedenja oblikoval
po principu ameriske opcije in dopusc¢al moznost, da lahko zavarovalec kadarkoli in
v vseh stanjih preneha s placevanjem premije ali pa se odlo¢i za prekinitev police.

Poleg tega je predpostavil, da se v primeru prenehanja placevanja premije spremenijo
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pogoji police, zavarovanec pa ima Se vedno moznost prekiniti polico.

Pravkar omenjeni pristopi analiziranja zavarovancevega vedenja na zivljenjsko
zavarovanje za primer smrti in invalidnosti so zanimivi in nam podajajo zanimive
rezultate. Nas glavni namen v tem poglavju pa bo izrac¢unati vrednost matemati¢nih
rezervacij za zivljenjsko zavarovanje in hkrati analizirati u¢inke na njihove vrednosti
ob razlicnih predpostavkah zavarovancevega vedenja. Zanimale nas bodo posledice

privzetka o neodvisnosti med izbranima modeloma tveganja in vedenja.

3.1 Model tveganja in vedenja

V tem podpoglavju se bomo osredotocili na izra¢un matematic¢nih rezervacij glede na
pricakovano vedenje zavarovanca. Imeli bomo opravka s t.i. kombiniranim modelom,
ki vsebuje model tveganja ter model vedenja. V ta namen bomo najprej locili model
tveganja in model vedenja, ki sta lahko ali pa tudi ne med seboj odvisna. Ozna¢imo
model tveganja z Z"**  model vedenja pa z Zyehaviour in kombinirani model kot
(Z”Sk, Zpehavior)- S podano celotno zgodovino procesa Zyepavior, predpostavimo, da
je Z"sk markovska veriga s kon¢énim Stevilom stanj. Torej, pogojno na Zphavior,
obstajajo jakosti prehodov p*(t) za j, k € Z,;q. in t > 0 tako, da je za vse k € Z"sk
, fot ,uzmk(s)k(s)ds (pogojno na Zyepavior) integral, ki Steje stevilo skokov v stanje k v
modelu tveganja. Jakosti prehodov so lahko neodvisne od Zpepapior in Vv tem primeru
je Z"k brez pogojevanja na Zpehavior Mmarkovska veriga s konénim stevilom stanj. Za
model tveganja vzemimo Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti, ki
smo ga ze obravnavali v prejsnjem poglavju. Na spodnjem grafu smo aktivno stanje
oznadili z a, stanje nezmoznosti za delo z ¢ (stanje invalidnosti) in stanje smrti z d
(Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen & Svensson, 2014).

Slika 10: Model tveganja

Aktiven pu NezmoZnost
(a) e za delo (1)
,u,a uid
Smrt (d)

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).
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Podobno kot zgoraj, lahko s celotno podano zgodovino procesa Z"**  predpostavimo,
da je proces Zpepavior markovska veriga s kon¢nim Stevilom stanj. Oznac¢imo z v (¢)
jakosti prehodov za j,k € Zpehavior in t > 0. Na spodnjem grafu je predstavljen
model vedenja, kjer smo s p oznagdili stanje placevanja premije, s f stanje prenehanja

placevanja in s s stanje prekinitve police.

Slika 11: Model vedenja

5 . : Prenehanje
Placevanje v . _
i () placevanja
remi ia
p J p B v (f)
,Uad ,Uzd
Prekinitev
pogodbe

(s)

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).

Ko je Zyehavior POgojno na podano celotno zgodovino procesa Z"*** markovska veriga
in je Z"** pogojno na podano celotno zgodovino procesa Zpehqvior markovska veriga,
potem je tudi kombiniran model (Z”s’“, Zpehavior) Markovska veriga. Tako obstajajo
jakosti prehodov za u{k(t) za j,k € Z"F | € Zyehavior in t > 0 tako, da je za vse

Msk
k€ Zrisk, fo gb . )k(s)( )ds proces Stetja, ki Steje Stevilo skokov v stanje k v modelu

tveganja. In podobno, obstajajo jakosti prehodov vék(t) za j, k € Zyehavior, | € Z7F
t Zrzsk(s)

0 Zbehavwr(
skokov v stanje k v modelu vedenja. Oznacimo s plm(t s) verjetnost prehoda iz

in ¢t > 0 tako, da za vse k € Zpehavior, j€ sk Proces Stetja, ki Steje stevilo
stanja j v stanje k v modelu tveganja in hkrati prehod iz stanja [ v stanje m v
modelu vedenja v ¢asovnem intervalu (¢, s). V primeru, ko sta model tveganja Z"*
in model vedenja Zpepavior neodvisna, to pomeni, da jakosti prehodov p niso odvisne
0d Zyehavior in jakosti prehodov v niso odvisne od Z"** lahko verjetnost prehodov
poenostavimo in zapiSemo kot produkt verjetnosti prehodov za posamezni model,
tj.
" .
v (t,s) = p*(t, 8)pim(t, 5). (124)

Ce sta jakosti prehodov p% in p'® v modelu tveganja strogo pozitivni, potem ne
moremo dobiti sklenjenega zapisa (angl. closed form expression) za verjetnosti

aa, it

prehodov (p®p®, p®, pie pd pid). V primeru, ko je jakost prehoda iz stanja
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nezmoznosti za delo v aktivno stanje enaka 0, tj. p‘® = 0, lahko ob predpostavki

neodvisnosti obeh modelov, eksplicitno navedemo verjetnosti prehodov kot

p‘w('[;’ 3) =e fts(ﬂai(T)“‘Nad(T))dT’ p“<t7 S) =e fts “id(T)dT’ (125)

Pt 5) = / g, T ()i, s)dr, Pt 5) = 0. (126)

Verjetnosti p?@ in p® dolo¢imo z upostevanjem pravila, da je vsota verjetnosti
enaka 1. Podobno, kot prej, ¢e sta jakosti prehodov v, in vy, v modelu vedenja
strogo pozitivni, ne moremo dobiti sklenjenega zapisa za verjetnosti prehodov
(Ppps Prf> Ppfs Pfps Dps, Pfs)- V. primeru, ko je jakost prehoda iz stanja prenehanja
placevanja premije nazaj v stanje placevanja premije enaka 0, tj. vy, = 0, lahko ob
predpostavki neodvisnosti obeh modelov, eksplicitno navedemo verjetnosti prehodov
kot

Pyt s) = e~ Ji wps (T)tvps(r))dr peslt,s) = e Jivps(mydr, (127)

pps(t,s) = /tsppp(taT)Upf<7')pff(7'a s)dr, pgp(t,s) = 0. (128)

Verjetnosti p,s in pys ponovno dolo¢imo z upoStevanjem pravila, da je vsota
verjetnosti enaka 1. Res je, da nam predpostavka o neodvisnosti med modeloma
podaja poenostavljene oblike verjetnosti prehodov, kljub temu pa obstaja kar
nekaj razlogov, zakaj je dobro predpostaviti odvisnost med omenjenima modeloma.
Zavarovanec s tveganji bo povpraseval po doloc¢enih vrstah zavarovanj, ki mu dajejo
varnost. To lahko v nas model vklju¢imo tako, da dopus¢amo, da so jakosti prehodov
v modelu vedenja bolj ali manj eksplicitno odvisne od modela tveganja. Na drugi
strani pa zavarovanec s svojim vedenjem povzroca doloceno tveganje. Slednje lahko v
nas model vklju¢imo tako, da dopusc¢amo, da so jakosti prehodov v modelu tveganja
bolj ali manj odvisne od modela vedenja. Vzro¢ni uc¢inki med obema modeloma
imajo tako lahko razlicne ekonomske razlage. Razlog, da predpostavimo odvisnost
med modeloma je tudi dejstvo, da je na primer zavarovanec v stanju nezmoznosti
za delo bolj nagnjen k prenechanju placevanja premij ali pa prekinitvi police, kot
pa zavarovanec, ki je v modelu tveganja v aktivnem stanju. V zavarovalnicah je
obic¢ajna praksa, da lahko le zavarovanci v aktivnem stanju prenehajo s placevanjem
premij ali polico prekinejo. Standardna formulacija zavarovalne pogodbe je tudi
ta, da zavarovalnica izplaca zavarovalno vsoto v dveh primerih in sicer, ob poteku
police ali pa zaradi prekinitve police s strani zavarovalca. S tem namenom bomo
predpostavili, da je jakost prehoda iz stanja prenehanja placevanja premij nazaj
v stanje placevanja premij enaka 0, tj. vy, = 0. Ta predpostavka je smiselna,
saj se v primeru ponovnega pricetka placevanja premij s strani zavarovanca po
dolo¢enem obdobju neplacevanja to obravnava kot zacetek nove pogodbe. Spodnja

slika prikazuje kombiniran model, ki zdruzuje Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti
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in invalidnosti zdruzeno z modelom vedenja (Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen,
Steffensen & Svensson, 2014).

Slika 12: Kombiniran model

s
(a, p) : (i, p)
' :
v >§”\ %j
(av S) Ugf (d’ p)
Ufs ai
Ky
(a, f) L 1 @, f)
' ,
(d, f)

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).

3.2 Denarni tokovi v modelu tveganja in vedenja

V tem poglavju bomo definirali pogodbena izplacila in predstavili formulo za izrac¢un
pogojnega matematicnega upanja sedanjih vrednosti neto izplacil. Vzeli bomo
kombiniran model, kot smo ga predstavili na sliki 12 v prejSnjem poglavju ter
vkljucili model vedenja, kjer bomo predpostavili, da je jakost prehoda iz stanja
prenchanja placevanja premije nazaj v stanje rednega placevanja enaka 0, tj. vy, =
0. Kot zacetno pozicijo bomo vzeli aktivno stanje z rednim placevanjem premij, tj.
(a,p). Predpostavili bomo, da zavarovalna pogodba izplaca neto zavarovalno vsoto
b dokler je zavarovanec v stanju j in neto vrednost »/*. ko zavarovanec preide iz
stanja 7 v stanje k. Neto tukaj pomeni izplacilo zavarovalne vsote zmanjSano za
vpla¢ane premije s strani zavarovanca. Predpostavimo Se, da se pogodba iztece v
¢asu n. S tem lahko formuliramo pri¢akovano placilo v ¢asu s pogojno na dogodek,

da je zavarovanec v stanju k£ v modelu tveganja v casu s kot

H(s) = b(s) + 3 bl ()M (s), (129)

Lk

kjer vsota tede po vseh stanjih iz modela Z"** razen predhodnega stanja k.

Predpostavimo, da pogodba doloca, da se po prehodu zavarovanca v stanje
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prekinitve police v modelu vedenja, za neko stanje k v modelu tveganja v ¢asu t,
vsa nadaljnja izplacila preklicejo in zavarovalnica izplaca odkupno vrednost G*(t).
Naredimo Se zadnjo predpostavko, da se v primeru, ko zavarovalec preneha s
pla¢evanjem premij, medtem ko je v stanju A v modelu tveganja v ¢asu ¢, nadaljnja
izplacila s strani zavarovalnice spremenijo na naslednji na¢in: negativni del izplaéil
v in b* (primanjkljaja premij, ki ga zavarovalnica ne dobi zaradi prenehanja
placevanja premij s strani zavarovanca) je postavljen na ni¢, medtem ko so pozitivni
elementi izplacil (obdobje, ko je zavarovanec placeval premije), ozna¢imo jih z &/
in ¥** | pomnoZeni s t.i. faktorjem police f(t), ki je odvisen od ¢asa t in stanja h.
Zapisimo pri¢akovano stopnjo izplacila pozitivnih denarnih tokov (pred mnozenjem
s faktorjem f"(t)) kot

T (s) =V (s) + D i (s)bHT(s). (130)

LAk
S tem lahko zapiSsemo pri¢akovano izplac¢ilo v ¢asu s pogojno, da je zavarovanec v
stanju k v Casu s in skoCi v stanje prenehanje placevanja premij v modelu vedenja

v ¢asu t medtem ko je v modelu tveganja v stanju h, kot

fFrH) e (s) = (1) ( >, M'}l(S)bk”(S)) : (131)

L1k
Prekinitev police in moznost prenehanja placevanja premije sta splosni opciji vsake
zavarovalne pogodbe. V splosnem velja, da se v primeru prenehanja placevanja
premij s strani zavarovalca, proporcionalno glede ne vrednost vplac¢anih premij
zmanjsa zavarovalna vsota zavarovanja. Sorazmerno zmanjsanje vrednosti izplacil se
vzpostavi zato, ker je zavarovalna vsota vezana na placila premij, ki jih zavarovanec
vpla¢a v Casu trajanja pogodbe in se na ta nacin zagotovi enakopravnost med
zavarovanci, ki vplacajo vse predvidene premije in zavarovanci, ki vplacajo le del
premij. S tem namenom bomo razvili vrednotenje izplacil ob predpostavki, da se vsa
prihodnja izplac¢ila vrednotijo proporcionalno. Torej v primeru, da se zavarovanec
premakne v stanje prenehanja placevanja premij, in je takrat v stanju h v modelu
tveganja v Casu t ter je polica prekinjena v ¢asu u > t, medtem ko je zavarovanec
v stanju j v modelu tveganja, pogodba izplaca odkupno vrednost f(t)G7*(u), kjer
so vsa izplacila, vkljuéno z f"(t) in G’*(u) zvezna in omejena z robnimi pogoji.
Ker je proces Z markovska veriga, se moramo zavedati, da je jakost skoka v Casu
t odvisna samo od polozaja procesa Z. To ne pomeni, da so izplacila v casu ¢
odvisna le od procesa Z, saj smo pri¢akovana izplacila v ¢asu s definirali kot produkt
f(t)-c**(s), ki je odvisen od t in h, kar pomeni, da smo s faktorjem police vzpostavili
tudi ¢asovno odvisnost v procesu izplacil, ki pa ni prisotna v prvotnem modelu

tveganja. V nadaljnjih izra¢unih bomo predpostavili deterministi¢no obrestno mero
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r in izpustili ¢asovno odvisnost v izpeljanih formulah izplacil (Brandt Henriksen,

Woetmann Nielsen, Steffensen & Svensson, 2014).

3.2.1 Oblikovanje rezervacij v primeru spremembe stanja zavarovanca v vedenjskem

modelu - prekinitev placevanja zavarovalnih premaij

V tem razdelku bomo definirali diferencialno enac¢ho za rezervacijo, ki bo odrazala
pricakovano sedanjo vrednost prihodnjih izplacil v ¢asu t > 7 pogojno, da je
zavarovanec prenehal s placevanjem premij in ostal v stanju i v modelu tveganja v
¢asu 7. Tu in v celotnem razdelku dalje se sklicujemo na Steffensen (2000) za vse
izpeljave diferencialnih enacb in njihovih resitev. Oznacimo z ij (t),n rezervacijo,
v primeru, ko je zavarovanec v stanju j v modelu tveganja v ¢asu t in preneha s
placevanjem premij, medtem ko je v stanju A v modelu tveganja v casu 7. Potem
lahko diferencialno enac¢bo za rezervacijo ij (t)-n zapiSemo, kot (tukaj in tudi v
nadaljevanju bomo izpustili specifikacijo trivialnega robnega pogoja)
CVI = VIO — P 1) = 3 O (F P (0 + V() — Vi (1))
k:k#j
A0 (fh(T)G”(t) ~ Vi (O)m).
(132)

Resitev pa ima obliko
Vit =1'e) [ e /I CUORTAC OIS

kjer je e /'™ krajsa oznaka za integral e~ i r(Wdu ip pjf;(t, s) verjetnost, da se
zavarovanec premakne iz stanja j v stanje k£ v modelu tveganja, medtem ko ostaja
v stanju f, v modelu vedenja, t.j. v stanju prenehanja placevanja premije. Ta
interpretacija pjf}(t, s) temelji na predpostavki, da je vy, = 0 tako, da je pﬁ;’}(t, s) =
p%(t, s), kjer notacija ff oznacuje, da zavarovanec ostaja v stanju neplacevanja
premije skozi celoten ¢asovni interval. Za resitev te diferencialne ena¢be ne moremo
dobiti sklenjene oblike (angl. closed form solution). Iz ena¢be (133) lahko opazimo,
da je rezervacija sestavljena iz pricakovanih izplacil pozitivnih denarnih tokov ob
prenchanju placevanja premij (¢**(s)) in odkupne vrednosti v primeru prekinitve
police G**(s). V posebnem primeru, ko predpostavimo neodvisnost med obema

modeloma, dobimo poenostavljeno obliko verjetnosti prehoda in sicer

pjf}(t, s) = pss(t, s)p*(t, s), (134)

s tem pa se reSitev diferencilane enacbe rezervacije Vf] (), poenostavi v

Vf(t)fh = (1) /n e I pss(t, s) ijk(t, s) (" (s) + vfis(s)GH(s))ds. (135)

t
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Zgornja formula se zdi povsem primerna, saj nanjo lahko gledamo kot
na matematitno upanje dveh denarnih tokov in sicer Y., p*(¢,s)c"(s) in
>k PF(t, 5)v%,(s)(G** (s)). Lahko pa bi v zgornji enacbi predpostavili neodvisnost
med modeloma. Koliksna napaka nastane ob tej predpostavki, bomo videli kasneje
pri konkretnih numeri¢nih primerih in izra¢unih. Omenimo pa, da izra¢un resitve
ne predstavlja ve¢jih tezavnosti, ko uporabimo pravi model (brez predpostavke o

neodvisnosti), zato je smiselno uporabiti pravi model.

3.2.2  Oblikovanje rezervacij v primeru spremembe stanja zavarovanca v modelu

tveganja - zacasna ali trajna nezmoznost za delo

Oznacimo z V7 (t) potrebno rezervacijo, ko je polica v stanju j v modelu tveganja
v Casu t in hkrati zavarovanec redno placuje premije za zavarovalno pogodbo in
definirajmo diferencialno ena¢bo za omenjeno rezervacijo kot (tukaj bomo indikator

p, ki pomeni placevanje premij s strani zavarovanca v modelu vedenja izpustili)

SVt = rvi(i = 32 OEHO+ V0 - V) -

(1) (v;’ (t)is - vj<t>) — 0O (E (1) = V().

Omenimo, da rezervacijo ij (t):; dobimo z reSevanjem diferencialne enacbe za ij (t)r;

za fiksen 7 in poznejSo zamenjavo 7 s t. ReSitev lahko zapisemo kot

vj():/ e i Z £ (2, 5) (cF(s) + G (s)uh,(s)) ds
ot (137)
—I—/t el Z Wk (t, ) (< (s) + vf, ()G (s)) ds,

kjer je p%ﬁ(t,s) verjetnost, da se zavarovanec premakne iz stanja j v stanje k v
modelu tveganja hkrati pa ostaja v stanju p v modelu vedenja, kar pomeni, da
placuje premije. Ta interpretacija p]k(t s) temelji na predpostavki, da je v, = 0,

tako da je pik(t,s) = pli(t,s). Nadalje definirajmo
Wk (t, s) / Z (TP, s) f () dr. (138)

Iz enacbe (137) lahko opazimo, da je rezervacija sestavljena iz pri¢akovanih izplacil
pozitivnih denarnih tokov v stanju placevanja premij (c*(s)) in odkupne vrednosti
v primeru prehoda iz stanja placevanja premije v stanje prekinitve police G¥(s)
ter pricakovanih izplacil pozitivnih denarnih tokov do prenehanja placevanja premij
" (s)) in odkupne vrednsoti v primeru prehoda iz stanja neplac¢evanja premij v
ket in odk dnsoti i hoda iz stanj lac j ij

prekinitev police G*(s). Poimenujmo razmerje W jk(t, s)/ ppf(t s) kot pricakovan
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faktor police pogojno, da zavarovanec skoci iz stanja j v stanje £ v modelu tveganja
in hkrati preide iz stanja placevanja premije p v stanje prenehanja placevanja premije
f v ¢asovnem intervalu (¢, s). V posebnem primeru, ko predpostavimo neodvisnost

med modeloma dobimo poenostavljene oblike verjetnosti prehodov

h(t,s) = p(t, s)P’"(t, s), (139)
pjc’}(t, s) = pss(t, s)p’*(t, s), (140)
p;’;(t, s) = pps(t, s)p’" (¢, 5), (141)

tako, da je

Vi) = / e p(t,5) ST P ) (H(5) + vpa(5)GH(s)) s
I (142)
+/t el Z WE(t, s) (< (s) + vps(5)GFF () ds,

Wk (t, 5) = / et )0 (s, 8) P T ) (). (143)

Zgornja izpeljava se zdi primerna, saj na prvo vrstico v zgornji enachi lahko
pogledamo kot na matemati¢no upanje dveh denarnih tokov Y, p/*(t, s)c"(s) in
S PPF(L, 8)vpsGF(s). Ko Zelimo uporabiti prvotno z integrali izraZeno resitev, bi bilo
za poenostavitev izracuna smiselno predpostaviti verjetnostno neodvisnost. To pa
ni edina predpostavka, ki jo je za poenostavitev izra¢una potrebno sprejeti. Namrec,
kot lahko vidimo, je izraz W9k(t,s) odvisen od faktorja police f"(7), zato na tem
mestu predpostavimo Se to, da f"(7) ni odvisen od h. Tako lahko namesto f(7)

pisemo f(7) in se enacba

Wik (t, s) = p*(t, s)W (¢, s), (144)
Wit.5) = [t 7)) (145)

poenostavi v
/tn e Wt s) ijk(t, $) (" () + vys()GF(s)) ds. (146)

Zgornja izpeljava je sicer zelo dobra v smislu enostavnosti izracuna, saj nanjo

lahko pogledamo kot matematicno upanje denarnih tokov >, p*(t,s)c*(s),

S PRt 8) T (s) in Do, pR(E, $)vps(s)GF(s) ter Y, pPF(t, s)vss(s)GFT(s), vendar pa

se moramo zavedati njenih pomankljivosti zaradi sprejetja dolo¢enih predpostavk.
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3.3 Dva posebna primera modela tveganja z enakim modelom vedenja

V tem poglavju bomo izpeljali enacbe za rezervacije in njihove resitve, ki smo jih
definirali v prejsSnjem poglavju in sicer za zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in
invalidnosti (glej sliko 5) in klasi¢no Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti (glej sliko
3). Poseben poudarek bomo v tem poglavju namenili vplivu razli¢nih predpostavk
o neodvisnosti, ki nam poenostavijo izracun, na koné¢ni rezultat. Osredotodili se
bomo na vrednost police, ko je zavarovanec v aktivnem stanju v modelu tveganja
in v stanju placevanja premij v modelu vedenja, saj ta predstavlja najvec izzivov
za izracun rezervacij glede na to, da lahko zavarovanec v ¢asu pogodbe prehaja iz

zacetnega stanja v druga stanja v modelu vedenja.

3.58.1 Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti

Torej vzemimo najprej zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti in
predpostavimo, da so vsa izpladila v stanju smrti enaka 0. Potem lahko rezervacijo,
ko je zavarovanec v aktivnem stanju in placuje premije v casu ¢t zapiSemo kot poseben

primer ena¢be (133) in sicer

Dyragty = rve(e) — b(0)

dt
) () + Vi) — V() — paa(t) (07() — Ve (147)
— 0 (VE (D) — V(1) = 08, (D) (GO(E) — VO(2)).

Opazimo, da druga vrstica v zgornji enacbi vsebuje nevarnostno premijo povezano z
jakostjo prehoda v modelu tveganja, tretja vrstica pa vsebuje nevarnostno premijo
povezano z jakostjo prehoda v modelu vedenja. Tako lahko splosno resitev iz

prej$njega poglavja (136) zapisemo kot

Vet) = /tn e~ ff’“(p;;(t, s) [c“(s) + USS(S)G“(S)] +pZ;(t, s) [ci(s) + U;S(S)Gi(s)Dds

o [t (W 9 e )+ 6 )

+ W (t, s) [ (s) + v},(5)G(s)] ) ds,
(148)

kjer je
We(t, s) :/t (pg;(t,T)U;f(T)p%lc<7'7 s)f(T)

(149)
(6.7 )0 (D) (7. 5) (7))
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Wi(ts) = [ (st gy (O 90 £7(7)

+ Dy (1, T)U;f(T)p?f(T, S)fi(7)> dr.

Na tem mestu uvedemo realno predpostavko, da zavarovanec lahko prehaja med

(150)

razlicnimi stanji v modelu vedenja le takrat, ko je v modelu tveganja v aktivhem
stanju. To pomeni, da sta jakosti prehodov v, (t) = v, (t) = 0 in se W in W

poenostavita v

Wt s) — /t Pt (1) p ) £ () (151)

Wit s) — /t T () (7, 5) £ () (152)

Zgornji formuli seveda nista eksplicitni, saj v modelu tveganja dopus¢amo pozitivno
verjetnost prehoda iz stanja nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje, kar pa
povzroc¢i, da ne moremo analiti¢no izracunati danih verjetnosti. V primeru, da ne

dopuscamo omenjenih moznosti, se verjetnosti poenostavijo v
—_— S ai ad a a
aa __ .aa - pt+p2t+vd v
ppp(t’ 8) - ppp(t’ S) =¢€ Sy it (153>

P(t,s) = pij(t, s) = e~ Jomi it (154)

kar nam posledi¢no poenostavi izra¢un p%c(t,s), Wae(t, s) in W(t,s). Oglejmo
si, kako se poenostavi izracun rezervacije, ¢e predpostavimo neodvisnost modelov

tveganja in vedenja. V tem primeru je rezervacija enaka

Ve(t) = /t e g0, 5) (50 5) [ () ()G (9)]

+p™(t,s)[c'(s) + vps(s)Gi(s)Dds

n (155)
+ /t e ftST(W““(t, $) [T (s) + vys(s)GUH(s)]
WU 5)[cH(s) + vfs(s)GH(s)Dds,
kjer
Wot5) = [ b)) .
(P T) + 5 7 ) )+ D T) + () () ),
W (t,5) = [ nlt. ) (g 5.)
t (157)

(Pt 7) + P () 1) ) + 07 (7 8) (7)) d
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Kljub temu, da se formule ob predpostavki neodvisnosti precej poenostavijo, imamo
Se vedno tezave izraziti verjetnosti prehodov, ¢e dopusc¢amo moznost prehoda iz
stanja nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje. Poleg tega je tezavno dolociti

predvsem denarne tokove, ko je zavarovanec v stanju nepla¢evanja premije, zato

sprejmemo, podobno kot v prejinjem poglaviju Se predpostavko, da je f' = f.
Potem je
Wee(t, s) = p*(t, s)W(t,s), (158)
W, s) = poi(t, )W (t, ), (159)
kjer je
W(t.5) = [ st 7)o (r)pgs () () (160
t

Tako dobimo za rezervacijo izraz

Ve = [ e Eait.s)
(5 (,5) [¢*(5) + ()G (5) + (L) [¢H(5) + 1a(5) G (5)] ) s
+ /n e Wt s)

: (p““(t, $) [T (s) 4+ vps(s)GUF (s) + p™ (L, s) [¢F(s) + Ufs(S)Gi+($):|>dS.
(161)

Ce v zgornji enachi ne dopus¢amo moznosti reaktivacije, tj. prehoda iz stanja
nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje, dobimo verjetnosti prehodov izrazene v
sklenjeni obliki in s tem dosezZemo najbolj poenostavljeno obliko nase rezervacije za

tovrstno zivljenjsko zavarovanje.

3.3.2 Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti

Za model tveganja vzemimo Zzivljenjsko zavarovanje za primer smrti, torej bomo
izpustili stanje nezmoznosti za delo. Iz tega razloga bomo tudi izpuscali nadpisano
oznako a, saj imamo le dve stanji, aktivno stanje in stanje smrti. To je poseben
primer, ki si zasluzi posebno pozornost. Namre¢ v stanju smrti ni izplacil, kar
pomeni, da vse splosne predpostavke, ki smo jih sprejeli v prejsnjem primeru, tukaj
ne vplivajo na kon¢ni rezultat. Razlog je v tem, da vse vedenjske moznosti in placila

odpadejo v stanju smrti. Splosno resitev lahko zapisemo kot

V(t) = /tn e It Do (c“(s) + vps(s)G“(s))ds

+ /” e~ Wt s) (c*(s) + vps(s)G(5)) ds,

t

(162)
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kjer je
W, ) = / P (1,7 Yy (1P, ) £ () (163)

Ce predpostavimo neodvisnost med modeloma to pomeni, da predpostavimo, da
stanja v modelu vedenja ne vplivajo na jakost smrtnosti in hkrati, da stanje v modelu
tveganja ne vpliva na jakosti prehodov v modelu vedenja. Druga predpostavka
je povsem neskodljiva, saj smo predpostavili, da v stanju smrti nimamo izplacil.
To pomeni, da se vrednost police v stanju smrti ne spremeni ob prehajanju med
razlicnimi stanji v modelu vedenja. Tako se nam rezervacija ob predpostavki

neodvisnosti poenostavi v naslednjo obliko
V(t) = / e py (t,5) (¢ (5) + vps(5)G(5) ) ds
t

L (164)
; / eIt ) (¢ () + vpa(5) G ().

kjer
W (t, s) / Dpp (b, T)pp (T)p g1 (T, 8)p™ (¢, T)p** (T, 8) f*(T)dT

(165)
= 5(0:5) | it D (P 5) 7

Tako smo prisli do najbolj poenostavljene oblike rezervacije za ta model, kjer nam ni
potrebno dodatno predpostaviti, da je f* = f dokler predpostavljemo, da nimamo

izplac¢il v stanju smrti v modelu tveganja.

3.4 Izracun faktorja za zmanjSanje zavarovalne vsote v primeru

prenehanja placevanja premij

V zgornji primerih smo predpostavili, da se vsa prihodnja izplacila zavarovalnih vsot
pomnoZijo z enakim faktorjem f7(t), ko se zavarovanec premakne v modelu vedenja
iz stanja plaCevanja premij v stanje prenehanja placevanja, medtem ko ostaja v
stanju 7 v modelu tveganja v ¢asu t. Vse do sedaj pa nismo Se definirali samega
faktorja in tudi nismo dolocili, kako se faktorji v razlicnih omenjenih situacijah
spreminjajo. Ce se faktor f/ nanasa na vsa prihodnja izplacila zavarovalnih vsot, bi

ga lahko definirali kot
; 1/ x(t)
=——
P = ey

kjer zvezdica oznacCuje vrednotenje izplacil police, ki ustrezajo tehni¢ni osnovi

(166)

7

(r*, *) in se lahko razlikujejo od naSega osnovnega vrednotenja (r, u). Znak ” +
pomeni, da upoStevamo le pozitivni del denarnih tokov, ki smo jih definirali v (130).

Da bi videli, zakaj je taksna ideja naravna, podrobneje obravnavajmo odkupno
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vrednost police v primeru prenehanja pla¢evanja premij (angl.: free policy sum at
risk) oz. zapisano v matematicni obliki V7 (), — V7 (t). Ker je VI (t)y; = f(t)V7*(t)

imamo

VI(t)y = VI(t) = VI (L) — V(). (167)

V posebnem primeru, ko vzamemo tehni¢no vrednotenje police in je f7(t) = %
dobimo

VI () — VI (t) = fI VI (t) = VI*(t) = 0. (168)

Torej opazimo, da zavarovanec prejme izplacilo zavarovalne vsote, ki je enaka
vrednosti tehni¢ne rezervacije v doloCenem trenutku. Zavarovalnica lahko doloci
faktor tako, da je razlika med izplacano zavarovalno vsoto ob prenehanju placevanja
premije in trenutno rezervacijo enaka 0 in s tem ne prevzema nobenega tveganja.
7 upostevanjem te omejitve, lahko obravnavamo situacije, kjer dolo¢imo razli¢ne

faktorje za izplacila zavarovalnih vsot.

3.5 Numeri¢ni primeri s primerjavo in interpretacijo rezultatov

V tem poglavju se bomo posvetili numeri¢nim izra¢unom rezervacij za zivljenjsko
zavarovanje za primer smrti in invalidnosti, ki smo ga obravnavali v razdelku 3.3.1

Sisteme diferencialnih ena¢b smo numeri¢no izra¢unali v programu MATLAB!,
pri ¢emer smo za zapis pravilne kode sledili napotkom iz knjige MathWorks, Inc.
(1984-2005), 5. poglavije, str. 2-33. V MATLAB-u je na voljo ve¢ metod za resevanje
zaCetnih problem. Vse so podrobneje predstavljene v knjigi Matlab for Engineers
(Moore 2012, str. 512-520). Nasi izracuni temeljijo na vgrajeni funkciji oded5.
Funkcija ode45 temelji na eksplicitnem Runge-Kutta pravilu reda 4 in 5. Omenimo,
da se razli¢ice nasega modela pojavljajo v dveh dimenzijah in sicer glede na to,
ali v modelu tveganja vklju¢imo predpostavko glede reaktivacije ali ne, ter glede
na to, ali prevzamemo, da sta modela tveganja in vedenja med seboj neodvisna
ali odvisna. Tako bomo obravnavali rezultate izra¢unov matemati¢nih rezervacij,
kjer bomo postopoma prevzemali in vkljucevali omenjene predpostavke. Spodnji
graf prikazuje vse moznosti, ki jih bomo obravnavali. Numeri¢ni rezultati nam
bodo tako pokazali, kakSen vpliv ima vkljucitev doloc¢ene predpostavke na visino
rezervacije, pri cemer bomo zaceli z najenostavnejsima predpostavka, tj. neodvisnost
med modeloma in brez moznosti reaktivacije v modelu tveganja. Potem pa bomo
postopoma vkljucili reaktivacijo in odvisnost ter zakljucili s pravilnim modelom, ki
prevzema odvisnost modelov tveganja in vedenja in dopusc¢a moznost reaktivacije,

torej prehoda iz stanja nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje.

Lcelotna koda je na voljo pri avtorju
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Slika 13: Variacije sprejetih predpostavk med modelom tveganja in modelom

vedenja
Odvisna 4 : 3
Neodvisna 2 ; 1
Reakt. Brez reakt.

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).

Cilj je prikazati, koliko se rezervacije ob dolocenih predpostavkah razlikujejo od
rezervacije v pravilnem modelu. Na tem mestu omenimo, da so bili vsi numeri¢ni
izracuni za dolocitev prehodnih verjetnosti in rezervacij narejeni v programu

MATLAB.

3.5.1 Dolocitev jakosti prehodov in predpostavke pogodbe

V spodnji tabeli so prikazane prevzete jakosti prehodov za model tveganja, kjer smo
vzeli standardne jakosti po danski tablici umrljivosti Danish G82 za Zenski spol, saj
se ne razlikujejo bistveno od slovenskih. Kot lahko opazimo, smo za izra¢un tehnicne
rezervacije (v tabeli tehni¢na osnova) predpostavili enake jakosti prehodov, kot za

izracun ostalih trznih rezervacij (v tabeli trzna osnova).

Tabela 6: Jakosti prehodov za model tveganja

iz stanja v stanje tehni¢na osnova trZzna osnova
aktiven smrt 1 (age) = 0.0005 + 105728~ 10+0.035(age) od — prad
aktiven nezmozen za delo | 1**(age) = 0.0006 + 104 71609-10+0.06(age) st =
nezmozen za delo smrt wit(age) = u**(age) il = gprid
nezmozen za delo aktiven we(age) = 0 pi(age) = e006age) )i

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).

Za tehni¢no obrestno mero smo predpostavili, da je r = 1%, za izracun ostalih trznih
rezervacij pa smo vzeli krivuljo donosnosti za Slovenijo pridobljeno s spletne strani
EIOPA prikazano na grafu.

Opazimo, da je tehni¢na obrestna mera relativno nizka glede na dolgoroc¢no krivuljo
donosnosti, kar pomeni, da lahko pricakujemo, da bo tehni¢na rezervacija visja od

trznih rezervacij. Oglejmo si Se jakosti prehodov za model vedenja. Dolocitev jakosti
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Slika 14: Krivulja donosnosti
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= Trina obrestna mera Tehnina obrestna mera

EIOPA (2019).

prehodov za model vedenja temelji na dejstvu, da se nagnjenje k prekinitvi police

oz. prenehanju placevanja premij s starostjo zavarovalca zmanjsuje.

Tabela 7: Jakosti prehodov za model vedenja

iz stanja v stanje tehni¢na osnova trzna osnova
pladevanje premij prenehanje placevanja | v,;(age) = e~*07(@g¢)

Upf = 1{plaécvanje premij} * Upf

placevanje premij prekinitev pogodbe vps(age) = vpr(age) | Ups = liplacevanje premij} * Ups

prenchanje placevanja | prekinitev pogodbe vys(age) = vypr(age)

Vs = l{plaéevanje premij} * Ufs

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).

Za konkretne numeri¢ne izrac¢une rezervacij smo definirali konkretno zavarovalno
pogodbo za zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in invalidnosti. Vzeli smo
zavarovanca, ki je danes star 30 let in sklene zavarovalno pogodbo z naslednjimi
pogoji:

e pogodba se zacne pri starosti 30 let (t = 0)

e pogodba se iztece pri starosti 65 let

e letna tehni¢na obrestna mera r* = 1 % (zvezno obrestovanje)

e placevanje premij z intenziteto 20.000 € letno

e izplacevanje anuitet v stanju nezmoznosti za delo 100.000 € letno

e zavarovalna vsota v primeru smrti za obdobje 35 let je 400.000 €.

Oglejmo si rezultate numeri¢nih izracunov rezervacij, pri ¢emer smo predpostavili,

da je zavarovanec ob sklenitvi pogodbe v aktivnem stanju v modelu tveganja in
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placuje premije. Ta zacetni polozaj zavarovanca predstavlja najvec¢ izzivov za
izracun rezervacij, saj dopusca, kar najve¢ moznih razlicnih kombinacij prehodov
med ostalimi stanji tekom trajanja pogodbe v obeh modelih. Za dolocitev rezervacij,
smo tako numeri¢no resevali naslednjo diferencialno enacbo (tretjo vrstico v enacbi

izpustimo v primeru ne dopuscanja reaktivacije)

%V“(t} =rVet) — b(t)
— pH (OO () + V) = VA1) — paa()(07(E) = V(1)) (169)
— G () + V) = V(D)
— v (Vi (D)ta = V(1) = v ()(G*() = V(1)),
kjer je

SV = rVE (D — 1D ()
— uF OOV + Vi — V7 (Bia) — uf @) OV (1) = V7 (E)ra)
— 0%, (fU(OG (L) — VE(t)ra)-
(170)

Vf“(t)ta torej oznacuje rezervacijo, v primeru, ko je zavarovanec v aktivnem stanju
v modelu tveganja v ¢asu t in preneha s placevanjem premij. Iz enacbe (169)
vidimo, da je v primeru primeru prekinitve police, zavarovanec upravicen do izplacila
odkupne vrednosti G7 (t) (0z v nasem primeru G(t)), kjer j oznac¢uje stanje v modelu
tveganja v ¢asu t. V izra¢unih bomo G(t) enacili z vrednostjo tehni¢ne rezervacije,
tj. G7(t) = VI(t). V primeru prenchanja pla¢evanja premij (170) pa se zavarovancu
proporcionalno zmanj$a zavarovalno vsoto tako, da G’(t) pomnoZimo z ustreznim
faktorjem police f7(t) = ‘Zi—(éz) (x tukaj oznacuje, da ra¢unamo tehniéno rezervacijo
s fiksno obrestno mero r = 1%). Opazimo, da zavarovanec tudi v tem primeru prejme
izplacilo zavarovalne vsote, ki je enaka vrednosti tehni¢ne rezervacije v dolo¢enem

trenutku, saj velja:

VI () — VI (t) = fI VI (t) = VI*(t) = 0. (171)
V nagih primerih je ta faktor enak fo(t) = ‘Yai;%, tj. razmerje med tehni¢no

rezervacijo in tehni¢no rezervacijo, ki vkljucuje le denarne tokove iz naslova
izplacila zavarovalne vsote brez denarnih tokov vplacevanja premij. V primeru,
ko predpostavimo neodvisnost med modeloma in s tem dopus¢amo prehajanja med
stanji v modelu vedenja tudi, ko je zavarovalec v stanju nezmoznosti za delo, pa je
faktor police enak fi(t) = ‘YT(EZ) = 1, saj predpostavimo, da zavarovanec v stanju

nezmoznosti za delo, premij ne placuje. Za izrac¢un tehni¢ne rezervacije smo resili
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poenostavljeno obliko zgornje diferencialne enac¢be (169) in sicer:

d

g O=r-rn 172
— p (V) + V() = V) — maa(t)(07(E) = VO(1),
kjer je
be(t) = / N 20.000p™ (t)e =" dt - poe(65) — / N 20.000pge (t)e =M dt
b (t) = / K 100.000pg (t)e "0t dt (173)

65
b (t) = / 400.000p3 (t)e™ "M dt.
t

Kot lahko opazimo iz zgornjih enacb, pa je bilo potrebno za izrac¢un rezervacij
najprej dolociti prehodne verjetnosti med stanji. Prehodne verjetnosti smo dolocili
s pomoc¢jo numeri¢nega reSevanja sistema diferencialnih enacb Kolmogorova, ki je v

splosnem definirana kot

dipij(s,t) = Y Pigls, ) g (D)t — pij(s, )y (¢)dlt. (174)
9977

Sistem diferencialnih enacb in posledi¢no prehodne verjetnosti so se med seboj
razlikovale, glede na predhodno sprejeto predpostavko. Omenimo, da smo v primeru
predpostavke o neodvisnosti med modeloma dopuscali prehod med razlicnimi stanji
v modelu vedenja, ne glede na to, v katerem stanju je zavarovanec v modelu tveganja.
Medtem ko smo v primeru predpostavke odvisnosti med modeloma dopuscali prehod
med razli¢nimi stanji v modelu vedenja le v primeru, ko je zavarovanec v aktivnem
stanju v modelu tveganja. Za definiranje sistemov diferencilanih ena¢b smo izhajali
iz primera, ki ga je Koller (2010) definiral za Zzivljenjsko zavarovanje za primer
smrti in invalidnosti (za podrobnosti glej Koller, 2010, str. 22-23). Torej, ko
smo predpostavili neodvisnost med modelom tveganja brez dopuscanja reaktivacije
in modelom vedenja, smo za dolo¢itev prehodnih verjetnosti resili dva sistema

diferencialnih enacb in sicer za model tveganja slednjega

d

() = = p () [ () + (D)

%p“%t) = ph(t) - p () = p () - p(t)

Cp) = () ) — () - ) (175)
So = )

d

Spe) = () e,
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kjer smo za zacetni pogoj vzeli [1, 0,0, 0, 0], kar pomeni, da je zavarovanec ob zacetku
pogodbe v aktivnem stanju. Tako smo pridobili verjetnosti prehodov prikazana na

spodnjem grafu.

Slika 15: Verjetnosti prehodov v modelu tveganja brez reaktivacije

1
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Vir: Lastno delo.

Nato pa Se za model vedenja resili slednji sistem

%ppp(t) = Dup(t) - [0ps() + ()]

%ppf(t) = Ppp(t) - vps () — ppy(t) - vys

%pps(t) = Pop(t) - vps(t) + ppys (1) - vy (1) (176)

D)= —pis@) s

So() = pis®) (),

kjer smo za zacetni pogoj vzeli [1,0,0, 0, 0], torej, zavarovanec ob pri¢etku pogodbe

plac¢uje premije. Prehodne verjetnosti so prikazane na grafu.
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Slika 16: Verjetnosti prehodov v modelu vedenja
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Vir: Lastno delo.

Zaradi predpostavke neodvisnosti med modeloma smo tako prehodne verjetnosti

dolocili kot produkt verjetnosti prehodov za posamezni model, in sicer

Dot 5) = P (¢, 8)pim(t, 5). (177)

Na spodnjem grafu so prikazane vrednosti posameznih prehodnih verjetnosti, kjer

Slika 17: Verjetnosti prehodov brez reaktivacije ob predpostavki neodvisnosti

warjetnosti prehodov brez reaktivacije ob predposatvki neodvisnosti
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Vir: Lastno delo.

nadpisane oznake ozancujejo prehode med stanji v modelu tveganja in podpisane
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oznake prehode med stanji v modelu vedenja. Oznaka a tako oznacuje stanje,
ko je zavarovanec v aktivnem stanju (angl. active), ¢ stanje nezmoznosti za delo
(angl.: invalid) in d stanje smrti (angl. death). Podpisana oznaka p oznacuje
stanje pla¢evanja premij (angl. premium payment), f stanje prenehanja placevanja
premij (angl. free policy) in s stanje prekinitve police (angl. surrender). Tako
naprimer p% oznacuje verjetnost, da zavarovanec ostaja v aktivnem stanju, vendar
pa preneha s placevanjem premij. V primeru, ko dopus¢amo reaktivacijo v . modelu
tveganja, smo morali za dolocitev verjetnosti prehodov v modelu tveganja vkljuciti
tudi verjetnosti prehoda iz stanja nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje, tj.

p;f]g in tako numeri¢no resili naslednji sistem diferencialnih enacb

SP = P A0 — ) [+ )

SP = P a0 — ) ) + )]

So) = ) 1) ) i)

d | o | | (178)
SHet = P )~ () [ 6) + )

CH = P )~ ) i)

d

S = P o),

Rezultati prehodnih verjetnosti so prikazani spodaj.

Slika 18: Verjetnosti prehodov z reaktivacijo ob predpostavki neodvisnosti
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Opazimo naprimer, da je verjetnost p;,% sprva naraSca, kasneje pada, kar se zdi
smiselno, saj je verjetnost, da mlajsi zavarovanec preide nazaj v aktivno stanje
vecja, kot to velja za starejSega zavarovanca. Pri dolocanju prehodnih verjetnosti
ob predpostavki, da sta modela med seboj odvisna, smo obravnavali model prikazan
na spodnji sliki, tj. prehajanje med stanji v modelu vedenja, le v primeru, ko je

zavarovanec v modelu tveganja v aktivnem stanju.

Slika 19: Kombiniran model

e
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' :
v b\ %
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(a, f) L 14,1
uy :
(d, f)

Prirejeno po Brandt Henriksen, Woetmann Nielsen, Steffensen € Svensson (2014).
Ko predpostavimo odvisnost med modeloma in ne dopusc¢amo reaktivacije smo

za pridobitev prehodnih verjetnosti numeri¢no resili naslednji sistem diferencialnih

enacCb
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S = pi(n) ) — i (0) - )

S = () u)

S = B ) + i) - 1)

Con = w1 ()

SR = palt) (1) — B0 - D) D op)](179)
SHBO =~ )10 + ) + o (0)

U0 = PO ) - o

St = w0

d Qa, aaq a
Spn) = B ne)

d aa aa aa
2P (8) = Py () - ups(t) + 0 (1) - vps(t).

Rezultati posameznih verjetnosti so prikazani na spodnjem grafu.

Slika 20: Verjetnosti prehodov v odvisnem modelu brez reaktivacije
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V primeru, ko dopusc¢amo tudi reaktivacijo v modelu tveganja, pa smo za pridobitev
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verjetnosti definirali sistem diferencialnih enacb

S = ()
d i ia
Epff(w = pff(t>

d ad aa
Epff(w = pff(t)
d ii
Epff@) = pff(t)

d aa aa
%pps <t> = ppp(t)

Tako smo dobili prehodne verjetnosti za nas na zacetku pravilno predpostavljen
model, ki torej uposSteva reaktivacijo in pravilno predpostavlja odvisnost med
modeloma. S pomocjo zgoraj prikazanih in izracunanih verjetnosti, smo nato s

pomodjo diferencialnih ena¢b (169) in (170) izracunali tehni¢no rezervacijo ter ostale

—pon(t) = Py, - () = D () - [ () + U (E) + vps () + vp5 (2)]
() = Dy () - [ (2) 4 o (1))

() + Py (t) - (1)

() = Py [ () + ) + Ups(t) + g (8)]
() = () - [ (E) A (1))

- (t)

~upp () + Py () - () = ppg (1) - [ () 4 p(t) + vps(t)]
() = p(E) - [ () + () + ops(1)]
() = Py - () + ()]

() = pfy - [ () + () + vps(t)]

() = P () - [t () + ()]

() + P (8) - (1)

()

~Ups(t) + Pt (L) - vys(t).
(180)

trzne rezervacije, ob razli¢nih predpostavkah.
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Slika 21: Verjetnosti prehodov v odvisnem modelu z reaktivacijo
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Rezultati posameznih rezervacij so podani v tabeli in prikazani na spodnjem grafu.
Tabela 8: Vrednosti rezervaciy ob razlicnih predpostavkah

Leta 30 35 40 45 50 55 60 65

Model tveganja z reakt.  63.058,04 219.233,09 306.306,97 343.641,06 358.031,32 368.202,14 392.469,87 463.068,31
Model tveganja brez reakt. 63.513,55 221.536,19 311.146,73 351.475,11 369.516,55 384.506,48 415.982,21 499.328,67
Tehni¢na 63.996,93 230.764,98 336.252,37 390.766,10 422.178,20 448.69453 489.43455 583.322,98
Neod. brez reakt. 63.996,61 230.754,64 336.194,03 390.571,99 421.641,75 447.319,27 485.978,44 574.434,67
Odv. brez reakt. 6349145 228.094,50 330.655,99 381.959,20 409.738,35 431.957,51 466.724,10 550.356,66
Neod. z reakt. 63.614,23 228.715,41 331.770,28 383.371,39 411.236,40 433.226,91 467.491,00 550.193,50
Odv. z reakt. 63.155,06 226.310,81 326.789,15 375.360,73 399.530,00 416.827,75 444.357,34 515.683,53

Vir: Lastno delo.

Iz rezultatov vseh sedmih izrac¢unanih rezervacij lahko pridemo do naslednjih

zakljuckov:

e v primeru, da vklju¢imo model vedenja in tako upostevamo pravilno

predpostavko opazimo, da ima zavarovalnica korist, saj oblikuje rezervacijo, ki

je nizja od tehni¢ne rezervacije.

e nadalje opazimo, da s predpostavko neodvisnosti med modeloma in

neupostevanja reaktivacije (neod. brez reakt.), lahko zavarovalnica oblikuje

rezervacijo, nekoliko nizjo od tehni¢ne.

Predpostavka o neodvisnosti med

modeloma, nam sicer poenostavi izrac¢un rezervacije, vendar pa ni realisti¢na,

saj sta modela med seboj odvisna.
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prevzema nerealisti¢no predpostavko o neodvisnosti, pa si zavarovalnica na

ta nacin oblikuje zelo varen nivo rezervacij.

ko vzamemo pravilno predpostavko in tako prevzamemo odvisnost med
modeloma opazimo, da je rezervacija, ki jo mora zavarovalnica oblikovati
bistveno nizja od tehni¢ne in znaSa 550.356,66€. Torej vidimo, da je za
zavarovalnico izredno pomembno, da upoSteva prave predpostavke in na ta
nacin lahko oblikuje bistveno nizjo rezervacijo. Razlog za precejSno znizanje
rezervacije, ko predpostavimo odvisnost namesto neodvisnost, se skriva v tem,
da v primeru neodvisnosti, dopuscamo, da zavarovalec prehaja med vsemi
stanji v modelu vedenja, ne glede na to, v katerem stanju je v modelu tveganja.
To pomeni, da lahko naprimer zavarovanec prekine police tudi takrat, ko je
v modelu tveganja v stanju nezmoznosti za delo. Slednje sicer v primeru
odvisnosti med modeloma ni mozno, saj predpostavimo, da lahko zavarovalec
prehaja med stanji v modelu vedenja le takrat, ko je v modelu tveganja v

aktivnem stanju.

nazadnje, z vkljucitvijo moznosti reaktivacije (t;. moznosti prehoda
zavarovanca iz stanja nezmoznosti za delo nazaj v aktivno stanje v modelu
tveganja) dosezemo Se nekoliko dodatno znizanje rezervacije, saj v primeru
reaktivacije dopus¢amo moznost, da se zavarovanec ponovno vrne v aktivno
stanje, kar pomeni pricetek ponovnega placevanja premij po zacasni prekinitvi
placevanja zaradi nezmoznosti za delo, to pa za zavarovalnico pomeni vec

pobranih premij in s tem oblikovanja nizjih rezervacij.

zgornji izracuni nam omogocajo tudi Studijo izoliranega ucinka reaktivacije
na rezervacijo, kar dobimo s primerjavo rezervacij odv. brez reakt. in odv.
z reakt., torej, kjer upostevamo predpostavko o odvisnosti med modeloma,
pri ¢emer enkrat dopus¢amo moznost reaktivacije drugi¢ ne. V primeru

reaktivacije je rezervacija za 6% nizja od rezervacije, ki ne dopusca reaktivacije.

na koncu smo z namenom, da analiziramo uc¢inek vedenja zavarovalca na
rezervacijo izrac¢unali Se rezervacije brez upostevanja modela vedenja (na grafu
oznaceni kot model tveganja brez reakt. in model tveganja z reakt.). Iz grafa
je razvidno, da imata rezervaciji, kjer je model vedenja izkljucen, najnizjo
vrednost, kar nam pove, da ima model vedenja precejSen vpliv na konc¢no
vrednost rezervacije. Opazimo, da je rezervacija, kjer dopuséamo reaktivacijo
nizja za 36.260, 36€, kar kaze, da ima reaktivacija precejsni vpliv na znizanje

rezervacije.
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Slika 22: Prikaz rezervacij
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SKLEP

V magistrski nalogi smo se osredotocili na izra¢un matemati¢nih rezervacij glede na
pricakovano vedenje zavarovanca. Glavni cilj je bil modelirati zavarovalno polico
ob upostevanju tveganja prenehanja placevanja premij ali prekinitve police s strani

zavarovanca in izpeljati tehnike vrednotenja matemati¢nih rezervacij.

S tem namenom smo v nalogi najprej predstavili markovske verige za modeliranje
zivljenjskih zavarovanj in z njihovo pomoc¢jo dolocili verjetnosti prehodov
zavarovanca iz enega stanja v drugo. Premije smo dolo¢ili z upostevanjem principa
ekvivalence in tako vsoto sedanjih vrednosti bodocih pricakovanih izplacanih Skod
delili z vsoto sedanjih vrednosti bodoc¢ih vplac¢anih premij. Vpeljali smo tudi
Norbergovo metodo za izracun matematic¢nih rezervacij in visjih momentov sedanje

vrednosti za splosno znana zZivljenjska zavarovanja.

Nazadnje v modeliranje zivljenjskih zavarovanj vkljuc¢imo Se zavaroval¢evo vedenje.
V ta namen smo definirali kombinirani model, ki je bil sestavljen iz modela tveganja
in modela vedenja. Za model tveganja smo predpostavili zZivljenjsko zavarovanje
za primer smrti in invalidnosti sestavljenega iz treh stanj: stanja aktivnosti,
stanja nezmoznosti za delo in stanja smrti ter model vedenja, ki je prav tako bil

definiran s tremi stanji: stanje placevanje premije, prenehanje placevanja premij
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in prekinitev police. Razli¢ice naSega kombiniranega modela so se tako pojavljale
v dveh dimenzijah in sicer glede na to, ali smo prevzeli, da sta model tveganja in
model vedenja med seboj neodvisna ali odvisna, ter glede na to, ali smo v modelu
tveganja dopuscali moznost reaktivacije, tj. prehoda iz stanje nezmoznosti za delo

nazaj v aktivno stanje.

V splosnem je znano, da sta modela bolj ali manj med seboj odvisna, saj je
zavarovanec v stanju nezmoznosti za delo bolj nagnjen k prenehanju placevanja
premij ali pa prekinitvi police, kot pa zavarovanec, ki je v modelu tveganja v
aktivnem stanju. Zanimalo nas je, do kaksnih razlik v vrednostih matemati¢nih
rezervacij prihaja, ko enkrat predpostavimo neodvisnost in spet drugi¢ odvisnost
med modeloma, kjer je odvisnost v nasem primeru pomenila, da zavarovancu
dopuscamo prehajanje med stanji v modelu vedenja le v ¢asu, ko je v modelu
tveganja v aktivnem stanju. Poleg tega pa smo skusali analizirati tudi izoliran
ucinek vedenja zavarovanca na visino rezervacije in vpliv reaktivacije na kon¢no

vrednost rezervacije.

V ta namen smo matemati¢ne rezervacije definirali v obliki diferencialnih enacb in
jih numeri¢no resili v programu MATLAB na primeru Zivljenjskega zavarovanja za
primer smrti in invalidnosti z upostevanjem modela vedenja. Za konkretne izracune
smo predpostavili, da imamo zavarovanca starega 30 let, ki sklene zavarovalno
pogodbo za naslednjih 35 let, torej se pogodba zakljuc¢i pri starosti 65 let. Poleg
tega smo predpostavili zvezno obrestovanje z letno tehni¢no obrestno mero 1%,
pri Cemer zavarovanec vplacuje premije z intenziteto 20.000 € in je upravicen
do anuitet v stanju nezmoznosti za delo v visini 100.000 € letno in zavarovalne
vsote v primeru smrti za obdobje 35 let v visini 400.000 € oz. zavarovalne vsote
v primeru dozivetja, ki je enaka vrednosti tehni¢ne rezervacije izrac¢unane ob
pricetku veljavnosti police. Za toc¢no in pravilno oblikovano rezervacijo smo vzeli
primer, kjer upostevamo odvisnost med modelom tveganja in modelom vedenja,
hkrati pa dopuscali Se moznost reaktivacije v modelu tveganja. To rezervacijo
smo primerjali z rezervacijami, kjer smo postopoma sproscali predpostavke in
dopuscali neodvisnost med modeloma ter ukinjali moznosti reaktivacije. Tako
smo prisli do naslednjega zakljucka: Predpostavka o neodvisnosti med modeloma,
nam zelo poenostavi izrac¢un rezervacije, vendar pa ni realisti¢na. Zavarovalnica si
na ta nacin oblikuje varen nivo rezervacije, ki je Se vedno nizja od tehnicéne. Ko
vzamemo pravilno predpostavko in tako privzamemo odvisnost med modeloma
opazimo, da je rezervacija, ki jo mora zavarovalnica oblikovati bistveno nizja od

tehni¢ne. Razlog za precejsno znizanje rezervacije, ko predpostavimo odvisnost, se
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skriva v tem, da lahko zavarovalec prehaja med stanji v modelu vedenja le takrat,
ko je v modelu tveganja v aktivnem stanju. Nazadnje, z vkljucitvijo moznosti
reaktivacije dosezemo Se nekoliko dodatno znizanje rezervacije, saj v primeru
reaktivacije dopus¢amo moznost, da se zavarovanec ponovno vrne v aktivno stanje,
kar pomeni pric¢etek ponovnega placevanja premij po zacasni prekinitvi pla¢evanja
zaradi nezmoznosti za delo, to pa za zavarovalnico pomeni ve¢ pobranih premij in s
tem oblikovanje nizjih rezervacij. Numeric¢ni izrac¢uni nam omogocajo tudi studijo
izoliranega ucinka reaktivacije na rezervacijo, kar dobimo s primerjavo rezervacij,
kjer upoStevamo predpostavko o odvisnosti med modeloma, pri Cemer enkrat
dopusc¢amo moznost reaktivacije drugi¢ ne. V primeru reaktivacije je rezervacija za
kar 6% nizja od rezervacije, ki ne dopusca reaktivacije. Na koncu smo z namenom,
da analiziramo ucinek vedenja zavarovalca na rezervacijo izraCunali Se rezervacije
brez upostevanja modela vedenja. Rezervaciji, kjer je model vedenja izkljucen,
imata najnizjo vrednost in sta nizji za ve¢ kot 80.000 € kar nam pove, da ima

model vedenja precejSen vpliv na kon¢no vrednost rezervacije.

S pomocjo numeri¢nih izracunov za konkretno zavarovanje smo tako opazili, da
vedenje zavarovanca precej vpliva na nivo rezervacij in ni zanemarljivo. Poleg
tega pa na izracun rezervacij vpliva tudi izbira visine tehni¢ne obrestne mere, v
naSem primeru smo zaradi trenutnih gospodarskih razmer predpostavili 1%, kar
pomeni da je bila nizja glede na dolgoro¢no krivuljo donosnosti in posledi¢no so
bile izracunane trzne rezervacije nizje od tehni¢nih. Za zakljuc¢ek omenimo, da
rezervacije kot take predstavljajo obveznosti za zavarovalnice in tako znizujejo nivo
kapitala, zato zavarovalnice stremijo k znizevanju le-teh, vendar pa se morajo pri tem
zavedati, da prenizek nivo rezervacij povecuje izpostavljenost zavarovalnice. Zaradi
tega je za zavarovalnico zelo pomembno, da vklju¢i v svoje izra¢une vsa tveganja

tudi pricakovano vedenje zavarovanca in oblikuje primeren nivo rezervacij.
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