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Uvod

Zavarovalnice so pri svojem poslovanju izpostavljene nimoyeganjem, ki jih mednarodno
zdruzenje zavarovalnih nadzornikov IAIS (InternationalsAciation of Insurance Supervisors)
v dokumentu On Solvency, Solvency Asessments and Actussakes (2000, str. 9) razvr-
&a v tri skupine. Tehmha tveganja so tveganja, ki so neposredno ali posrednazaonae

z zavarovalno-teh@nimi oziroma aktuarskimi izuni zavarovalnih premij in zavarovalno-
tehnitnih rezervacij, oziroma s tveganji, povezanimi s prehitzdoma nenadzorovano rastjo
operativnih stroskov. NaloZzbena tveganja so tveganjay kisposredno ali posredno povezana
z upravljanjem premoZenja. Netelina tveganja pa so vsa ostala tveganja, ki jih ne moremo
razvrstiti v prvi dve skupini. V omenjenem dokumentu je rademih 26 razfinih posameznih
tvegant, kar pa je le ena od moznih razvrstitev. Enotne in splo$nejsr klasifikacije tve-
ganj, ki so jim izpostavljene zavarovalnice, Se ni (ReporSofvency Working Party, 2002,
str. 12). Celo posamezni nacionalni nadzorniki zavaroealpiorabljajo svoje razvrstitve tve-
ganj. Za primerjavo navedimo Se predlog delovne skupinenamedine aktuarske zveze 1AA
(International Actuarial Association), ki tveganja ra@a v naslednje skupine: tveganja zaradi
v zavarovanje sprejetih rizikov, kreditna tveganja, triweganja, operativna tveganja, likvi-
dnostna tveganja in tveganja zaradi zunanjih dogodkown&jo pomemben negativen vpliv na
poslovanje zavarovalnic (Report of Solvency Working P&2602, str. 20).

Obvladovanije tveganij, ki so jim izpostavljene zavarovanje izredno pomembno zaradi zago-
tavljanja in nadzorovanja solventnosti zavarovalnic.dlekmorale zavarovalnice same, Se bolj
pa zavarovalni nadzorniki, zgodaj ugotavljati problems prav@asnim ukrepanjem prepre-
vati nesolventnost. Problematika nadzorovanja solvestizavarovalnic je Zze dolgo aktualna,
zato je bilo razvitih kar nekaj metod za preverjanje solaesti (glej npr. Kastelijn, Remmer-
swaal, 1986). Finska se s problematiko solventnosti zaadmi intenzivno ukvarja Ze od 50.
let prejSnjega stoletja, Evropska zveza pa j@im&racuna minimalnega kapitala za zavaroval-
nice, ki se ukvarjajo s premozenjskimi zavarovaniji, predfa leta 1973 (Evropska smernica
73/239/EEC, 1973), za zivljenjska zavarovanja pa leta 1&¥@opska smernica 79/267/EEC,
1979). V obeh primerih so pri iz€anavanju minimalnega kapitala prakto upoStevana le
tveganja zaradi v zavarovanje sprejetih rizikov (f.underwriting risk8), kar velja tudi za naj-
novejSi n&in izratuna minimalnih kapitalskih zahtev, ki ga za premozZenjskearovanja pred-
pisuje Evropska smernica 2002/13/EC (2002), za zivljenpvarovanja pa Evropska smernica
2002/83/EC (2002). Odgovor na vpraSanje, kako pri premgrjgapitalske ustreznosti uposte-
vati tudi ostala tveganja, naj bi dobili s projektom Solveost I, katerega prva faza ze&te Kot
lahko razberemo iz prej omenjenih dokumentov, je probléaatelo obsezna. Zaradi primer-
ljivosti in teZnje po poenotenju je tudi zelo aktualna, sajeed drzavami Evropske zveze velike
razlike, kar je razvidno npr. iz dokumenta Study into the hodblogies to assess the overall
financial position of an insurance undertaking from the pectve of prudential supervision
(2002).

Zavarovalnice, ki se ukvarjajo s premozenjskimi zavar@yaajbolj ogrozajo tveganja zaradi
v zavarovanje sprejetih rizikov. Tovrstna tveganja so BilADA v letih od 1969 do 1998
vzrok za kar41 odstotkov primerov nesolventnosti (Solvency of non-lifsurers, 2000, str.
6). Da je podobno tudi drugje, lahko vidimo iz kratkih powast nekaterih Studij o vzrokih

1Ta tveganja so sistematio nasteta v dokumentu Discussion Note to the Members d€tiSalvency Subcom-
mittee (2002, str. 18).



nesolventnosti zavarovalnic, ki jih najdemo npr. v dokumeBtudy into the methodologies
to assess the overall financial position of an insurance rteidag from the perspective of
prudential supervision (2002, str. 31).

V tem delu bomo obravnavali predvsem skupne (agregatngraeainine oziroma odsko-
dniné, ki lahko resno ogrozijo solventnost zavarovalnice so prevelike. Vzroki za prevelike
agregatne odskodnine so lahko népa odicitve pri sprejemu konkretnih rizikov v zavaro-
vanje, npr. neustrezno ddena zavarovalna premija, aktuarsko r@amaizra&unane premije

oziroma premijske stopnje v premijskih cenikih, izrednageden nakljani Skodni proces,

spremembe ekonomskega okolja, neustrezno pozavarovdnjésakega od nastetih vzrokov
bi lahko obravnavali kot posebno tveganje iz skupine tvegamdi v zavarovanje sprejetih
rizikov.

Aktuarji lahko vplivajo predvsem na pravilno dd@anje zavarovalne premije za ra@zla zava-
rovanja in na pravilno oblikovanje zavarovalno-tatmh rezervacij, kar sta njihovi osnovni na-
logi. Zaradi naklj@&nosti Skodnega procesa pravilno didaje zavarovalne premije ni enostavno
opravilo, kljub temu pa ga v praksi mnogokrat poenostavikam,pa je v trznem gospodarstvu
lahko zelo nevarno. Previsoka zavarovalna premija zaedmmo lahko izl&i s trga, prenizka
pa lahko resno ogrozi njeno solventnost. Za pravilno cltge zavarovalne premije so kiju
nega pomena pravilno napovedane agregatne odskodnireen&ingSajo na dadeno obdobje.
Taka napoved, ki je odvisna od predvidenega Stevila zasajppogostosti nastanka Skod in
porazdelitve njihove viSine, pa je tudi ob vseh znanih pataitm in kljub hitrim ra€unalnikom
tezak problem.

V 1. poglavju si bomo ogledali sestavo zavarovalne prenmjpaenostavljen ri@n njenega
doloCanja. Prehod v osrednji del magistrskega dela je 2. paglsjaterem bomo obravnavali
porazdelitvene funkcije viSine posameznih odskodnin)jdab z meSanjem razinih porazde-
litev, in kombinirani vpliv porazdelitve Stevila in viSir@gsameznih odSkodnin na porazdelitev
agregatnih odSkodnin. Jedro razprave sta 3. in 4. poglakaterih bomo obravnavali Bae

za prakt€no izr&unavanje agregatnih odSkodnin in dtdoje optimalnega pozavarovanja. V 5.
poglavju pa bomo po metodah iz osrednjih dveh poglavij adddkbnkreten primer. Z razt-
nimi metodami bomo izreunali agregatne odSkodnine in parametre pozavarovanjezgltate
med seboj primerjali.

Magistrsko delo je zasnovano na predpostavki, da poznanavoe pojme, povezane z zavaro-
vanjem in pozavarovanjem, prav tako pa tudi metode zatdole porazdelitve Stevila in viSine
odSkodnin, ki so izhod& za izr&un agregatnih odSkodnin. Za morebitne bralce, ki omenjene
problematike ne poznajo dovolj, so dodane priloge. Zanyadxl uvodom in sklepom prisel v
postev nasledniji vrstni red poglavij in prilog: 1, P1, P2, P33, 4 in 5. V prilogi P1 navajamo
osnovne pojme in oznake ter obravnavamo nekatere metodela@@dje konkretnih parame-
trov modelov porazdelitve Stevila in viSine odSkodnin, iqgah P2 in P3 pa predstavljamo
nekatere pomembne porazdelitve Stevila in viSine odSkodni

2V nadaljevanju bomo namesto izrazov zavarovalnina in odiSka kot sinonim za obe vrsti dajatve zavaroval-
nice, ki ju predvideva Obligacijski zakonik (2001), updiable izraz odSkodnina. |zraz zavarovalnina je sicer
nevtralnejSi in bi lahko pomenil tudi odSkodnine, ki se riaja le na odgovornostna zavarovanja, vendar bomo
kljub temu raje uporabljali izraz odSkodnina v smislu naéstita za Skodo, kot ga pojmuje Boncelj (1983, str.
20).



Poznavanje oziroma hapovedovanje agregatnih odSkodmipoeaga odgovoriti na nekaj zelo
pomembnih vprasanj, kot so npr.:

e KolikSna mora biti zavarovalna premija za posamezno zawzaje, da bo agregatna pre-
mija vsaj s predpisano minimalno verjetnostjo za@dd za kritje agregatnih odSkodnin
in obratovalnih stroSkov v donem obdobju?

¢ Koliko pozavarovanja potrebuje zavarovalnica?

e Kaksna je verjetnost, da bo prislo do nesolventnosti zazdnice, ker bodo ob koncu
poslovnega leta skupne obveznosti za igidaodSkodnin presegale seStevek krithega
premozenja in kapitala?

V 5. poglavju bomo na primeru odgovorili na prvi dve vprasamjdelno na tretje vprasanje.
Za popoln odgovor na tretje vpraSanje bi se morali razenegagnimi odSkodninami ukvarijati
tudi z nalozbenimi in ostalimi tveganiji, kar pa presega okeistavljene teme.

Problem optimalnega oziroma primernega (varnega) poaeanja smo izbrali, ker je aktua-
len, saj zelo verjetno vse slovenske zavarovalnice pararpezavarovanja dobajo predvsem
izkustveno. Sklep o podrobnejSi vsebini péita pooblagenega aktuarja (2001), ki ga je izdala
Agencija za zavarovalni nadzor, dél da morajo pooblaéni aktuarji v svojem pof@lu na-
vesti, ali aktuarsko pregledana zavarovalnica lastnezddlkod dol6a v skladu z néeli, opre-
deljenimi v sklepu Agencije za zavarovalni nadzor o metodijl za izr&€un lastnih delezev
zavarovalnice v tabelah maksimalnega kritja in metodgilagi ugotavljanje najvée verjetne
Skode. Takega sklepa pa sploh ni, saj za omenjeno tematitajabde Sklep o predpisanih
usmeritvah za izreun lastnih deleZzev zavarovalnice v tabelah maksimalnggja i doloCanje
najvetje verjetne skode (2001), ki pa je zelo sploSen in brez letnkrmetodologije. Kriteriji

iz 4. Clena omenjenega sklepa oma@g kvejemu kvalitativno doldanje tabel maksimalnega
kritja po vzorcu sklepa, da gekapitala dopua veje maksimalno kritje, ne omogajo pa
kvantifikacije. Formalno gledano, aktuarji v vlogi poolileega aktuarja niso zavezani dati
izjave na podlagi sklepa, ki ga ni, po drugi strani pa stivema v vlogi aktuarja konkretne za-
varovalnice, ko bi po sluzbeni dolZnosti morali skrbetiitma primernost pozavarovanja. Zato
poskuSamo s to razpravo prispevati k lazjemu napovedoagregatnih odskodnin, s tem pa
tudi k eksaktnejSemu dodanju parametrov primernega pozavarovanja, ki je s stliarnosti
zavarovalnic izredno pomembno.

1 Sestava in dolo Canje zavarovalne premije

V magistrskem delu se bomo osredgitole na tehnéno premijo, ki je bistvena sestavina za-
varovalne premije. Zaradi celovitejSega pogleda na olaneamo problematiko in zato, da bi
se izognili nesporazumom zaradi Se vedno pogoste uporal®s& terminologije v praksi, Si
bomo v tem poglavju ogledali, izesa vse je zavarovalna premija sestavljena in kako jo v poe-
nostavljenih razmerah iztanamo.

Po zakonu (Obligacijski zakonik, 2001, 9Z1en) se z zavarovalno pogodbo zavaroviiewve-
zuje, da bo zavarovalnici pial zavarovalno premijo ali prispevek, zavarovalnica pzesezuje,

3zavarovalec oziroma sklenitelj zavarovanja je oseba, lkirskzavarovalno pogodbo.



da bo,Ce se zgodi dogodek, ki pomeni zavarovalni prifneaplacala zavarovanéuli nekomu
tretiemu zavarovalnino ali odSkodnino ali storila kaj degg. Zavarovalec praviloma vnaprej
placa zavarovalnici kosmato zavarovalno premijo in davek aun@ta zavarovalnih poslov, ki
nas v nadaljevanju ne bo zanimal. Slovenskurzovodski standardi (2001) v SRS 32.61 (2002)
kosmato zavarovalno premijo opredeljujejo kot celotersekezavarovalne premije, ki je sesta-
vljen iz funkcionalne premije in obratovalnega dodatkankaionalna premija je sestavljena iz
stroSkov preventivne dejavnosti in tebine premije. Obratovalni dodatek je del kosmate zava-
rovalne premije, ki je vrédunan za pokrivanje obratovalnih stroskov in za morebitatunani
dobiCek (na primer v delniski druzbi). Tehiria premija je namenjena za nadotage Skod in

je izratunana z aktuarskimi postopki.

Delitvi zavarovalne premije, kot je opredeljena v SRS 32810@), za naSe namene manjka Se
en nivo, ki bi obravnaval delitev tehirnie premije. Zato si oglejmo Se starejSo, vendar podrob-
nejsSo delitev (Boncelj, 1983, str. 19). Kosmata zavarovpheanija se deli na:

e obratovalni dodatek (sinonimi so rezijski dodatek, stoadk dodatek, poslovni dodatek),
¢ funkcionalno premijo, ki se deli na:

— tehnino premijo, ki se deli na:

— nevarnostno premijo,

— hranilno premijo, ki se deli na:
— dodatek za varnostno rezervo,
— dodatek za matemato rezervo,

— dodatek za prevencijo in represijo.

Boncljeva knjiga je v Sloveniji Se vedno temeljno delo o zavatstvu. Da je Se vedno aktualna,
lahko sklepamo tudi iz dejstva, da je v letu 1999 izSel OrisRlmncljeve teorije zavarovanja
(Flis, 1999). Nekaj tezav je le s terminologijo. Boncljeveaizoslovije je Se i£Zasa sistemskega
zakona iz leta 1976 (Zakon o temeljih sistema zavarovargenpzenja in oseb, 1976), ki mu
je sledil zakon, po katerem so se zavarovalnice lahko pilealle v delniSke druzbe (Zakon o
temeljih sistema premozenjskega in osebnega zavarovd£g8), nato pa sta velike spremembe
prinesla Se Zakon o zavarovalnicah (1994) in Zakon o zaedm@tvu (2000). Tako je po izidu
Boncljeve knjige slovensko zavarovalstvo dozivelo pomeemsebinske, s tem pa tudi termi-
noloSke spremembe. Omenimo le nekaj tistih, ki se nanagapavarovalno premijo.

Po Bonclju jecCista premija sinonim za funkcionalno premijo, po SRS 32810R) pa jeCi-
sta zavarovalna premija razlika med alwaano kosmato zavarovalno premijo in aghraano
pozavarovalno premijo. Pripomnimo, da je Boncljev pomer€igéo premijo blizje pomenu
izraza” pure premium (Foundations of Casualty Actuarial Science, 1996, str. Zifpoma
"pure risk premiurh (Daykin, Pentikdinen, Pesonen, 1994, str. 15), ki oba vs#oi pome-
nita nevarnostno premipoziroma je kar enak pomenu izrazask premium net of expenses
(Daykin, Pentikainen, Pesonen, 1994, str. 313). Namestaazmatematna rezerva je Zakon

“Dogodek, glede na katerega se sklene zavarovanje (zalmirpsianer), mora biti bodd, negotov in neodvisen
od izkljutne volje pogodbenikov.

5zavarovanec je oseba, katere premozenije in/ali premddenisres je zavarovan. Zavarovalec in zavarovanec
je ista oseba, razen pri zavarovanju na téjuma

6V slovenski strokovni literaturi zasledimo tudi izraz kmipremija.



o zavarovalnicah (1994) vpeljal izraz matemag rezervacije, v okviru zavarovalno-tetmih
rezervacij pa je uzakonil izravnalne rezervacije, ki jihrejsnjem zakonu Se ni bilo. S 1. ja-
nuarjem 1995 so se zaradi uskladitve knjigovodskih evideadstva varnostne rezerve prelila
v izravnalne rezervacije, kar pa Se ne pomeni, da od takpaepdodatek za varnostno rezervo
v smislu Boncljeve delitve kosmate zavarovalne premije nigilbieC potreben. Trenutno ve-
ljavni Zakon o zavarovalniStvu (2000) varnostno rezenigelpo SRS 32.40 (2002) sestavina
rezerv iz dobtka v okviru kapitala, zahteva le za zavarovalnice, ki s@oigrane kot druzbe
za vzajemno zavarovanje. Vendar je zaradi osnovnih alilespoznanj in strogih zakonskih
varnostnih zahtev aktuarjem jasno, da mora dodatek za sanmoezervo kot del tehtme pre-
mije implicitno obstajati tudi pri zavarovalnih delniSkdruzbah,Ce naj le-te poslujejo varno
in tako, da bodo ohranile delniski kapital. Zato bomo dodat& varnostno rezervo raje rekli
varnostni dodatek saj v&€&inoma ni v& neposredno povezan z varnostno rezervo.

V nadaljevanju nas bodo zanimala izKipo zavarovanja, kjer dodatek za mategrati rezer-
vacijo ni potreben, kar velja za &imo zavarovalnih vrst iz skupine premoZzenjskih zavargvan
Zaradi te omejitve v Boncljevi delitvi kosmate zavarovalmemije vmesnega nivoja hranilne
premije ne potrebujemo &en lahko r&emo, da je tehBha premija sestavljena iz nevarnostne
premije in varnostnega dodatka. Nevarnostna premija inogni dodatek sta s stat& aktu-
arskega doléanja premije kljéni sestavini kosmate zavarovalne premije, namenjenikatée

in prihodnje nadome&anje Skod v obliki izpléil odSkodnin. Ostale sestavine kosmate zava-
rovalne premije so v Sloveniji obajno dol@ene kar v odstotku kosmate zavarovalne premije.
Nekateri odstotki, npr. za stroSke preventivne dejavnestdol@eni s poslovno politiko zava-
rovalnice, ali pa so predpisani (poZarna taksa), nekadesogzr&unani na podlagi podatkov iz
stroSkovnega @novodstva, npr. obratovalni dodatek.

Le informativno in zaradi primerjave si oglejmo, kako iz meanevarnostne premije na enoto iz-
postavljenosti (definirali jo bomo v nadaljevanju) izcmamo kosmato zavarovalno premijo po
dveh priznanih aktuarskih knjigah. Po prikazani metodi jidi-oundations of Casualty Actu-
arial Science (1996, str. 31) najprej od kosmate zavarevatamije na enoto izpostavljenosti
R (rate per unit of exposure) odstejemo variabilne strddke V' (1 - variable expense factor)
in del za vkalkulirani dokiiek ter varnostno rezen® x @ (@ - profit and contingencies factor),
ostanek pa mora zadti za nevarnostno premijd (pure premium) in fiksne stroSke na enoto
izpostavljenosti¥’ (fixed expense per exposure). Zapisano £bod& (1 —V — Q) =P + F
oziroma

P+ F
1 -V —-Q
Daykin, Pentikéinen, Pesonen (1994, str. 312) obravnawélgiv poenostavijo. Kosmata zava-
rovalna premijaB (gross premium) je sestavljena iz nevarnostne prem{jeure risk premium),

R:

"V slovenski strokovni literaturi zasledimo tudi izraz vastna premija.

8Zavarovalne vrste v 2&lenu dold&a Zakon o zavarovalnidtvu (2000). V skupino premozZenjgkivarovan;
sodijo: nezgodno zavarovanje, zdravstveno zavarovaajgravanje kopenskih motornih vozil, zavarovanje
tirnih vozil, letalsko zavarovanje, zavarovanje plovibvarovanje prevoza blaga, zavarovanje poZara in ele-
mentarnih nesk& drugo Skodno zavarovanje, zavarovanje odgovornostigmrabi motornih vozil, zavarova-
nje odgovornosti pri uporabi zrakoplovov, zavarovanje aagnosti pri uporabi plovil, sploSno zavarovanje
odgovornosti, kreditno zavarovanje, kavcijsko zavarggaravarovanje radtnih finar€nih izgub, zavarovanje
stroSkov postopka in zavarovanje pathoV skupino Zivljenjskih zavarovanj sodijo: Zivljenjskavarovanje,
zavarovanje za primer poroke oziroma rojstva, Zivljenjgearovanje, vezano na enote investicijskih skladov,
tontine, zavarovanje s kapitalizacijo pia



dela za stroské’ (loading for expenses) in dela za varnostno rezérysafety loading), tako da
je B= P + E + A. Ce definiramo varnostni koeficiedit{safety loading coefficieffz § = 4

P
in delez stroSkow (expense ratio) kat = %, potemjeB=P+eB+JPinodtu

14+ 94

1 —e
O razvoju ekonomskih pogledov na posamezne sestavine kegaarovalne premije marsikaj
zvemo iz knjig Boncljevega naslednika (Flis, 1995, 19958519 1999), v nadaljevanju pa se
bomo osredottili predvsem na aktuarski vidik in teRmo premijo. Zato si oglejmo, na kakSen
nacin izraCunamo nevarnostno premijo in varnostni dodatek.

B = P

Prvo vpraSanje, na katero moramo odgovoriti, je: na podieg@ bomo premijo sploh dddali?
PriCakovali bi, da v odvisnosti od dejavnikov tveganja, ki vpjo na Stevilo in viSino bodoh
odskodnin. Vendar@&asih niti ne vemo, kateri so dejavniki tvegarje, pa Ze vemo, jih tezko
merimo. Zato si vékrat pomagamo z nadomestki. Tako vemo, da je Stevilo pemibkilome-
trov eden od dejavnikov tveganja pri zavarovanju avtonsidilodgovornosti in samoumevno
bi bilo, da bi za mero izpostavljenosti zavarovanim nevatino upoStevali prevoZzene kilome-
tre. Kljub temu premijo obrgunamo glede na trajanje zavarovanja, ki je s Stevilom Zevid
kilometrov le pozitivho korelirano, za enoto izpostavipsti pa upoStevamo kar vozita leta.
Ker je obitajno dejavnikov tveganja ¢e podobne nevarnostne objekte zdruzujemo v homo-
gene nevarnostne skupine, npr. pri zavarovanju avtomkbiddgovornosti osebne avtomobile,
tovorna vozila, avtobuse itd., znotraj nevarnostne skaipia Se na podskupine, npr. po &no
ali prostornini motorja, nosilnosti ipd. Za celotno nevastno (pod)skupino dofimo enotno
premijo (na razltne sisteme bonusa/malusa lahko gledamo kot na podrokahejev znotraj
nevarnostne (pod)skupine), nato pa z raznimi déplan popusti opravimo Se dodatno dife-
renciacijo rizikov. Prav na omenjenem podjwv Sloveniji sistem diferenciacije Se zdalei
tako prefinjen kot v drzavah z razvitejSim zavarovalniSkigotn, kjer upoStevajo mnogo &e
sit, s katerimi nevarnostne objekte razsejejo v taminevarnostne skupine. V tem konkretnem
primeru je KljlEno spoznanje, da je glavni dejavnik tveganja voznik in rte.akot primer na-
vedimo Veliko Britanijo, kjer zavarovalnice upoStevajo itggol, starost, vozniski staz in kraj
stalnega prebival@ sklenitelja zavarovanja, znamko, tip, starost in nanpemabe avtomobila,
dodatne voznike (partner, otroci, kdorkoli), pa Se maitsika videz nepomemben dejavnik.

Kakorkoli Ze oblikujemo nevarnostne skupine, za katerajgeleno, da so dovolj velike, zanje
za izbrano obdobje iz€ainamo skupno izpostavljenost kot seStevek izpostadjepo posa-
meznih zavarovalnih policah. Pri tem je pomembno, da pecianu izpostavljenosti za po-
samezno zavarovalno polico upoStevamo le tisti del izpysteosti, ki se nanasa na presek
izbranega obdobja, npr. koledarskega leta, in zavarogaloddobja, ki oliiajno ne sovpada
s koledarskim letom. Ko seStejemo tudi odSkodnine za nadtimé&kod, nastalih v izbranem
obdobiju, izr&dunamo nevarnostno premijo kot kvocient med skupnimi od8k@mi in skupno
izpostavljenostjo. Oldiajno kvocient razcepimo na produkt

skupne odskodnine Stevilo skod skupne odskodnine

Y

X
skupna izpostavljenost skupna izpostavljenost Stevilo skod

ker v praksi laze obravnavamo vsakega od faktorjev posékm'pefiniramo Skodno pogostost
kot razmerje med Stevilom Skod, nastalih v izbrar&wovnem obdobju, in skupno izpostavlje-
nostjo v istem obdobju, kot povpreo odSkodnino pa razmerje med skupnimi odSkodninami in

9V izvirniku je uporabljena oznaka.



Stevilom SkodP, za nevarnostno premijo na enoto izpostavljenosti velgatmja enéba
nevarnostna premija = Skodna pogostost X povprecna odskodnina. (1.2)

Varnostni dodatek je odvisen od pakovanega Stevila odSkodnin. Po eni od metod g&iera
namo kotk o5 0ziromak o2, kjer je k primerna konstanta ing standardni odklon ocenjene pov-
precne odskodnine. Varnostni koeficiehtlobimo,Ce varnostni dodatek delimo z nevarnostno
premijo. Varnostni koeficient ima pomembno vlogo pri oméagu ekonomije obsega. Kkui
mehanizem, zaradi katerega zavarovalstvo sploh delujergenavanje nevarnosti, ki temelji
na centralnem limitnem izreku. Ob nespremenjeni Skodnoptusti se z véanjem Stevila
zavarovanj sorazmerno & tudi Stevilo prgakovanih odSkodnin, standardni odklon ocenjene
povpre&ne odskodnine pa se manjSa in limitir,ko gre Stevilo zavarovanj v neskimo'!. Pri

isti stopnji tveganja, da bi zaradi prevelikih skupnih ocaldkin prislo do finadbnega zloma zava-
rovalnice, potrebuje manjSa zavarovalnicgjvearnostni koeficient kot V§a zavarovalnica, ki
ima vet istovrstnih zavarovanj. Ker so pri&em obsegu poslovanja tudi obratovalni stroSki na
enoto izpostavljenosti manjsi, imagja zavarovalnica pomembno konkuéeo prednost pred
manjSo. S primerno premijsko politiko lahko hkrati doseiZgapremijo in ve&jo varnost, s tem
pa tudi v&€je zaupanje strank.

Iz doslej navedenega bi lahko sklepali, da je za korektegiar tehnEne premije dovolj poznati
Skodno pogostost, povaieo odSkodnino, standardni odklon odSkodnin in predvid&ewuilo
zavarovanj, vendar se v praksi izkazuje, da je potrebnotapai$ Se marsikaj. Pri tem pa ne
mislimo na trzni vidik, ki je brez dvoma tudi zelo pomembempak na razne anomalije, ki jih
mora upoStevati aktuar.

Pri nekriticnem r&unanju Skodne pogostosti in povpne odskodnine za Skode, nastale v ob-
dobju, za katero smo iz€anali izpostavljenost, lahko pride do napak zaiovnih zamikov
med datumi nastankov Skod in datumi prijave odSkodninsé&iftevkov. Tudi postopek reSe-
vanja odSkodninskega zahtevka lahko zelo dolgo traja, &jutka pa ne vemo, kakSna bo
viSina odskodnine. To je pogosto, kadar so v Skodnem dogpdEkodovane osebe, ker je za
oceno posledic poskodbe potrebnaakati na zakljagek zdravljenja, ki je lahko dolgotrajno.
Se izrazitejSi pa je primer, ko se oskodovanec in zavar@aine moreta sporazumeti o visini
odSkodnine, oziroma o tem, ali je zavarovalnica po zavdnilv@ogojih sploh dolzna izptzati
odskodnino, in odlbitev prepustita Sodi.

Iz navedenih razlogov mora zavarovalnica ob koncu posiganeta oblikovati Skodne rezer-
vacije za bodoa izpl&ila odsSkodnin za Skodne dogodke, ki so Ze nastali do konskyrega
leta, vendar odSkodninski zahtevki zanje iz kakrsnih kafilogov niso bili reSeni do konca
poslovnega leta. Ker enostavne prijavljene Skodne pritadre hitro zaklji€imo, se tezji pri-
meri bolj pogosto znajdejo v Skodni rezervaciji. Zato jéuaanje povpréne odSkodnine za
Skodne dogodke, ki so nastali v nekéasovno ne preveoddaljenem obdobju, pristranskiz

ne upostevamo Skodnih rezervacij. Pituaanju skupnih odskodnin za Skode, ki so nastale v

10y praksi za vsako Skodo ne pripada tudi odskodnina. ZataejélStdejanskih odskodnin praviloma manjse od
Stevila Skod. Izraz povpéea odskodnina lahko upra&umo s privzetkom, da je v takem primeru odSkodnina
pa 0.

11Ce so predpostavke centralnega limitnega izreka izpadnjempricakovano Stevilo odskodnin dovolj veliko,
lahko za standardni odklon ocenjene poyme odSkodnine uporabimo aproksimacije ~ ﬁ kjer je o
standardni odklon odSkodnin.



dolocenemcasovnem obdobju, moramo poleg odSkodnin za Ze Zzhi@ primere upoStevati
tudi razliko med Skodnimi rezervacijami na koncu irtetku obdobja. Prav tako moramo pri
Stevilu odSkodnin upoStevati Stevilo odSkodnin za Ze péklpe primere in razliko med Stevilom
primerov v Skodni rezervaciji na koncu inGtku obdobja.

UposStevanje Skodnih rezervacij pri iztanu povpréne odSkodnine sicer odpravlja eno napako,
zato pa povzréa drugo. Skodne rezervacije pomenijo le oceno Bidizplatil odSkodnin in

se od kasnejSih dejanskih izplalahko zelo razlikujejo, zlasti S&e delamo pri ocenjevanju
sistematine napake. Poseben problem so Skode, ki so nastale &umisieem obdobju, vendar
zavarovalnica zanje sploh ne ve, ker ji Se niso bile prigadi. Zavarovalnica mora tudi za take
Skode, imenovane IBNR (Incurred But Not Reported) Skode, otik Skodne rezervacije. S
posebnimi aktuarskimi metodami Stevilo nastalih nepljgaih Skod lahko ocenimo, prav tako
pa tudi potrebni znesek Skodne rezervacije, vendar mnagékisneje ugotovimo, da so bile
ocene napane - ob€ajno prenizke.

Podobnih objektivnih tezav je Se mnogo, a za obravnavano t@so bistvene. Vsekakor je
za aktuarsko delo potrebno podrobno poznavanje Skodnegaga, predvsem pa poznavanje
porazdelitve Stevila in viSine odSkodnin.

2 MesSanje in sestavljanje porazdelitev

V tem poglavju predpostavljamo, da Ze poznamo porazdeiteula in viSine odSkodnin. Kako
jih v sploSnem primeru lahko dabamo, je razvidno iz priloge P1, za nekatere pomembne po-
razdelitve pa so podrobnosti navedene v prilogah P2 in B2ash se sklicujemo na etlze iz
prilog, ki so ozn&ene z zéetnico P.

Iz znanih porazdelitvenih funkcij lahko s transformacigodvisne spremenljivke dobimo nove
porazdelitvene funkcije. Med porazdelitvenimi funkcijampriloge P3 sréamo kar nekaj na
tak n&in povezanih parov, npr. normalno in logaritemsko norrogorazdelitev ali Paretovo
in Burrovo porazdelitev. Ker lahko na osnovi analogije eaasb pridemo do novih porazdeli-
tvenih funkcij, se s transformacijo neodvisne spremekdjitu ne bomo ukvarjali. Ogledali pa
si bomo, kako do novih porazdelitvenih funkcij pridemo z engém, predvsem pa s sestavlja-
njem, ki je kljucnega pomena za iZtan agregatnih odSkodnin.

2.1 MeSanje porazdelitev

V zavarovalniski praksi Vekrat nehomogene nevarnostne skupine neodvisnih rizik@vak-
ticnih razlogov obravnavamo kot homogene. Nevarnostno jpvemai enoto izpostavljenosti
izraCunamo iz povpréne Skodne pogostosti (povgre verjetnostne funkcije Stevila Skod) in
povpre&ne viSine odSkodnine (povpnee porazdelitvene funkcije viSine odSkodnin) ter jo ob-
raCunamo vsem enako oziroma sorazmerno z izpostavljend&jplike v dejansko obtainani
zavarovalni premiji naj bi bile odraz raghie izpostavljenosti, ki pa je le redko objektivno dolo-
¢ena. Tako npr. pri avtomobilskem kasko zavarovanju upagte vrednost avtomobila, ne pa
tudi riziCnosti voznika. Korekcije premije za posameznike, ki poiemanjsi ali ve&ji riziko

od povpré&ja, so v konkureénih razmerah opravljene na razie n&ine, npr. z bonus/malus
sistemi, kar pa nas tu ne bo zanimalo. Radi bi nasli le intéapije, ki bi oprav€evala obrav-
navo nehomogenih nevarnostnih skupin, kot da so homogene.



Predpostavimo, da je za vétane nevarnostne skupine porazdelitev Stevila SKodi se na-
nasajo na posamezne@kna in dol@eno obdobje, istega tipa. Verjetnostna funkcija naj bo
P(N =k|©=0),k=0,1,2,..., Kjer je neznani individualni parametérealizacija me3alne
slucajne spremenljivk® z gostoto verjetnostig (). Povpré&no verjetnostno funkcijo nevar-
nostne skupine iztanamo kot

p. = P(N=k) = / P(N =k|© =10) fo(0)db (k=0,1,2,...).
Kot primer predpostavimo, da j§|(© = ) ~ Po(f) in © ~ I'(«, (). Tedaj je
e = /OO gk =0 [ go—te=H0 _ B /OO gotk—1 —(B+1)0 jg
o k! () (o) k! J,
zak =0,1,2,... Z novo spremenljivka = (5 + 1) # dobimo
_ ﬂa /OO at+k—1 —t _
S Tam@ s, TS
- BT (a+ k) B B ) _
O R ST (k=0,1,2,...),

kar pomeni, da jeV ~ NB(«, p), kjer jep = %. Navedeni primer je izjema, ker smo dobili
znano porazdelitveno funkcijo, sicer pa z meSanjem na ppis&in lahko ustvarimo mno-
zico novih diskretnih porazdelitev. To velja zlaste z&nemo z véparametrsko verjetnostno
funkcijo in variramo porazdelitev vsakega parametra pegeb

Na Stevilo Skod dovolj velike nevarnostne skupinaeodvisnih rizikov lahko gledamo kot na
seStevelw neodvisnih in enako porazdeljenih &ajnih spremenljivk. V konkretnem opisanem
modelu je skupno Stevilo Skod nevarnostne skupine porgraepo porazdelitvenem zakonu
NB(na, p). Model nam ¥asih omog6a globlji vpogled v (ne)homogenost nevarnostne sku-
pine. Ceiz vzorca sklepamo, dajé ~ NB(&, p), po naravi problema pa je za posamezni riziko
primerna Poissonova porazdelitev, iz dejstva, da je nagathinomska porazdelitev meSanica
Poissonove in gama porazdelitve, lahko ocenimo stopnjerbgénosti nevarnostne skupine.

2
in koeficient variacije moramo primerjati z varianco in keefntom variacije, ki bi ju dobili
za Poissonovo porazdelitev s parametrdmzracunanim iz istega vzorcaCe za obe poraz-

delitvi uporabimo metodo najégega verjetja, jé\ = % = n, razmerje med obema variancama

Ker je 3 = % E[N] = % ter var[N] = @, je koeficient variacijeo = 1/ % Varianco

je %, med koeficientoma variacije pg/%. Obe vrednosti imamo lahko za relativnho me-

rilo stopnje nehomogenosti, kot absolutno merilo pa upa$t® kar varianco mesalne hjne
spremenljivkeO, ki je v naSem primerLﬁ%.

Predpostavimo zdaj, da je za vlane nevarnostne skupine porazdelitev viSine odSkodhin
ki se nanaSajo na posameznétgna, istega tipa. Gostota verjetnosti najhge - ¢)(z), kjer
je individualni parametef realizacija meSalne stajne spremenljivk® z gostoto verjetnosti
fo(x), ki je v sploSnem raziina od meSalne spremenljivke za Stevilo Skod. Pawpreyostoto
verjetnosti za nevarnostno skupino izsaamo kot

fx(x) = /_OO Ixje=0(x) fo(0)do.



Kot primer predpostavimo, da j&|(© = 0) ~ Exp(f) in © ~ I'(«a, \). Tedaj je

o) /\a@aflef)ﬂ Aoz 00
fx(z) = / e — — ) = —— / g~ e=OF2) qg.
xw) = f o) a) J,

Z novo spremenljivka = 6 (A + 1) in upoStevanjem, da jB(a + 1) = aI'(«), dobimo

- A e ot A TD+l) O ax
fx(z) = F(a)()\+x)a+1/0 tYe tdt = T(@) A +2)+ (At o)l

kar pomeni, da jeX ~ Pareto(a, \). Spet smo dobili Ze znano porazdelitev, kar se zgodi le
izjemoma.

Ugotovili smo, da v nekaterih primerih istovrstne rizike aicnimi individualnimi zn&il-
nostmi (parametri), ki dejansko tvorijo nehomogeno nevaimo skupino, lahko gledamo tudi
kot vsoto neodvisnih rizikov z isto porazdelitvijo Stevdfod in viSine odSkodnin, torej kot
homogeno skupino rizikov.

Naj bodoX;, X, ..., X,, neodvisne zvezne stajne spremenljivke s porazdelitvenimi funkci-
jami Fx, (z), Fx,(x),..., Fx,(x), gostotami verjetnostfx, (x), fx,(x), ..., fx, (x) in karak-
teristicnimi funkcijamipx, (), ¢x, (1), - .., px, (t). Vsaka konveksna linearna kombinacija

n

Fx(z) = > aiFx,(z) (>0,i=12...,n > a=1)
=1 1

=1

je tudi porazdelitvena funkcija neke skjne spremenljivkeX, ki ima gostoto verjetnosti
fx(@) = Y aifx(x).
=1

Ker je

E[e™] = /OO e fx(x) dr = /OO e Zai fx, (@) dv = Zai /Oo e fx,(x) dz,
- —00 i=1 -

fe'e) =1
je
px(t) = Zawxi(t)-
=1

Na enak néin ugotovimo, da jeV/x (t) = > ", a; Mx,(t), Ce le obstajajo momentno rodovne
funkcije My, (t),i =1,2,... n.

Za diskretne neodvisne glajne spremenljivke velja analogno. Vsaka konveksnafireekom-
binacija verjetnostnih funkcij skajnih spremenljivkN,, N,, ..., N, je verjetnostna funkcija
neke sldajne spremenljivkeV. Rodovna funkcijaG y(s) in karakteristtna funkcijagy ()
sta konveksni linearni kombinaciji rodovnih oziroma kagalsticnih funkcij slutajnih spre-
menljivk Ny, N, ..., N,. Ce obstajajo momentno rodovne funkcije &dinih spremenljivk
Ni, No, ..., N, je My(t) njihova konveksna linearna kombinacija.
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Uporaba konveksne linearne kombinacije verjetnostnifooza porazdelitvenih funkcij pride v
postev v primerih, ko je z zavarovanjem kritihtveazlicnih neodvisnih nevarnosti, ki povzro-
Cajo Skode z raztino verjetnostjo nastanka in z razio pricakovano visSino. Tak primer je npr.
pozarno zavarovanje, ki krije Skodo zaraditenja ali poSkodovanja zavarovanih stvari zaradi
naslednjih temeljnih nevarnosti: pozara, strele, eksjgoxiharja, t@€e, udarca zavarovae-
vega motornega vozila, padca letala, manifestacije in destnacije. Po posebnem dogovoru
lahko dodamo Se kritje Skode zaradi ene afi dedatnih nevarnosti, npr.: poplave, izliva vode,
zemeljskega plazu, sneznega plazu, udarca motornegav&rihi last zavarovanca, izteka,
samovziga ter izliva Zate mase. Relativha razmerja verjetnosti nastanka Skoddizarsa-
mezne nevarnosti se odrazajo v koeficientihas,, . . ., a,, razlike v porazdelitvi viSine Skod
zaradi razlénih nevarnosti pa v porazdelitvenih funkcijak, (z), Fx,(z), . .., Fx, (x). Seveda
pa tak diferencirani model zahteva mnog@ y®arametrov kot model, pri katerem vse nevar-
nosti obravnavamo skupaj, zato pa omégasestavljanje zavarovalne ponudbe, pisane na kozo
posameznega zavarovanca.

2.2 Sestavljanje porazdelitev

Skode, ki nastanejo v datenemtasovnem obdobju in se nana3ajo na neko izbrano mnoZzico
zavarovalnih polic in izbran6asovno obdobje, nastajajo nakijo. Pri tem sta nakljtna nji-
hovo Stevilo in viSina. Za izi&un agregatnih odskodnin, ki se nanasajo na izbrano mnozico
zavarovalnih polic in izbran@asovno obdobje, ni dovolj, da obvladamo le vsote znanega St
vila slucajnih spremenljivk, temvimoramo obvladati tudi vsote nakdjonega Stevila naklgno
visokih odSkodnin. Kako to storimo v sploSnem primeru in Yodenih zelo pomembnih po-
sebnih primerih, si bomo ogledali v nadaljevanju.

2.2.1 Karakteristi ¢ne in rodovne funkcije sestavljenih porazdelitev

Naj bo N sluCajna spremenljivka z zalogo vrednastin rodovno funkcijoG y (s), ki je neodvi-
sha od slaajnih spremenljivkX;, X5, X3, ... Le-te naj bodo neodvisne in enako porazdeljene
ter imajo karakteristino funkcijop x () in momentno rodovno funkcijd/x (t), €e so diskretne

z zalogo vrednostV, pa Se rodovno funkcijé:x (s).

IzraCunajmo karakteristho, momentno rodovno in rodovno funkcijo &ajne spremenljivke

SV X, zaN >0

S =
0 zaN =0

Zaradi
E[™IN=n] = (px(t))" = E[|IN] = (ox(®)¥,
E[e®IN=n] = (Mx(®)" = E[¥IN] = (Mx(t)",
E[*IN=n] = (Gx(s))" = E[YIN] = (Gx(s)V

je

ps(t) = E[e] = EB[E["IN]] = Ellex®))"] = Gnlex(t)),

Ms(t) = E[e®] = E[E[°IN]] = E[(Mxt)"] = Gn(Mx()),

Gs(s) = E[s°] = E[E[s°IN]] = E[(Gx(s)V] = Gn(Gx(s). (2.1)
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Zanima nas, kako se momenti &hjne spremenljivké izraZajo z momenti sktajnih spremen-
liivk N in X;. IzraCunali bomo le prve tri, za kar potrebujemo prve tri odvode

Mg(t) = Gn(Mx(t)) My (t),
Mg(t) = GR(Mx(1) ME(t) + Giy(Mx (1) MX(t),
M) = GN(Mx () My(t) + 3G (Mx(t) My (t) M5 (t) + G (Mx(t) MY ().

Ker je Mx(0) = 1, z uporabo ené (P1.10a), (P1.10b) in (P1.10c) ter &ba (P1.7) dobimo

mi[S] = mq[N]m[Xq],
my[S] = (ma[N] — my[N])mi[Xi] + mi[N]ma[X1],
ms[S] = (ms[N] — 3ma[N] + 2m[N]) mi[Xy] +

3 (ma[N] — my[N])ma[Xa] mo[Xi] + ma[N]ma[Xi].

_l_

Ce prvo enébo le drugée zapisemo, drugi dve pa z upostevanjem zvez (P1.6a) i6t{Prhed
centralnimi in z&etnimi momenti predelamo, dobimo

E[S] = E[N]E[X4], (2.2a)
var[S] = E[N]var[X;] + var[N] E°[X;], (2.2b)
us[S] = E[N]us[X1] + 3var[N] E[X ] var[X;] + ps[N]E*[X]. (2.2c)

Ce potrebujemo momente viSjega reda, jih lahkoGareamo z nadaljnjim odvajanjem momen-
tno rodovne funkcije. Obstaja pa tudi alternativha pot \ilolsekurzivhe enabe, po kateri
iz znanih momentov obeh sestavin sestavljene porazdefitseunamo momente sestavljene
porazdelitve. Glej npr. (Kaas, Goovaerts, 1986a, str. 88(hlesselager, 1994, str. 25).

2.2.2 Sestavljena Poissonova porazdelitev

V vseh primerih, ko jeV ~ Po(\), neodvisne in enako porazdeljene nenegativnéaghe spre-
menljivke X, X5, X3, ... pa imajo porazdelitveno funkcijé'x (x) in karakteristtno funkcijo
vx(t), je slajna spremenljivkes = vazl X; porazdeljena sestavljeno Poissonovo. Njena
karakteristtna funkcija je

ps(t) = Gnlpx(t)) = O, (2.3)
momentno rodovna funkcija pa
Ms(t) = Gn(Mx() = Mx®O-1 (2.4)

Ce le obstajalM x(t). Ce obstajajo zzetni momentim;, j = 1,2,..., sluCajne spremen-
liivke X, obstajajo tudi ustrezni Zatni in centralni momenti stajne spremenljivkes. Ker
je E[N] = var[N| = us3[N] = A, z upoStevanjem eiga (P1.6a) in (P1.6b) iz edh (2.2a) do
(2.2c) dobimo

EIS] = Ami, (2.52)
var[S] = A(my — mi) + Ami = Amy, (2.5b)
pslS] = AX(ms — 3mamy + 2m}) + 3Ami(my — m) + Amd = Ams.  (2.5¢)
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Ker so slitajne spremenljivkeX;, X,, ..., X nenegativne, jens > 0. Zato je koeficient asi-
metrije yg = 273 — vedno pozitiven. Ker jeF[N] =\, grevs k 0, ko gre N

(Amg)?/? )\1/72723/2
proti neskognosti. Velja tudi neke vrste centralni limitni izrek (Arsobov izrek). Porazdeli-

tvena funkcija standardizirane shijne spremenljivk{/_ E[S] = 552 konvergira k poraz-

delitveni funkciji standardizirane normalne porazdeitiko greN proti neskoinosti (Bowers
et al., 1997, str. 386).

Naj bodoYy, Y5, ..., Y, neodvisne in sestavljeno Poissonovo porazdeljen&apie spremen-
livke. Zai = 1,2,...,n najboN; ~ Po()\;) in Y; = 3.0 Xy, kier soXy, k=1,2,..., od
N; in med seboj neodvisne enako porazdeljenéaghe spremenljivke s porazdelitveno funk-
cijo Fx,(z) in karakteristEno funkcijopx, (t). Tedaj jegy, (t) = G, (px, (1)) = erilex -1,

Najbor =37 A, N =" N;inS=3" V=" SV X, TedajjeN ~ Po()\) in
SDS(t) _ Hez\i(<ﬂxi(t)—1) — ez Ailex; (H)-1) — €>\(§ZL1 Aipx,; (t)—-1) _ GN(QO(t)),
i=1

kierje(t) = + > i, \i ¢x, (t). To pomeni, da je skajna spremenljivk& porazdeljena sesta-
vljeno Poissonovo. Lahko jo interpretiramo tudi kot se€keweodvisnih in enako porazdeljenih
slucajnih spremenljivkS;, i = 1,2, ..., N, s karakteristino funkcijoy(t), ki je konveksna li-
nearna kombinacija karakterigtin funkcij px,(t), i = 1,2,...,n. Karakteristtna funkcija
enolicno dol&a porazdelitev in ker smo ugotovili v razdelku 2.1, dayjg) karakteristtna
funkcija slitajnih spremenljivk s porazdelitveno funkcijo> " | \; Fix, (x), je to tudi porazde-
litvena funkcija sl&ajnih spremenljivks;, i = 1,2,...,n. Ce momentim;[X;] obstajajo, je
m;[S1] = 1 > i Mim;[X;1]. Zato poleg engb E[S] = >, E[Y;] in var[S] = > | var[V]]
velja tudi

pa[S] = Amg[Si] = Z)\ims[Xn] = ZM?)[Yi]-

To pa je tudi vse, kar je moge za zdaj povedati o sestavljeni Poissonovi porazdektznano
karakteristtno funkcijo je teorelino sicer vse jasno, praktio pa bi potrebovali porazdelitveno
funkcijo v taki obliki, da bi vrednosti v posameznitttah lahko enostavno iztanali.

2.2.3 Sestavljena negativna binomska porazdelitev

V vseh primerih, ko jeV ~ NB(«, p), neodvisne in enako porazdeljene nenegativnéaghe
spremenljivkeX;, X,, X3, ... paimajo porazdelitveno funkcijf'x (x) in karakteristtno funk-
cijo vx(t), je slitajna spremenljivked = ZL X, porazdeljena po sestavljeni negativni bi-
nomski porazdelitvi. Njena karakteriétia funkcija je

_ ()
pslt) = Gulext) = (=)
kierjeq = 1—p. Najbo\ = E[N]| = %. Hitro se lahko prepéiamo, da lahko rodovno funkcijo
negativne binomske porazdelitve zapiSemo tudi®et(s) = (1 — 2 (s — 1))~ inz njo

esl) = (1-2(x0 - 1) (26

(0%
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Ce obstajajo Zzetni momentin;, j = 1,2, ..., sluCajne spremenljivke(;, obstajajo tudi ustre-
zni zetetni in centralni momenti siajne spremenljivke. Ker je E[N] = <%, var[N] = 7 in

us[N| = a@-p4 7 ypostevanjem eih (P1.6a) in (P1.6b) iz etk (2.2a) do (2.2¢) dobimo

p

aq

E[S] = —my,
p
2
var[S] = 29y + %mf, (2.7)
p p
Jap?mim 2ap®m3  apm
pals] = ot e =
q q q
Ker so slitajne spremenljivkes;, X5, ..., Xy nenegativne, so vsi Zatni momenti, ki obsta-
jajo, pozitivni. Tudi parametra in p sta pozitivha, zato je koeficient asimetrijg = palS]

Var[S}%
. 1 —
vedno pozitiven. Fiksiraime. Ker je N = apgq, je vs « N 2 in gre k0, ko gre N proti
neskortnosti. Velja pa Se & Porazdelitvena funkcija standardiziranecsime spremenljivke

Sl E{g} konvergira k porazdelitveni funkciji standardizirane maine porazdelitve, ko gre

in z njim vred N proti neskognosti (Bowers et al., 1997, str. 386).

2.2.4 Sestavljena binomska porazdelitev

V vseh primerih, ko jeV ~ Bin(n, p), neodvisne in enako porazdeljene nenegativnéaghe
spremenljivkeX;, X, X3, ... paimajo porazdelitveno funkcijf'y (x) in karakteristtno funk-
Cijo ¢x(1), je slkajna spremenljivke = Zf;l X; porazdeljena po sestavljeni binomski po-
razdelitvi. Njena karakterigtna funkcija je

ps(t) = Grlex(t) = (ex(t) + 9",

kierjeq=1—p. Najbo\ = E[N] =npin a = — n. Hitro se lahko prepéiamo, da lahko
rodovno funkcijo binomske porazdelitve zapisemo tudi®at(s) = (1 — 2 (s — 1))"*inz
njo
)\ —

est) = (1= 3 (ext) = 1)) 28)
Ce obstajajo zzetni momentin;, j = 1,2, ..., sluCajne spremenljivke(;, obstajajo tudi ustre-
zni z&etni in centralni momenti sajne spremenljivk&. Ker je E[N] = np, var[N]| = npgq
in u3[N] =npq(q — p), z upoStevanjem eh (P1.6a) in (P1.6b) iz edh (2.2a) do (2.2c)
dobimo

E[S] = npmy,
var[S] = npmy — np*m?, (2.9)
uslS] = npms — 3np*mamy + 2np*ms.

Koeficient asimetrijeys = 15 |ahko zavzame negativne in pozitivne vrednosti. Fiksi@ajm

var[S]2
p. KerjeN=npin~ys o« N 2, grevs k 0, ko gre N proti neskognosti. Porazdelitvena
funkcija standardizirane stajne spremenljivkeg*—E[[;] konvergira k porazdelitveni funkciji

NCoC

standardizirane normalne porazdelitve, ko gia z njim vred N proti neskognosti.

_1
2
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Karakterist€ni funkciji (2.6) in (2.8) sta formalno enaki. Bistvena ii&al je le v predznaku
konstanten, ki je pri sestavljeni negativni binomski porazdelitvi dza, pri sestavljeni bi-
nomski pa negativna&Ce posljemax — o tako, da ostang konstanten, karakterigtii funkciji
sestavljene negativne binomske in sestavljene binomsigzgelitve konvergirata h karakteri-
sticni funkciji (2.3) sestavljene Poissonove porazdelitvevesla k varianci m, sestavljene
Poissonove porazdelitve konvergirata tudi varianci s#jstae negativne binomske porazdeli-
tve in sestavljene binomske porazdelitve, ki znaSata, + %2 m?. Tako so sorodstvo med
Poissonovo, negativno binomsko in binomsko porazdaditpgdedovale tudi z njimi tvorjene
sestavljene porazdelitve.

3 Racunanje agregatnih odskodnin

Predpostavimo portfelj zavarovalnih polic, ki jih razvnsd v homogene nevarnostne skupine.
Pri tem kot homogeno nevarnostno skupino lahko upoStevadialejansko nehomogeno sku-
pino, ki jo zaradi meSanja, kot smo videli v razdelku 2.1 kaimterpretiramo kot skupino ne-
odvisnih rizikov z isto porazdelitvijo Stevila Skod in ui@ odSkodnin. V takem primeru lahko
enostavno izregunamo, kakSne agregatne odSkodnine za vse police iz Ippitthko pricaku-
jemo v opazovanem obdobiju, npr. enem letuC&kovanim odsSkodninam primerno je potrebno
dolcCiti zavarovalno premijo. Za iztan nevarnostne premije za posamezno nevarnostno sku-
pino zadoga poznavanje Skodne pogostosti in poé¢pee odSkodnine oziroma poznavanje na
osnovi vzorca doléene porazdelitve Stevila Skod in viSine odSkodnin, ki seasajo na eno
zavarovalno polico iz nevarnostne skupine. S poznavanmazpelitve agregatnih odSkodnin
za predvideno velikost portfelja pa lahko iztemamo potrebni varnostni dodatek oziroma var-
nostni koeficient, ki bo zagotavljal, da bo zbrana téhaipremija z dovolj veliko verjetnostjo
presegala agregatne odskodnine.

V realni situaciji imamo vé zavarovalnih vrst, za vsako od njih patvezlicnih zavarovalnih
produktov. Vsak od produktov je aiajno primeren za radhe nevarnostne skupine rizikov.
Tako nas lahko zanimajo agregatne odSkodnine za posamezamnstno skupino znotraj pro-
dukta, za celoten produkt in tudi za celotno zavarovalntovr€e pa gledamo zavarovalnico
kot celoto, nas poleg Ze omenjenih treh nivojev zanimajodgdegatne odSkodnine za skupino
zavarovalnih vrst, ki jih Stejemo med premozenjska zavam@; za skupino zavarovalnih vrst,
ki jih Stejemo med Zivljenjska zavarovanja, in Koo tudi agregatne odSkodnine za vse skupaj.
Tako imamo celo hierarhijo agregatnih odsSkodnin, Sele sigeemjem nizjih nivojev pa lahko
tnost, da bo zavarovalnica po preteku d@onega obdobja nesolventna zaradi izjemno visokih
agregatnih odskodnin.

Zorni kot lahko tudi obrnemo in se vpraSamo, koliko kapitalara imeti zavarovalnica, da
bo po preteku doleenega obdobja zaradi izjemno visokih agregatnih odSkoaesolventna z
verjetnostjo, ki je manjSa od neke mejne, Se sprejemljivietreosti. S poznavanjem porazdeli-
tve agregatnih odSkodnin, ki jo iZtanamo iz porazdelitve Stevila Skod in viSine odSkodnin za
posamezno polico, lahko odgovorimo tudi na to vpraSanje.

Ce razmisljamo o nesolventnosti zavarovalnice, ki je pasteprevisokirgistih agregatnih od-
Skodnin, lahko odpremo nov problem: KakSno pozavarovaa®itn mora pridobiti zavaro-
valnica, da bodciste agregatne odSkodnine v mejah, ki jih difeo v odvisnosti od viSine
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kapitala in Se sprejemljive stopnje tveganja? Seveda Wolahislili tudi na kosmate odsko-
dnine, saj zavarovalnica lahko postane nesolverda prevé odvisna od pozavarovalnice, Ki
postane nesolventna. To tveganje, ki sodi med kreditnaahjagpugamo ob strani. Omenimo

le, da je za obdobje od leta 1980 do junija 2003 znanih le 2&roéov pozavarovalnic (Rein-
surance - a systematic risk, 2003, str. 32);ésar lahko sklepamo, da to tveganje v sploSnem
primeru ni prav veliko, se pa potgje, kar lahko sklepamo iz trenda padanja bonitetnih ocen v
zavarovalniStvu (Insurance company ratings, 2003, syriril@idi v pozavarovalnistvu, kjer so
se celo najbolj kredibilnim in naj\@m pozavarovalnicam znizale bonitetne ocene (European
Reinsurance - The Markets Take Their Bite, 2003, str. 6).

Natar€en izr&un porazdelitve agregatnih odSkodnin je pri predpostalé&iso zavarovalne po-
lice oziroma Skode neodvisne, teoteib enostaven, praktio pa zelo zahteven. V nadaljevanju
si najprej oglejmo dva modela rizikov, nato pa nekaj metdd@kmnja agregatnih odSkodnin.

3.1 Kolektivni model rizikov

Pri kolektivnem modelu rizikov obravnavamo kolektiv riaik ki ga lahko predstavljajo riziki,
kriti z eno samo zavarovalno polico, skupino polic ali celot portfeljem istovrstnih polic.
Izhajamo iz Stevila SkodV, ki nastanejo v posameznetasovnem obdobju in se nanaSajo na
kolektiv, ter iz odSkodninX,, X, ..., Xy. N in X1, X5, X3, ... S0 sli€ajne spremenljivke, za
katere predpostavljamo, da so neodvisneXzaXs, X3, ... pa Se, da so nenegativne in enako
porazdeljene. Pri kolektivnem modelu rizikov indeksuCajne spremenljivkeX; ni povezan s
konkretnim rizikom iz kolektiva rizikov, ampak of@jno pomeni le zaporedno Stevilko odsko-
dnine v opazovanertasovnem obdobju.

O razvoju modela lahko ¥ezvemo npr. iz (Philipson, 1971), o obseZzni literaturi, gzani z
njim, pa iz (Philipson, 1971a).

V nadaljevanju privzemimo, da verjetnostno funkcijoCgjne spremenljivkeéV in porazdeli-
tveno funkcijo sl@¢ajnih spremenljivkX;, X5, X3, ... poznamo. V praksi ju lahko ocenimo
npr. z metodami iz priloge P1. Gidjno je za kvalitetno oceno dovolj odSkodnin, medtem
ko bi na dovolj opazovanih vrednosti letnega Stevila Skodathaelo dolgoCakati. Zato obi-
¢ajno najprej ocenimo porazdelitev Stevila Skod, ki v enetn hastanejo in se nanaSajo na
eno polico, nato pa z upoStevanjem znanega ozirontakwovanega Stevila polic izZtanamo
oceno verjetnostne funkcije slajne spremenljivkéV. To za Poissonovo, negativno binomsko
in binomsko porazdelitev, ki so predstavljene v prilogi RRproblemattno. Zanje enostavno
doloCimo porazdelitev seStevka neodvisnih in enako porazublgucajnih spremenljivk, saj
seStevanje takih shajnih spremenljivk tip ohranja, eden od parametrov pa senudi s Ste-
vilom sestevance\Ce izhajamo iz podatkov zadnjih let, moramo dodatno predpiistda so
Skode prijavljene kmalu po nastanku, ali pa pri oceni up@diéudi nastale, vendar Se nepri-
javljene $kode (IBNR 3kode). Stevilo le-teh lahko dokaj dobcenimo z metodo trikotnikov
(glej npr. Foundations of Casualty Actuarial Science, 1996,180), zato smemo privzeti, da
poznamo Stevilo Skod, ki so nastale v preteklih letih.

Agregatne odSkodning, ki se nanasajo na Skode, nastale v defeemcasovnem obdobju, in
na vse istovrstne police iz homogene nevarnostne skupinenta na vse police iz portfelja
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istovrstnih polic, lahko zapiSemo kot vsoto nakipega Stevila naklftno velikih odSkodnin

N
S = ZXZ’
i=1

pri cemer bomo vedno razumeli, daje= 0, Ce je N = 0. NaSa glavna naloga bo, kako izta
nati porazdelitveno funkcijé’s(x) sluCajne spremenljivké, Ce poznamo verjetnostno funkcijo
slucajne spremenljivkéV in porazdelitveno funkcijo neodvisnih ter enako porazteh) slicaj-
nih spremenljivkX;, X5, X3, ...

Osnovne lastnosti treh pomembnih porazdelitev, sesta/lissonove, sestavljene negativne
binomske in sestavljene binomske, ki so zelo primerne zakkiohi model rizikov, smo ze
spoznali.Ce se nobena od predstavljenih treh porazdelitev za modigligéevila $kod ne ujema
dovolj dobro z nakljgnim vzorcem, lahko uporabimo kaksSno drugo verjetnostm&dijo za
Stevilo Skod, lahko tudi empithno, in z njo po vzorcu, predstavljenem v razdelku 2.2, sesta
primeren model za konkreten problem.

V praksi moramo Skodni proces vedno uravnoteZziti s procegmranja in akumuliranja zavaro-
valne premije. Kolektivni model rizikov je primeren za mm@a zavarovanja, ki jih sklepamo
za kratko obdobje, \@noma za eno leto. Pri takih zavarovanjih obresti, ki sed&b od pla-
Cila premije do izpléila odSkodnine, ne upoStevamo pri izuau tehntne premije. Lahko jih
zanemarimo ali pa upoStevamo pri nadgradnji téhaipremije, tako da jih za aktuarske na-
mene obravnavamo npr. kot delno zmanjSanje obratovalruBlsiv. Model je uporaben tudi za
nekatera dolgof@na zavarovanja. Pravzaprav saménast zavarovalne police ni pomembna,
pomembno pa je, kako olimanavamo zavarovalno premijée jo ob sklenitvi zavarovanja ob-
raCunamo le za prvo zavarovalno leto, nato pa vsako leto oldbagtapremije (ob skadenci) za
naslednje zavarovalno leto, vsakokrat na osnovi dejanstwzptega rizika v naslednjem letu,
potem na dolgoréno zavarovalno polico lahko gledamo kot na enoletno zagmo polico za
vsako zavarovalno leto posebej. Cea premozenjskih zavarovanj sodi v opisani okvir. Van;
pa ne sodijo npr. meSana Zivljenjska zavarovanja, ki krifggiko smrti in doZivetje, pa tudi
ne dolgor@na Zivljenjska zavarovanja s konstantno letno premij&riigjo le riziko smrti. Pri
takih zavarovanjih je zaradi manjSe umrljivosti v prvihitketavarovanja tehtiha premija véja

od dejansko potrebne teltnie premije, iz presezka (hranilnega dela premije) pa s&uwél
matemaiina rezervacija, ki nadomesti primanjkljaj tebme premije v kasnejSih letih. Pri takih
zavarovanijih je potrebno upoStevati obrestcasovno razporeditev stroSkov, ki v zavaroval-
nem obdobju niso enakomerno razporejeni. Pri tovrstnilaasanijin obtajno predpostavke
kolektivhega modela niso izpolnjene, npr. viSine Skod misako porazdeljene, in je zanje bolj
primeren individualni model rizikov.

Ce se omejimo na premozZenjska zavarovanja, je mozno, da ktikolen modelom rizikov
sezemo prav do vrha, torej do agregatnih odskodnin za premgka zavarovanjaCe je za

o

so le izpolnjeni ustrezni pogoji glede neodvisnosti, sagpaj seStevek sestavljeno Poissonovo
porazdeljenih sltajnih spremenljivk spet sestavljeno Poissonovo porgatel

3.2 Individualni model rizikov

Pri individualnem modelu rizikov sicer obravnavamo koiekizikov, ki ga predstavljajo riziki,
kriti s skupino zavarovalnih polic ali celotnim portfeljeistovrstnih polic, vendar spremljamo
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vsak riziko posebej. Vsakemu odrizikov pripada natanko ena od neodvisnih diskretnih slu-
¢ajnih spremenljivkX, X5, ..., X,,. Pri individualnem modelu ni nujno, da bi bile shjne
spremenljivkeX, Xs, ..., X,, enako porazdeljene, zato pa zahtevamo, da imzapgia spre-
menljivka X; verjetnostno funkcijo

1—p;, zax =0 .
PX;,=z) = (1=1,2,...,n),
Di Zal':bi

kjier sob; poljubne pozitivne konstante. Naj o= 1 — p;. E[X;] = p; b;, var[X;] = p; ¢; b2,
GXi(S) = E[SXi] = ¢ + pi Sbi! (sz(t) = E[eitXi] = ¢ + pi eitbi in MXz<t) - E[etXi] =q; +
pi etbi

Spet naj baS = >"" | X; slu€ajna spremenljivka, ki predstavlja agregatne odSkodwiopa-
zovanem obdobju. Potem je

EIS] = Zn:pibi, (3.1a)
var[S] = Zpiqib?. (3.1b)

IzraCunajmo Se rodovno, karakterigtio in momentno rodovno funkcijo

n n

GS(S) = H(QZ + Di Sbi)7 @S(t) = H(qz + Di eitb 7 H Qz + pi €
=1

i=1 =1

Pri nekaterih metodah za aproksimacijo porazdelitvenkdijm F's(z) bomo potrebovali koefi-
cient asimetrijeys, zato s pomgjo end&be (P1.8c) izrédunajmo Squ3[.S]. Dobimo

log Ms(t) = Z log(q; + p;e™),
dlog Ms(t) <~ _pibie™
dt B ~ q; + piet’
*log Ms(t)  ~~ pigbie
dt? B < (¢ + p'e“’i)Q’
d*log Mg(t) Zplqlb?’ e (q; — pie™)
dt3 N + i e“’)

Ko v zadnjo enébo vstavima = 0, dobimo

sz Qz qi — pz b (32)

Momenty;[S], z njim vred pa tudi koeficient asimetrijg;, bi sicer lahko bil negativen, kar pa
je prakttno malo verjetno. Rizikov, kjer bi bil pogaj — p; < 0 oziromap; > 0,5 izpolnjen,
obic¢ajno ne zavarujemo.
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V posebnem primeru, ko jg = pinb, = 1terg=1—p, je Gs(s) = (¢ + ps)", kar pomeni,
da je tedajS ~ Bin(n, p).

Zarazliko od kolektivhega modela rizikov je pri individonam modelu rizikov indeksslucajne
spremenljivkeX; povezan s konkretnim rizikom iz kolektiva, zahtevana ablierjetnostne
funkcije pa pomeni, da se Skoda v obravnavamesovnem obdobju lahko zgodi nagvenkrat.
Ce do $kode ne pride, je ustreznasljna spremenljivk&; pat 0. Individualni model rizikov je
primeren npr. za skupinska Zivljenjska zavarovanja z&aisimrti. Ce je zavarovalno obdobje
eno leto, je v tem primerp, kar letna stopnja umrljivosti z&to zavarovano osebo; pa je
zavarovalna vsotaCe v (pod)kolektiv rizikov zdruzimo vse osebe iste starastspola, za
katere predpostavljamo isto verjetnost smrti, so izpalinysi pogoji za binomsko porazdelitev,
Ce so vse osebe zavarovane za isto zavarovalno vsoto, ligtagimo za denarno enoto.

Zaradi omejitve na premoZenjska zavarovanja se z inditidmamodelom ne bomo \eukvar-
jali. Omenimo le, da zanj agregatne odSkodnine lahkcCimmamo aproksimativno (glej Kor-
nya, 1983; Mc Intosh, 1983; Hipp, 1986), z rekurzijsko folmpa tudi eksaktno (glej De Pril,
1986; Waldmann, 1994)Ce individualni model aproksimiramo s kolektivnim modeloghef
npr. Kuon, 1993), pa agregatne od3kodnine lahkc&imamo po metodah, ki jih bomo predsta-
vili v nadaljevanju. Za primerjavo raznih pristopov glej npr. (Kuon, 1987).

3.3 Eksaktna porazdelitvena funkcija agregatnih odsSkodnin

NajboF(x) = P(X; < z) porazdelitvena funkcija neodvisnih in enako porazdetjshicajnih
spremenljivk X, Xo, X3, ..., f(x) njihova gostota verjetnostipx(¢) njihova karakteristina
funkcija, P(N =n) =p,, n = 0,1,2,..., verjetnostna funkcija sttajne spremenljivkeV,
ki je neodvisna odX;, X5, X3,... in ima rodovno funkcijoGN(sgl. Fs(z) = P(S < x) naj
bo neznana porazdelitvena funkcija&ine spremenljivk& = > "." | X;, fs(x) njena gostota
verjetnosti inps(t) njena karakteristina funkcija. Tedaj je

Fs(x) = P(S<ux) ZP P(S < z|N =n).

Pri danemn je verjetnostP(S < z|N = n) enakan-kratni konvoluciji F**(x), zato zgornjo
ena&bo lahko zapiSemo kot

> ' (x). (3.3)
n=0
Konvolucijo F**(z), ki je porazdelitvena funkcija sbajne spremenljivk® """ | X;, izraunamo

rekurzivno z
0 zaz <O
F>z) =

1 zax >0

F(z) = /_00 F=D(z — 2) f(2)dz (n=1,2,...).

o0

Od tu vidimo, da tudi v primeru, ko j&'(z) zvezna funkcijaFs(z) v tocki z = 0 ni zveznate
je po > 0.
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Ker smo privzeli, da so odSkodnine nenegativnel'je) = 0 zax < 0. Zato je zar < 0 tudi
F*(x) =0zavsakn € N. Kerje f(z) =0zaz < 0in F*"V(z — 2)=0zaz >z >0, se
zgorniji integral poenostavi v

F(z) = /I Fr (e — 2) f(2)dz (n=1,2,...).

0
Z odvajanjem zgornjega izraza in z materoat indukcijo ugotovimo, da je
d F*"(x)

= = f"(x) (n=1,2,...),

kier je f*'(z) = f(x)in
() = /0 PO~ ) f()de (n=2.3,...).

Definirajmo Se
0 zazx#0
fOla) =

1 zax=0
in gostoto verjetnosti sttajne spremenljivké zapiSimo kot

fs@) = > puf(x). (3.4)
n=0

Cejep, =0, je Fi(x) = fs(x) zavsake, Ce pajep, > 0, porazdelitvena funkcij&s(x) zaradi
F*O(z) v tocki 0 ni odvedljiva, ker ima v njej skok za,.

Sluajna spremenljivk&X; + X, + ... + X,, ima gostoto verjetnostf*"(z) in zaradi enébe
(P1.9) karakteristino funkcijo(¢x (t))". Zato zaradi enébe (3.4) velja

ps(t) = Y palex(®)" = Gylpx(t).

Oglejmo si Se primer, ko so stajne spremenljivkeX;, X,, ..., Xy diskretne in imajo pri da-
nemh > 0 verjetnostno funkcijoP(X; = kh) = fx, £ = 0,1,2,... Pri danemn verjetnosti
P(S =kh|N =n), k = 0,1,2,..., izracunamo kotr-kratno diskretno konvolucijo verjetno-
stne funkcijef, K = 0, 1,2,..., same s seboj. Konvolucijf™, k£ = 0,1,2,.. ., ki je verjetno-
stna funkcija slGajne spremenljivkg """ | X;, izratunamo rekurzivno

1 zak=0
0 (3.5a)
0 zak=1,2,...
k
o= Y RYYE S =123, (k=012 (3.5b)
j=0

Naj bog, = P(S = kh). Verjetnostno funkcijo siéajne spremenljivké izraCunamo z

g = Y_pfi" (k=012 (3.6)
n=0
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Teorettno smo problem iz&una porazdelitvene funkcijes(z) sluCajne spremenljivkes' in
njene gostote verjetnosfi(x), oziroma verjetnostne funkcijg, £ = 0, 1,2, .. ., reSili. Vendar
v praksi r&unanje po ertbah (3.3), (3.4) in (3.6) tudi z uporaboCumalnikov ni enostavno,
v skrajnih primerih pa sploh ni izvedljivo v razumneiasu, ker je Stevilo potrebnihdanskih
operacij preveliko.

Recimo, da raunamo z diskretno porazdelitvij, £ = 0,1, 2, ..., in nas zanimajo verjetnosti
g k=0,1,2,...,m. Cejef, > 0, potem bi v sploSnem primeru teof&@io morali izr&unati
vrednostif;”, k =0,1,2,...,m, za vsakn > 0, kar pomeni neskamo operacij, seveda pa bi

v praksi vsoto réaunali le do nekega dovolj velikega Ce pajef, = 0, potem jef;" =0 za
vsakn > 1, seStevek v&kot m sluCajnih spremenljivk pa je vedno &g od mh, zaradiCesar
je fi*=0zak <minn > m. Zato zado&a, da izréunamof;" zan,k = 0,1,2,...,m. Pri
danemn in k za racionalen izfgun po enabi (3.5b), ko Ze vnaprej vemo, daza=0inj =k
dobimo0, zadogak — 1 mnoZenj, seStevanja pa kar(zanemarimo. Pri dangmete&e & vre-

dnosti odl dom, zato potrebujemd ;" |, (k—1) = qu) mnoZenj. Kem tece od1 dom,

je za izr&une po enébi (3.5b) skupaj potrebniﬁﬂ(’;;” oziromaO(m?) mnoZenj, za izra-
¢un po enébi (3.6) pa potrebujemo €&(m?) mnozenj. Tako je skupnéasovna kompleksnost
postopkaO(m?).

Vzemimo Se primer, ko jg, = 0 zak > r. V takem primeru oldiajno r&unamo zm = sr,
kier je s odvisen odE[N] in E[X;]. Ce je f, > 0, bi tudi tokrat teoreino morali izr&unati
vrednostif;™, k =0,1,2,...,m, zavsak: > 0, kar pomeni neskamo operacijCe je f, = 0,
pa z racionalnim réunanjem lahko prihranimo nekaj operacij. Tako je pri daneaiovolj,
ce k teCe od1 do min{nr,m} = r min{n, s}, v en&bi (3.5b) pa je dovolj¢e j teCe od1 do
min{k—1,r}. S podrobnej$o analizo ugotovimo, da je tokrat do@ul§* ) oziromaO (m? r)
operacij.

V naslednijih razdelkih je predstavljenih nekaj aproksiijsdh metod na osnovi znanih mo-
mentov porazdelitve agregatnih odSkodnin, metoda z&uzrgostote verjetnosti iz znane ka-
rakteristtne funkcije, rekurzijska metoda in metoda simulacije. FomoZni postopek pa si
najprej oglejmo enega od éiaov za konstrukcijo verjetnostne funkcije iz porazdaite funk-
cije.

3.4 Ekvidistantna diskretizacija porazdelitvene funkcije odSkodnin

Nekatere od metod za iZran agregatnih odSkodnin, ki so predstavljene v nadaljayaah-
tevajo, da so vse odskodnine mnogokratnik neke najmanSieoddineh. Ce zah vzamemo
denarno enoto ali njen del, je zahtevani pogoj avtotnatiizpolnjen, vendar je potem Stevilo
potrebnih r&unskih operacij tako veliko, da iZtan agregatnih odSkodnin pratio ni izve-
dljiv. Zato moramo izbrati primerno velik korak in izraCunati verjetnostno funkcijo viSine
odSkodnin. Ohiajno empirtne podatke o porazdelitvi odSkodnin najprej zgladimo,ns ta
poi&emo dobro prilegajm se porazdelitveno funkcijp(z), ki jo nato ekvidistantno diskreti-
ziramo. Tu opisano metodo pa lahko uporabimo tudi na egpipgorazdelitveni funkciji, kadar
razmiki med skoki niso enakomerni, ne da bi jo prej zgladili.

Gostoto verjetnosti(x) zvezne nenegativne slajne spremenljivké& s primerno izbranim ko-
rakomh nadomestimo z verjetnostno funkcifp = P(X = kh), k = 0,1,2,...,r. Vrednosti
frx lahko izr&unamo na V& n&inov. SeStevek gostote verjetnosti s posameznega lajalne
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intervala dolzineh lahko prestavimo v eno od krafidntervala, ga po dofenem pravilu raz-
delimo na obe kraji§, lahko pa tudi na vietock mreZe s korakom. Tu si bomo ogledali tako
razdelitev na obe kraji$ intervala, ki ohranja prispevek intervala®{ X |. Zaradi omejitve na
koncni interval dolZinerh bo matematino upanje po diskretizaciji z opisano metodo v splo-
Snem primeru vedno manjSe @ X |, vendar poljubno bliz#[X], €e bo ler dovolj velik in
FE[X] < 0.

Predpostavimo, da smo izbrali dovolj velik, ..., za katerega j&'(x,,,. ) dovolj blizu 1. Interval
(0, Tmar] razdelimo nar intervalovly = (kh, (k+1)h), k= 0,1,2,...,r—1, dolZineh = Zmaz,
Verjetnost z intervald, bomo prestavili v levo in desno mejnockon. Tako bomo v vsako
tocko kh, k = 0,1,2,...,r, dobili a; z leve inb, z desne, prtemer je za skrajno levo ¢&o
ap = F(0) in za skrajno desny. = 1 — F'(rh). Intervall, k = 0,1,2,...,r—1, nakaterem je
verjetnostF'((k+1)h) — F(kh), prispevaklevi taki by, k desni pau, 1. Prispevek intervald,
k matemattnemu upanju v wsmf( )k x f(z) dx smo tako nadomestili s prispevkoin by,
leve take in prispevkonik + 1)h a1 desne toke. Naj bo

dy = F((k+1)h)— F(kh)

1 (k+1)h
er = —/ x f(z)dx
h Jn

(k=0,1,2,...,r —1).

Privzeli smo Ze, da je, = F'(0), iz en&bed), = by + a1 pa dobimo
aps1 = dp — b, (k=0,1,2,...,r—1).
Zaradi ohranjanja prispevka intervalak matemattnemu upanju je
e = kbp + (kK + Dagyr = kb + (K + 1)(dp — b)) = (k+ 1)dp — by,
od koder dobimo
be = (k4 Ddp —en  (k=0,1,2,....r—1),
Ze na zaéetku pa smo privzeli, = 1 — F(rh). Kerjezak = 0,1,2,...,r — 1

1 (k:-‘rl)h 1 (k‘—i—l)h 1 (k‘—i—l)h
5 / kh f(x)dx < 5 / x f(x)dr < 7 / (k+1)h f(z)dx
k k k

h h h
Je kdp <ep, < (/{—i- 1) di ter0 < (k’—i— 1) dp—ep < (k—i— 1>dk —kd;, = d,, oziromal < b < dj.
Zato je0 < dj,—by < dj, 0ziromal < agyq < di. Ce upoStevamo 3g = F'(0) > 0inb, = 1—
F(rh) > 0,je fy =ar + b, > 0zak=0,1,2,...,7rin

r T r—1 r—1
D fe=) (an+b)=ao+ > (app +b) + b =F0) + Y dp + 1 — F(rh) =1.
k=0 k=0 k=0 k=0

Pri matematinem upanju ekvidistantno diskretizirane porazdelitve

—

s r—

> fekh = Z(ak—l—bk)kh = hY (bpk+ap(k+1) + brh =

0

= hZek+ (1 — F(rh))rh

w
o
B
Il
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smo na réun v takorh prestavljene verjetnosti— F'(rh) od tackex,,., = rh do neskognosti
ustvarili primanjkljaj v matematinem upanju v visini

/OO v f(@)de — vh(1— F(rh)) = E[X] — /0 v f(@)dz — rh(1— F(rh)),

h

kar pa ni n€ drugega ko[ X | — E[X; rh).

Za vse porazdelitve, ki jih obravnavamo v prilogi P3, ols&lsplicitni izraz za [ X ; M] (glej
npr. Hogg, Klugman, 1984), zato predpostavimo,/|J& ; M| znamo izr&unati. Potem lahko
zapiSemo postopek, po katerem iskane verjetnQst a, + by izracunamo rekurzivno, ne da
bi morali vnaprej doléiti x,,.,. Dinamicno bomo dodajali po en interval in se ustavili, ko nam
bo doseZena natéanost zado&la, oziroma takrat, ko bo Stevilo intervalov (iteracigseglo
neko dovolj veliko zgornjo mejoCe pa nas bodo zaradi $kodno presezkovnega pozavarovanja
zanimaleCiste agregatne odSkodnine, bomg,, izendili s prioriteto in odstopili od dinand
nega ustavljanja. V takem primeru ni potrebno, d&'je,,...) dovolj blizu 1, diskretizacija pa
je smiselna tudi v izjemnih primerih, ko matent@ato upanje kosmatih odSkodnin sploh ne ob-
staja. Matematino upanjeistih odskodnin, r&unano iz diskretizirane porazdelitve, bo enako
matemattnemu upanju, unanemu iz zvezne porazdelitve.

Algoritem 1: Ekvidistantna diskretizacija porazdelitvene funkcije&kaldnin

Algoritem diskretizacija
begin (* Diskretizacija *)
h := korak
Tmae = dovolj velika vrednost, ki je mnogokratmik
if Zelimo dinaméno ustavljanjehen begin
e := E[X] x dopustna relativha nenatancnost
kmaz := primerno veliko Stevilo korakov
end
else begin
€ :=0;

.— Zmaz

kma:v' h !

end;

a = F(0);

k:=0;

repeat
d:=F((k+1)h)— F(kh);
=L [ x f(x) dx;

~ n Jkh
b:=(k+ 1)d — ¢
ka:a+b;
a:=d — b;
k=% + 1;

until (E[X] — E[X;kh] <e€)or (k= knaz);
fri=a + 1 — F(kh);
r:=k;

end. (* Diskretizacija *)

23



V algoritmu 1, ki je zapisan v psevdokodu, smo izpustili negono indeksiranje pomoznih
spremenljivk.

Postopek je uporaben tudi v primeru, ko namesto porazdeltyunkcijeF'(z) oziroma njene
gostotef(z), ki smo ju dol&ili po metodah iz priloge P1, uporabimo kar véoo stopntasto
porazdelitveno funkcijo. 1z vzorca, zs, . . . , x,, jo sestavimo ko¥'(z) = % Exk <. L. Vtem

- - _ 1
primeru jee, = — Zkhqk < (k1)h Tk

Pri danen,,,... je izbira korakah obiCajno kompromis med naténostjo in Stevilom réunskih
operacij algoritma, s katerim bomo dobljeno diskretnoetmgstno funkcijo naprej obdelovali,
zato konkretnih napotkov na tem mestu ni mogalati.

Ekvidistantno diskretizacijo je moge narediti tudi tako, da ohranimo vrednost w®t enega
momenta, kar je opisano npr. v (Klugman, Panjer, Willmot98.9str. 314). Tam je tudi
opomba, da nat&most, dobljena z izeévijo prvih dveh momentov, oBajno zado&a, izena-
Citev tretjega momenta pa natanost le nepomembno izboljSa. Glede na dejstvo, da predsta-
vljena diskretizacija pov@& originalno varianco (Daykin, Pentikdinen, Pesonen4189. 505),

Smo z uporabo opisane metode oziroma bolj tvegane poraztedi funkcije na varni strani.

3.5 Aproksimacije na osnovi znanih momentov porazdelitve
agregatnih odsSkodnin

V tem razdelku predstavljamo nekaj enostavnih metod zakapmranje porazdelitvene funk-
cije Fs(z) agregatnih odSkodnis. Predpostavili bomo, da poznamo mate@rabi upanje
us = E[S], variancoo? = var[S] in koeficient asimetrije/s = “j—[f} Za Kkolektivni model rizi-
kov vse tri potrebne parametre lahko @uaamo z engbami (2.2a), (2.2b) in (2.2c¢), za indivi-
dualni model pa z ertdami (3.1a), (3.1b) in (3.2).

Predstavljene metode so bile zlasti pomembasu, ko ni bilo niti dovolj hitrih raunalnikov
niti boljSih metod za izréun. Danes so svoj prvotni izjemno velik pomen izgubile, &dno
pa so uporabne zaradi enostavnosti in s tem povezane himaguna. Njihova velika slabost
je, da ne obstajajo analiie ocene napak, zaratksar je pri reSevanju delikatnih problemov
potrebna velika previdnost. Izvirni greh vseh tovrstnintaage citno dejstvo, da dobimo isto
porazdelitveno funkcijo za vse primere, ki se ujemajo v pekéetnih momentih. V sploSnem
primeru porazdelitvena funkcija celo z vsemi momenti nilgirm dol&ena (Gnedenko, 1976,
str. 189), kaj Sele s prvimi tremi. Do kaksnih razlik lahkedgrzaradi t. i. problema momentov,
glej npr. (Kaas, Goovaerts, 1986, str. 79) in (Pentikaii®8,7, str. 18).

3.5.1 Normalna aproksimacija

Porazdelitveno funkcijafs(z) sluCajne spremenljivkes = Zfil X; najlaze aproksimiramo
tako, da predpostavimo normalno porazdelitev, t6rej N(us, o2).

Normalna porazdelitev ima koeficient asimetrije= 0 in vse centralne momente lihega reda
0. Njena gostota verjetnosti je simé&ma. Zato v sploSnem ni ravno najboljSa aproksimacija
za porazdelitev agregatnih odSkodnie,vs # 0. Relativno nataéna je le pri aproksimaciji
agregatnih odskodnin s koeficientom asimetrije, ki je zéipub). Normalna aproksimacija
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temelji na centralnem limitnem izreku, zato je primernaraakko za neodvisne in enako po-
razdeljene sléajne spremenljivkeX;, X5, X3, ... zaporedje porazdelitvenih funkcij slajnih
spremenljika?:lgf);ﬂ_ Xl dovolj hitro konvergira kd(z). To pa je predvsem pri mndiiih
zavarovalnih vrstah, {jer je tudi Skod veliko, pri tem paimsSodskodnin niso pregehetero-
gene. Previdnost pri aproksimiranju z normalno porazadglije potrebna zlasti v primerih,
kadar je porazdelitev viSine odSkodnin precej pozitivniona¢riCna, portfelj pa je majhen, in
takrat, ko je portfelj sicer velik, vendar je v njem polegiketa Stevila standardnih polic tudi
majhno Stevilo polic, s katerimi pa so kriti nestandardrnira@ma mnogo Vvéji riziki. Lep ilu-
strativen primer navajajo Hossack, Pollard, ZehnwirttO@,%tr. 256).

Kljub mnogim pomanikljivostim je normalna aproksimacijaarabna za hitro oceno inter-
vala, na katerem lahko @akujemo agregatne odSkodnine. Pri predpostavki N(ug,0%)

je Fs(x) = ©(*;L) ter pri danemAS
< ﬁ) = 2 (ﬁ) — 1.
og gg

Ce predpi§emo stopnjo tveganjanpr. 1 odstotek, bodo agregatne od3kodnine z verjetnostjo
1 —enaintervalup — AS, u+ AS], priCemerizl —e =2 <§—5> — 1 izraCunamo

S — ps
0s

Plls - sl <as) = P(]

AS == O'SCI)_1<1—E).
2
Iz varnostnih razlogov nas atajno Se bolj kot interval, na katerem lahkoGatkujemo agregatne
odSkodnine, zanima ocena kéitie viSine agregatnih odsSkodnip, za katero je pri dani stopnji
tveganjae
P(S>z) = e

Pri Se sprejemljivena, npr. 1 odstotek z& enkrat na 100 |&t, kriticno viSino agregatnih odSko-
dnin z. dobimo z reSitvijo enébe

1 —¢ = Fs(z) = @(xf_“s),

gs

Kije
T. = pg + os® N1 — e).

Za hiter in v tem primeru tudi dovolj nat&an izr&un vrednosti®(x) in ®~'(z) glej npr.
(Abramowitz, Stegun, 1972, str. 932, éba 26.2.17, in str. 933, etlaa 26.2.23).

Zadnji primer uporabe normalne aproksimacije nam ilustkijucno vprasSanje, na katero bi
radi znali odgovoriti. Prav zaradi odgovora na to in na pa@otprasSanja je potrebrm bolj
natartno poznati porazdelitveno funkcijgs(z), da bi jo lahko uporabili namestb(x).

3.5.2 NP-aproksimacija

Slabost normalne aproksimacije izvira iz dejstva, da wp@se matematno upanjeg:s in vari-
ancoc?, zanemarja pa koeficient asimetrije. To slabost Zelimo z NP-aproksimacijo (Normal
Power) s postopkom simetrizacije odpraviti. Poiskatiraelitako transformacija@” = h(S)
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slucajne spremenljivkeS, da bo gostota verjetnosti glajne spremenljivk&” ¢im bolj sime-
tricna oziromaim blize gostoti verjetnosti standardizirane normalneapdelitve. Na ta n&n
bomo porazdelitveno funkcijés (x) slu€ajne spremenljivk&€ = h~!(Y") lahko relativno dobro
aproksimirali sFs(z) ~ ®(h(x)).

NajboZ = % standardizirana stiajna spremenljivka, za katerojg 2] = 0 in var[Z] = 1.
Standardizacija ohranja koeficient asimetrije, zatgje= vs = v, in tudi koeficient splo&no-
Stiy[S] = “i[s] 3=l _ 3 — ~,[Z] = ~,. Porazdelitveno funkcijd’; (z) standardizirane

slucajne spremenljlvkéZ IZahko formalno razvijemo v Edgeworthovo vrsto, ki s€za s

Fyz) = @) — La® (@) + %@4)(1«) -

Tu je ¢(z) = ®'(x) = V%_ﬂe‘%ﬁ, Hy(x) = 2% — 1in Hs(x) = 2® — 3 pa sta dva od Her-

mitovih polinomov, ki so zan = 0, 1,2, ... definirani z engbo £ ¢>(:r) = (=1)" Hy(x) ¢(x).

Teorettno ozadje razvoja v Edgeworthovo vrsto si lahko ogledamo np(Kendall, Stuart,
1977, str. 169) ali (Gerber, 1979, str. 60)¢etek vrste za porazdelitveno funkcijo zZv@eni,

kot jih navajamo tu, pa v (Abramowitz, Stegun, 1972, str.,93%&ba 26.2.48).

Kriti Cno vrednost., kireSien&boF,(z) =1 — ¢, izraCunamo z obratom Edgeworthove vrste
oziroma s Cornish-Fisherjevo vrsto (glej Abramowitz, Stegl972, str. 935, erida 26.2.49)

2
Y Y
(12 — 1) + =2 — 3y) — 2= (29 — 5y) + ...,

F 1= = we+ 24 36

=2

kier je y. = ®7'(1 — ¢). Na osnovi te vrste bomo izbrali transformacijo= 1='(Y") ter z
obratom dobiliy” = A(S5).

Ce zahtevamo, da je inverzna funkdijal (Y") polinom in se zadovoljimo s prvo stopnjo, potem
dobimoZ =Y, s tem pa normalno aproksimacijo, ki jo lahko imamo za NPblgimacijo.
Ce naj boh~1(Y") polinom druge stopnje, dobimo NP2-aproksimacijo, za katgamemo

z = Y+%(Y2—1).

Z obratom, pricemer upoStevamo ggga od obeh korenov kvadratne ébe, dobimo

Yy = —§+\/%+1+§Z,
Y Y Y
pri Cemer mora bitZ > 0, Ce naj bo aproksimacija dobra.
Ce naj bo~!(Y) polinom tretje stopnje, dobimo NP3-aproksimacijo, za kateamemo

Y oo Y2 Y’ 3
7 = Y+ 21?21+ 2w -3v)- L@y -s5Yy).
+ 5 )+ 54 3Y) — 35 ( 5Y)
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Ta aproksimacija pa ni ¥etako enostavna, saj je treba za @raY reSiti en&bo tretje stopnje.
Povrhu pa se tudi naténosti ne izboljSa, razen za majhn@ekje dous + 205 (Berger, 1972,
str. 92). Zato bomo pod NP-aproksimacijo v nadaljevanjumaai NP2-aproksimacijo.

Ce se vrnemo k skiajni spremenljivkiS, potem je z&5' > g

S = W) = s tos (Y 207 - ),
6
3 9 6 S —
Y = h(S) = -S4 5 +14-2. 25
v v Y s

Z navedeno transformacijo €lajno spremenljivkoY” dobro priblizamo standardizirani nor-
malni porazdelitvi, vendar le z& > ugs. Zaradi te omejitve je NP-aproksimacija uporabna
le za desni del porazdelitvene funkcije agregatnih odSkpda nas pravzaprav edini res za-
nima. Ce naj bo aproksimacija dobra, je Se dodatna zahteva, nacledfy ne presegd.

Ce pa se zadovoljimo z manjSo natanstjo, je Se sprejemljiva mefa(Pentikdinen, 1977, str.
285), Sundt (1993, str. 146) pa navaja ckl®orazdelitve agregatnih odSkodnin imajodajno
pozitiven koeficient asimetrije, zato ga navzdol ni potiebmejevati.

Ce nas za dani > g zanimaP(S < ), izratunamo
P(S<xz) = Fs(x) ~ (h(x)),
Kriti €no viSino agregatnih odSkodnin pri dani stopnji tveganja dobimo z reSitvijo enébe
1 —c ~ ®h(x),
kije x. ~ h=1(®7!(1 — ¢)). Izratunamo jo v dveh korakih

Ye = (I)_l(l - 6)7
Y

T ~ g + og <ye+g(€2— 1)) (3.7)

NP-aproksimacija je z razvojem natarejSih metod, ki pa zahtevajo zmogljiveCtenalnike,
svoj nekdanji pomen izgubila, vendar je Se vedno primernaitza ocenjevanje. Je enostavna
in za majhney dovolj natagna (glej npr. Kauppi, Ojantakanen, 1969; Pentikaineny),9¥mo-
goca pa tudi analiine izr&une (glej Berger, 1972). Zanimivo je, da sicer teZi k iZatva
prvih treh momentov sktajne spremenljivkeS in h~1(Y), kjer je Y ~ N(0,1), vendar ne
temelji na dejanski izertitvi. Ce primerjamo prve tri Z&etne momente shajne spremen-
livke Z = S;—gS ki s00, 1in v, s prvimi tremi z&etnimi momenti slGajne spremenljivke

Y + 3(Y? - 1),Y ~N(0,1), kiso0, 1 + ]—; in~y + % vidimo, da se ne ujemajo, razlika
pa raste zy. MogaCe je naijti taka koeficienta in b, da prve tri momente s@iajnih spremen-
livk ZinaY + b(Y? — 1), Y ~ N(0,1), izen&imo. Vendar v izréun vloZimo vé& truda,

aproksimacije pa ne izboljSamo (Ramsay, 1991, str. 150).

3.5.3 Aproksimacija s premaknjeno gama porazdelitvijo

V splosnem primeru skiajne spremenljivke ne moremo aproksimirati s slajno spremen-
ljivko X ~ T'(a, \) tako, da bi s&5 in X ujemali v matematinem upanju, varianci in koefi-
~ 2
. . N . o ) . u2
cientu asimetrijeCe izen&imo us = pux = § in 0g = 0% = 13, dobimoa = é in\= ’;—g S
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tem pa je dolden tudi koeficient asimetrijgy = % = 2:: ki se v sploSnem primeru ne ujema

zvs. Ce paizendimoyg = vx = % in 0% = 0% = %, dobimoo = % in\= ‘0/—5 s tem pa

je dolcCenux = § = ogy/a = % ki se v sploSnem primeru ne ujema:z. Drugi pristop
ima prednost pred prvim, ker varianca in koeficient asifeetrista ofgutljiva na premik. Zato
ima sltEajna spremenljivkd” = S + d enako varianco in koeficient asimetrije ktin X. Ce
izberemod = o5 v/a — ug, S€Y in X ujemata tudi v matemdtnem upanju. Zato je smiselno
Fy (z) aproksimirati sF'y ().

Zaradi lazjega raunanja slGajno spremenljivkaS standardizirajmo.Z = % E[Z] =0,
var[Z] = 1. Koeficient asimetrije tudi na razteg ni@ltljiv, zato jey, = ~s. Sedaj so parametri
o= ,;% A =+aind=/a.NajboY = Z + \/a in predpostavimo, da j&y (z) ~ Fx(z). Z
S
upoStevanjenty (z) = I'(a; A z) = T'(«; v/ x) zaradi
Fz(z) = P(Z<z) = PZ++vVa<z+ya) = PY <z+ )

lahko Fz(z) aproksimiramo @ zaz < — /«, sicer paz

Fy(x) I'( +xya) ! /aﬂft“‘l “tdt

xZ ~ ;o T\« = e € .
’ I(a) Jo
Kriti €no visSino agregatnih odSkodnin pri dani stopnji tveganja dobimo z reSitvijo enébe
1 —¢ = Tajatzva) = T(ou).

Najprej izr&unamou, = I'"'(a; 1 — ¢), nato pa Se

Ue — O
Ze = )

Ja

Te = Mg + 05 2.

Aproksimacija ima to lepo lastnost, da je za razne péaliuporabe porazdelitvene funkcije z
njo relativno lahko operirati, ker je funkcijg(x) s svojimi izpeljankami vred teoréino dobro
obdelana. Primer uporabe je razviden npr. iz (Seal, 1978)eal, 1978a, str. 54) oziroma v
(Seal, 1977) pa je na osnovi primerjave izrazeno mnenjee @plijoksimacija s premaknjeno
gama porazdelitvijo boljSa od NP-aproksimacije. Mnenjam pa so deljena. Primerjave, ki
jih navaja Pentikainen (1977), ne kazejo bistvene predeastaproksimacije pred drugo.

Aproksimacija, ki pod doléenimi pogoji konvergira k normalni porazdelitvi (Bowersadt,
1997, str. 337), pa ima tudi pomanijkljivosti. #z> — /a namr& slediS > pgs — % kar

pomeni, da v primeru, ko jes — % < 0, dopug&a tudi negativne agregatne odskodnine, kar
pa dejansko ni moge.

3.5.4 Aproksimacija s transformirano gama porazdelitvijo

Najprej si pripravimo teren in za stajno spremenljivkoX ~ TT'(«, A, 7) S pom@&jo prvih treh
za&Cetnih momentov
L) I(a+2) I(a+2)

My = ——S= ms = —ao

X T(a) 7 A T()
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izraCunajmo varianco

T(@)T(a+2) — T(a+1)?
A2 T(a)? ’

O'2 = My — mf =

centralni momenti; = m3 — 3mym; + 2m3

T(@)’T(a+2) — 3T(a)T(a+ L) T(a+2) + 20(a+ 1)’

fa = 2 T(a)® ’
koeficient asimetrije
113 P(a)’T(a+2) — 3T(a)T(a+ ) T(a+2) + 2T(a+ 1)’
Tl (D) T(a+2) - Ta+1))
ter kvadrat koeficienta variacije
g o _ T@le+d
mi Do+ 1)? '

Koeficienta variacije in asimetrije nista odvisna od paraeng kar bomo izkoristili in parame-
tra o ter 7 povezali s sistemom dveh &g od katerih prvo Ze imamo, drugo pa lahko z malo
truda preverimo

() D(a+ 2)

2
R
[(a+ 1)

NGRS %) F(a)Q‘

3 2
voo + 30" +1 =
F(a+—1)3

V zgornji en&bi vstavimoyg za~y in g = Z—g zap, nato pa enebi reSimo. Za reSevanje lahko
uporabimo npr. Newton-Raphsonovo metodo, opisano v raadek8. Z znanima parame-

1
Hoty)

tromac in 7 izraCunamo Se\ = Z(S F(a)). S tem izenéimo matematino upanje, posredno pa
tudi varianco, saj je? = (us 0s)*.

Zgorniji sistem enéb ni vedno resljiv, kar naj bi bilo odvisno od razmerij medmemnti. Tako
npr. pri zelo majhnem koeficientu variacije in velikem komditu asimetrije ni resljiv (Venter,
1983, str. 192). Prav tako naj bi bjl > ¢ potrebni pogoj za resljivoste jeo > 1,25 (Venter,
1983, str. 165), kar pa v praksi ni videti pomembna omejiterden, Klinker, 1984, str. 27).
Ce zgorniji sistem eri ni redljiv, aproksimacija s transformirano gama poréizdie paé ni
ustrezna metoda za iZran agregatnih odSkodnin. Izbrati je potrebno kakSen dradeh

Kriti €no viSino agregatnih odSkodnin pri dani stopnji tveganja dobimo z reSitvijo enébe
1 —€¢ = DNas(Az)™) = T(ogu).

Najprej izr&unamou, = I'"1(a; 1 — ¢€), nato pa Se

1
Ue
T = —.

A
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3.6 lzraCuni na osnovi inverzne Fourierove transformacije

Problema, kako izi@unati porazdelitveno funkcijés(z), se lahko lotimo tudi tako, da iz znane
karakteristtne funkcijeps(t), ki enolicno dol@&a fs(x), najprej izr&unamofs(z), nato pa z
integriranjem S&5(x). Zato si oglejmo, kako v sploSnem primeru iz karaktetisti funkcije
diskretne sltajne spremenljivke izGanamo njeno verjetnostno funkcijo oziroma iz karakteri-
stitne funkcije zvezne stiajne spremenljivke njeno gostoto verjetnosti in porangerio funk-
cijo.

Za diskretno slajno spremenljivkaV je karakterisitna funkcijapy(¢) Fourier-Stieltjesova
transformiranka verjetnostne funkcjjg, £ = 0, 1,2, . .. Le-to iz znane karakterigtne funkcije
izratunamo z inverzno Fourier-Stieltjesovo transformacijepéebi

1 (R
o = lim—/ e " o (t) dt (k=0,1,2,...),

ki se za slgajno spremenljivkaV z zalogo vrednostN poenostavi v

I
o= 5o _We *on(t)dt (k=0,1,2,...).
Za zvezno sltajno spremenljivkaX s porazdelitveno funkcijd”(z) je karakterisitna funk-
cija px(t) Fourierova transformiranka gostote verjetngti). Le-to iz znane karakterigtie
funkcije izr&€unamo z inverzno Fourierovo transformacifoe jeffooo lox(t)] dt < oo, potem
je F(x) absolutno zvezng;(x) pa zvezna. lzr@unamo jo po eribi

1 - —itx
flz) = e " ox(t)dt.

21 ) o

Ce integral razbijemo na integral edso do 0 in od 0 do oo ter v prvem integralu vpeliemo
novo spremenljivko, ki se od prvotne razlikuje le v predamakobimo
1 oo

flo) = o i (€™ px(—t) + e px(t)) dt.

vx(t) je v sploSnem kompleksna funkcija realne spremenljizkea katero pa vedno velja
vx(—t) = @px(t). Zato lahko zgornji integral zapiSemo tudi kot

f@) = 2+ /OOORe[e_mgoX(t)]dt.

s
V sploSnem primeru velja, da je zattm z, v kateri je funkcijaF'(x) zvezna,

1
F(z) = lim lim —/

y——00 R—oo 27 J_p vt

R e—zty _ e—zt:v

px(t)dt.

Ce je [~ |ex(t)] dt < oo, potem je tudi funkcija pod integralom absolutno integiraoha vsej
realni osi in zgornjo erébo z malo truda lahko predelamo v

L1 [mePex(=t) — e ox(t) |
2 " 2rx ), it

t,
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Ce pa upoStevamo §ey(—t) = px(t), dobimo

Flz) = % - % /0 h Im[eit: ex(®] 4y (3.8)

Vrnimo se k sléajni spremenljivkiS, ki je zvezna, kadar j@(N = 0) = py = 0, sicer pa je
meSana. V obeh primerih jo lahko zapiSemo Kot (1 — py) S1 + po Se, Kjer je S; zvezna
slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo

0 zar <0
Fg (x) =
Sl( ) Fs(x) — po zar >0
1 - po =

ter S, od S} neodvisna diskretna stajna spremenljivka z verjetnostno funkcifgS, = 0) = 1.
Ker je pg(t) = Ele(1-p0)Sitpos2)] — pleit(1=ro)S1] Bleirod2] = g ((1 — pg)t) @s,(pot) in j
vs,(t) = 1, je ps(t) = ps, ((1 — po) t) 0Ziromays, (t) = gps(l_tpo). Iz absolutne integrabil-
nosti g, (t) na realni osi sledi absolutna integrabilngsf(¢) in obratno. Tako ni nobene po-
trebe, da bips(t) ratunali po ovinku, tako da bi po edli (3.8) izr&unali Fg, (z), nato pa

Fs(ZL’) =po + (1 —p0> Fgl(l') zaxz > 0.

V sploSnem primeru je tnanjeFs(x) po en&bi (3.8) zahtevno, v dolenih posebnih pri-
merih pa je enéba dobro izhodi& za prakiine izr&une, kar si bomo ogledali v naslednjem
podrazdelku. Pri tem bomo naredili Se en korak, ki je v prakkrat nujen. UpoStevali bomo
dejstvo, da jamstvo zavarovalnice Ghjno ni neomejeno. Zato ima porazdelitvena funkcija
F(z), za katero smo do tu predpostavljali zveznost, v negkitekok na kogno vrednost 1.
Analogno je v primerih, ko je jamstvo zavarovalnice neomejeziroma tako visoko, da je
potrebno Skodno presezkovno pozavarovanje s prioritétaanimajo pa nas léiste agregatne
odskodnine, ki bremenijo zavarovalnico.

Kadar jeX meSana skéajna spremenljivka, ker imé(x) skok v taki M, porazdelitvena funk-
cija agregatnih odSkodnin nima skoka le €ko0, Ce jep, > 0, ampak tudi v vseh mnogokra-
tnikih M. Tudi v takih primerih pa je erida (3.8) uporabna.

3.6.1 Heckman-Meyersova metoda

Naj bo NV slucajna spremenljivka z rodovno funkcif@y (s), ki modelira Stevilo odSkodnin, in
X slutajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijgz), ki modelira viSino posameznih od-
Skodnin,0 = To< 11 < ... < Ty, Ij, = (xk,xk+1] in P(l’ € Ik) = F($k+1) — F(.fl)'k) = fk,
k=0,1,2,...,r— 1. Intervali I, so lahko razfnih dolzin. Stevilo intervalov in meje dolo-
&imo tako, da lahkd”(z) dobro aproksimiramo z odsekoma linearno funkci@e so odsko-
dnine navzgor neomejene, dolmo z, tako, da bof, =1 — F(z,) =~ 0, sicer pa naj ba,
enak maksimalni zavarovalni vsoti. V tem primeru bo v spéarf, > 0. Analogno ravhamo,
Ce Zelimo ugotavljati vpliv Skodno preseZzkovnega pozawar@a na agregatne odSkodnine. V
tem primeruz, izen&imo s prioriteto.

Porazdelitveno funkcijd”(x) aproksimirajmo z odsekoma linearno funkcit (z), ki se na
tockahzy, £ = 0,1,2,...,r — 1, ujema sF'(z), vV z,, kjer ima F'(x) skok zaf,, Ce je f. > 0,
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pa se ujemata levi limiti. Tako je nig gostota verjetnosti, = xkjk_xk, k=0,1,2,...,r— 1.
IzraCunajmo karakteristno funkcijo

r—1 Th1 ) ) r—1 eit.z‘k+1 _ eitxk )
o) = [ deede g e = g S
k=0 7 %k k=0 L
ki jo razcepimo na realni in imaginarni del
r—1
1 _ :
A(t) = Re[px(t)] = ;de (sin(t zpey) — sin(tag)) + f, cos(tx,),
k=0
r—1
1 .
B(t) = Im[px(t)] = ;de (cos(tzy) — cos(tapsr)) + fr sin(tz,).
k=0

Poi&imo Se karakteristno funkcijo sl¢ajne spremenljivkg%, pri kateri kot enoto za velikost
agregatnih odskodnin upostevamo standardni odkipmgregatnih odskodnin. Iz definicije
karakteristtne funkcije vidimo, da je iskana funkcija k@g(é). ZapiSimo jo v polarnih koor-
dinatah

o(2) = () - () () - o

Po end&bi (3.8) izr&unajmo S&s(x). Ce vpeliemo novo spremenljivko= ¢ o5, dobimo

1 1 % 1 —iux/og 1 1 71 —i(uz/os—0(u))
Fo(z) = / me px(u/os) du — ~ — _/ mlr(u)e ]du.
0 0

u

2 T

U 2 T

Upostevajmo Eulerjevo formulg® = cos z + ¢ sin x ter namesta; spet piSima, pa dobimo

Fs(z) = % + %/000@ sin(tz/os — 0(t)) dt. (3.9)

Za prakttno uporabo zgornje ebbe, ki velja le za tiste, kjer je F'(x) zvezna, pride v poStev
le numer€no integriranje, kar pa zahteva iztm funkcijr(¢) in 6(t) v dolocenih takah.

CejeN ~ Po()), so agregatne od3kodnine porazdeljene sestavljeno RoissoTedaj je po
end&bi (2.5b)c?% = A m, in zaradi enébe (2.3)

t . ,
g (_> —  MA(t/os)+iB(t/os)-1)  _ r(t) eze(t)7
s

pri Cemer jer(t) = X AW/79)"Vin g(t) = A B(%). Ce jeN ~ NB(a,p), S0 agregatne od3ko-
dnine porazdeljene sestavljeno negativno binomsko. P&be2.7) jec? = Amy + Aa—z m2,
Kierje A = % Zaradi enabe (2.6) dobimo

) - 020 ) ) -
) = <(1 2 (a(3) ) QB(;)))
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6(t) dobimo tako, da najprej izéanamoa(t) = 1 — 2 (A(t/os) — 1) in b(t) = 2 B(t/os) ter

[0}

b(t)

arctg | ;g zaa(t) >0inb(t) >0

2 % zaa(t) > 0inb(t) < 0

T — arctg % zaa(t) < 0inb(t) > 0

() = T + arctg % zaa(t) <0inb(t) <0
5 zaa(t) =0inb(t) >0

0 zaa(t) =0inb(t) =0

& zaa(t) =0inb(t) <0

nato paizd(t) € [0,27) izraCunamo Se
—ad(t
0(t) = 2= ( a9d(t) mod 1) — .
2m

Ce je implementacija funkcije mod 1 taka, da lezZi rezultat na intervald, 1) tudi za negativne
z,jed(t) € [-m, ).

Ce jeN ~ Bin(n,p), so agregatne od$kodnine porazdeljene sestavljeno bkeome enibi
(2.9) pa jec: = Amy + %me, kierje A =np in a« = — n. Ker je en&ba (2.8) identina
en&bi (2.6), dobimo za(t) in 6(t) isti rezultat kot v prejSnjem primeru, le z raatima in «,
pri Cemer je klj€en predznak parametra

Heckman-Meyersova metoda je pra&kid zelo uporabna, zato si malo podrobneje oglejmo,
kako se pri danem lahko numergno lotimo integrala (3.9). Sledili bomo avtorjema metode
(glej Heckman, Meyers, 1983, 1984; Venter, 1988&aprav nam danes ni &dreba tako zelo
paziti na Stevilo izraunov funkcijskih vrednosti(t) in 6(t¢), kar zahteva naj\eelementarnih
racunskih operacij.

Za osnovno dolzino intervala vzeminto= 2”5 , kjer je x,,.. maksimalna agregatna odsko-
dnina, za katero nas zanima vrednost funkﬁ‘l;éx) Taka izbira nam zagotavlja kimu eno
oscilacijo integranda na posameznem intervalu. Celotregiatijsko obm@e razdelimo na
intervale(0, &), [+ &), [& &) [2 1) [2 p), [h,2h),[2h, 3 h),... S krajsimi intervali zénemo
zato, ker se na Zatku integrand najhitreje spreminja. Stevilo intervafiivamicno dol@imo
naknadno.

Naj bo g(t) = %2 sin(tz/os — 0(t)). Na vsakem od intervalofu, b) integral izr&unamo z
Gaussovo kvadraturno formu ﬁl L9(u)du = YT w; g(u,), za katero uteZiv; in vozlew; za
razlicnen najdemo v (Abramowitz, Stegun, 1972, str. 916, tabela 25l4) bou = 2 =2 — 1.

Tedaj jet = “=2t0*9) i

/abg<t)dt _ b;a/_llg(u(b—a);—(vaa)) P

n

b;aZwig (ui(b—a);— (b+a))'

=1

Q
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Ustavili se bomo po integriranju na intervalu dolzihena katerem bg W <€

za vseh vozlov u;, oziroma po nekem vnaprej d@enem maksimalnem Stevilu intervalov.

Ko seStevek vseh upostevanih posameznih integralov delimio priétejemo%, dobimoFs(z).
Izjema so primeri, ko j&, > 0 in je x = k x,, kjer jek € N. V tem primeruFs(x) v totki =

ni zveznaCe jek = 0, je F5(0) = po, zak > 1 paimaFs(z) v tocki = = k z, skok, ki je enak
verjetnosti, da so agregatne odskodnine sestavljene ankat odsSkodnin velikostiz,. Ta
verjetnost je enakay, f*. Z integriranjem izréunani vrednosti moramo pristeti polovico skoka,
Se najbolj enostavno pa jée Fs(x) izraCunamo v téki, ki je za malenkost ga odk ;..

V praksi napako zaradi aproksimacije porazdelitvene fyakcodsekoma linearno funkcijo in
zaokrozitvene napake lahko poljubno omejimo, tezko pa iooemapako zaradi integriranja
po korEnem intervalu namesto po neskmem. V integrandu nastopa funkcija vendar se

je v praktenih primerih izkazalo, da integrand teziOkhitreje kot%, ko gret v neskortnost
(Heckman, Meyers, 1983). Uporabljene so bile kvadratuonetile zan = 5, pri Ze opisanem
pravilu za ustavitev integriranja pa je bil upoStevas 0,00002 oziroma najvé 256 integri-
ranj. Napaka zaradi integriranja po Korem intervalu je bila nepomembna, vendar se izkusnje
avtorjev nanasajo na malenkostno modifikacijo zgoraj o@saetode. V razdelku 2.1 smo
iz Poissonove porazdelitve z meSanjem z gama porazdeliabpili negativnho binomsko po-
razdelitev z véjo varianco. Tako lahko eksplicitno uporabo negativneotiske porazdelitve
interpretiramo tudi kot implicitno uporabo Poissonovegrutelitve, vendar z upoStevanjem ne-
zanesljivosti parametra. Avtorja sta eksplicitno upoStevala tudi nezanesljivastapnetrov
porazdelitvene funkcije odSkodnin, kar za malenkost spreren&bo (3.9). Podrobnosti so
razvidne iz njuneg&lanka, v& o sami metodi upoStevanja nezanesljivosti parametrov pa s
lahko ogledamo npr. v (Meyers, Schenker, 1983) in (Ven@83]).

Heckman-Meyersova metoda ima pred nekaterimi drugimi deeto eno veliko prednost. Zelo
enostavno jo lahko uporabimo tudi za izum porazdelitve agregata agregatnih odSkodnin, pri
cemer Stevilo nivojev agregiranja ni omejeno. Kot primerglejmo le dva nivoja. Privzemimo,
da imamon zavarovalnih vrst in da so vse Skode, s tem pa tudi odSkodnied seboj neod-
visne,Ceprav v praksi ponavadi niso. Za vsako zavarovalno vitste= 1,2, ...,n, poznamo
standardni odklom; in karakteristtno funkcijoy; (¢). Izen&bec? = Y7 | o7 izratunajmoog
in v polarnih koordinatah zapisimp;(;%) = ri(t) ). Od tu dobimops(t) = r(t) ¢’ kjer
jer(t) =TI, m()ind(t) =>""_, 0:(t), ter nadaljujemo z integriranjem na Ze opisarigina

3.6.2 Uporaba hitre Fourierove transformacije

Najbo{fc} = (.., f 2, f-1, fo, 1, f2, .- .) nesko®no periodtno zaporedje kompleksnih Ste-
vil s periodon, za katero jef, = fi moan Z& VSakk € Z. Vrednostif,, kK =0,1,2,...,n — 1,
natanko dol6ajo zaporedi€ f; } in periodicno funkcijof : k — fi iz Z v C. Zaporedje{ f; }
preslikajmo z diskretno Fourierovo transformacijo

fo = S peEE (ke (3.10)
=0

v zaporedje{ fi.} = (..., f-a. f-1, fo. fi, fo, .. .). Tudi to zaporedie, ki ga lahko interpretiramo
kot funkcijo f : k — f iz Z v C, je oCitno periodéno s periodo: in zato natanko dol@eno z
vrednostmif,, k=0,1,2,...,n— 1.
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Za poljubnam, k € Z naj bow,,;, = e+ ™=k OZitno jew,.;, n-ti koren enote, zato je

n—1
0 = wy—1 = (Wu—D W+ 2+ twm+1) = (Wnk — 1)wank.
=0
Cem # k (mod n), j wni # 1in mora biti 327~ w;,, =0, Ee pa jem = k (mod n), je
Wk = 1 terzj o Wl =n. Za poljubenkt € Z IzraCunajmo
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
> fie it = Jrew e R = mez O =N fn > e
Jj=0 j=0 m=0 m—0 =0

Za vsem, za katere jen # k (mod n), je vsota poj na desni strani zgornje etlae 0, za
m =k (mod n) pa jen, zato je skupni rezultat fy .04 ». Tako smo nasli inverzno diskretno
Fourierovo transformacijo

— _ij Sk (ke ), (3.11)

s katero preslikamé } nazaj v{ f.}. Z en&bama (3.10) in (3 11) sta definirani preslikavi, ki
ju simboliéno zapisemo kof f,} = DFT {f,} in {f;} = DFT~! {f,}, za kateri zaradi perio-
diCnosti zado&a r&unanje le z& = 0,1,2,...,n — 1.

Naj bo{ f.} zam zamaknjeno zaporedjey. }, torej fr = gr_., za vsakk € Z. Tedaj je

n—1l—m

fo = Zfemj’“ zgjmemk =Y g

l=—m

n—1l-m

— pmmk (Z glezg,”lk_i_ Z gl€2“lk>

l=—m

n—1l-m
m 27 2mi
_ mk }: glenl + 2: glenlk _
=0

l=n—m

(3.12)

271'7, 27 27
mk § =Tk —mk ~
= g e n J —= gk

V predzadnji vrstici zgornje eri@e smo v prvi vsoti meje seStevanja smeli premaknitizza
zaradi periodinosti seStevancev.

Naj bosta{ f.} in {gx} poljubni neskoini kompleksni periodini zaporedji s perioda. Defi-
nirajmo ciklicno diskretno konvolucijo zaporedjjf;} in {gx} z en&bo

(frak = > fig; (keD), (3.13)

ki je natanko doléena & f * g);, k = 0,1,2,...,n— 1. Ce je{hk} = {(f x g)k}, potem je

n—1 n—1 n—1
7 2mi ; 27rL 27
=0 =0 m=0



Vsota poj na desni strani zgornje etize je zaradi erie (3.12) enaka™ ™" Jr, tako da je
n—1
7 278 ol 5o~
hy, = mee G = fu G
m=0

Ugotovili smo, da diskretna Fourierova transformacijdi€o diskretno konvolucijo zapore-
dij preslika v zaporedje, katerega komponente so prodsidiegznih komponent transformacij
obeh zaporedij. Zato cikiho diskretno konvolucijo zaporedijf;.} in {gx} lahko izr&unamo

po endbi {(f * g)x} = DFT ™ {f Gi}.

Metoda za izréun agregatnih odSkodnin, ki jo bomo opisali v nadaljevargmelji na diskretni
Fourierovi transformaciji. Uporabna je v tistih primerkg je porazdelitev odSkodnin podana
z verjetnostno funkcijaP(X = kh) = fi, k = 0,1,2,...,r — 1, kjer je h primerno izbrani
korak. Zahtevano obliko verjetnostne funkcije dobimo rpmetodo, opisano v razdelku 3.4,
pri Cemer je tukajsSnji- za eno véji od tamkajSnjega.

Za verjetnostno funkcijgy, £k = 0,1,2,...,r — 1, ki smo jo dobili s postopkom ekvidistan-
tne diskretizacije, vteaZ’,;;(l) fr =1, zato je fr, = 0 zak > r. Kot bomo videli kasneje, je
pomembno, da anamo raje z ekvivalentno verjetnostno funkcfjo £ = 0,1,2,...,n — 1,

kierjen =2rin f, =0 zak > 5. Na tako definirano verjetnostno funkcijo lahko gledamo
kot na podzaporedje periatiega zaporedj@fi} = (..., f-o, f-1, fo, f1, f2,...) S periodon,
za katerega j¢. = fi moa n Za VSakk € Z.

Naj boY od X neodvisna sl&ajna spremenljivka z verjetnostno funkcijp = P(Y = kh),

k=0,1,2,...,n— 1, ki doloca zaporedjég.} = (..., 9-2,9-1, 90, 91, g2, - - -) S periodon, in

gr = 0 zak > 5. Vse mozne vrednosti stajne spremenljivkeZ = X + Y so mnogokratniki
korakah, najv&ja mozna vrednost pa jg(r — 1) h = (n — 2) h. Zato jeP(Z =kh) =0 za
k > n — 1. Preostale verjetnosti iztanamo z diskretno konvolucijo

k
P(Z=kh) = ) fig—; (k=0,1,2,...,n—1) (3.14)
7=0

Da en&ba velja tudi za& = n — 1, ko je P(Z = k h) = 0, smo zapisali zato, ker j§ = 0 za
j>5ing, . ;=0zaj <3 — 1, tako da je vsotd. Ce na verjetnostno funkcijo stajne
spremenljivkeZ gledamo kot na podzaporedje ciktiega zaporedja s periodgenaba (3.14)
velja za vsaki € Z in se od enébe (3.13) razlikuje le po meji, do katere seStevamo. Trdimo
da sta v naSem primeru, ko na verjetnostni funkgijin g., K =0,1,2,...,r — 1, gledamo kot
na podzaporedji dolzine, dopolnjeni zr niclami do dolZzinen = 2 r, en&bi (3.13) in (3.14)
ekvivalentni. V ta namen moramo dokazati, deﬁ@z_,iﬂ figk—; = 0.

Cejek > 2—1,jej > 2inzatof; = 0. Cejek < 2—2inj > 2,je f; = 0. Ce pajek < 22
inj<%-1je0—-(5-1)<k—j<k—(k—-1)oziroma—3 +1<k—j< — 1. Zaradi
periodtnosti indeksom lahko pristejemoin dobimo% + 1 < (k — j) mod n < n — 1, zaradi
cesar jeg,_; = 0. Vedno jef; gx,—; = 0 in zato tudizg;,i+1 fige—j =0.

Ugotovili smo, da v primeru, ko je izpolnjen pogf)j = gx = 0 zak > 7, verjetnostno funkcijo
vsoteZ = X + Y namesto z diskretno konvolucijo lahko iZtanamo tudi s cikBno diskretno
konvolucijo. Zato lahko uporabimo etiao

{(f*xg)xt = DFT'{figr} (k=0,1,2,...,n—1).
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RaCunanje diskretne Fourierove transformacije poteéné3.10) in inverzne Fourierove trans-
formacije po enébi (3.11) zahtevaD(n?) operacij, kar pa se da zmanjSati. Eha (3.10) za
k=0,1,2,...,n— 1 preoblikujmo v

n—1 r—1 r—1
fo = ije“k - Zf%e"zjk ™ Zf2j+1€”(2j+1)k
=0 =0 =0
B B (3.15)
— 2Lk 2nig — 27k S 2 FL
= Zf%er + en Zf2j+16r = fi +e" i,
=0 =0

kjer je { f,f } diskretna Fourierova transformiranka zaporedja, ki vgelbse sode komponente
zaporedj& f }, {f£} pa diskretna Fourierova transformiranka zaporedja, kbujgevse lihe
komponente zaporedfgf; } .

Privzemimo, da je-, s tem pa tudh = 2r, potenca Stevil&, kar z dodajanjem el na koncu
originalnega podzaporedfg, f1, fo, ..., f-—1 in popravkom vrednosti vedno lahko dosezemo.
Prvi korak, s katerim smo iz enega zaporedja dolzirgobili 2 zaporedji dolzine = 7, smo
Ze naredili. Na drugem koraku za=0,1,2,...,r — 1 dobimo

- - omig, ~
A
L LS 2mip ZLL
I = 7 e " fi”

Z razpolavljanjem nadaljujemo, dokler ne pridemodraporedij dolzind,, za katere je diskre-
tna Fourierova transformacija idetria preslikava. Pri vsakem razpolavljanju dobimo povezo-
valne enébe, analogne eihi (3.15), po katerih nato najprej sestavifhaaporedij dolZine,
nato}; zaporedij dolZinet in tako naprej, dokler ne pridemo dgin fL k=0,1,2,...,r—1,

iz katerih po enébi (3.15) izr&unamof;, k = 0,1,2,...,n — 1.

Na opisani néin za izr&un diskretne Fourierove transformiranke namesto priaatiin?) za-
do&¥aO(n log, n) operacij. Za velike: je skicirani postopek neprimerno hitrejSi oduaanja
po en&bi (3.10), zaradcesar je dobil ime hitra Fourierova transformacija. Uptease pred-
vsem v procesiranju signalov in je po mnenju mnogih edenamgmbnejSih algoritmov sploh.
Tako npr. po reviji Computing in Science & Engineering sodidme najpomembnejSih algo-
ritmov 20. stoletja (glej Rockmore, 2000).

S podrobnostmi algoritma, ki ga je magmopraviti v originalni kompleksni tabeli, v kateri je
shranjen izhod&ni vektor (fo, f1, fo2, .., fn_1), S€ tu ne bomo ukvarjali, saj je zaradi svoje
pomembnosti teord@tho dobro obdelan, zaradi enostavnosti pa je v praksi tudolgpro-
gramskih implementacij. Tako je v (Press et al., 1992) celatp algoritmov, ki so prilago-
jeni posebnim primerom, kot je npr. nasS, ko nhamesto komplega transformiramo realen
vektor. Odslej bomo namesto operatafj&T uporabljali operatoE'FT (Fast Fourier Trans-
form), pod pojmom karakterigtha funkcija diskretne siajne spremenljivke z zalogo vrednosti
{0, h,2h, ..., (n—1)h}inverjetnostno funkcijgy, £ =0, 1,2,...,n— 1, palahko razumemo
tudi vektor(fo, f1, fo, ..., fu_1). Omenimo le $e, da iz ebhe (3.10) lahko vidimo, da je opera-
tor FFT linearen v tem smislu, da za neskomperiodtni zaporedji{a, } in {b;} kompleksnih
Stevil s periodaor tera, 5 € CveljaFFT {a {ax} + [ {bx}} = « FFT {ax} + BFFT {b;}.

Naj bo N sluCajna spremenljivka z verjetnostno funkcti N = k) = px, £ = 0,1,2,...,in
rodovno funkcijoGy(s). Naj bodo X, X5, X3,... od N in med seboj neodvisne in enako
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porazdeljene sktajne spremenljivke z verjetnostno funkcifp, £k = 0,1,2,...,r — 1. Naj bo
S = ZiNzl X;. Verjetnostno funkcijaP(S = kh) = g, k = 0,1,2,..., lahko izr&unamo po
ena&bi (3.6), ki se v naSem primeru glasi

gy = ij 7 (k=0,1,2,...).
7=0
Ce na zaporedjég; } uporabimo operatdfF'T, dobimo
FET{g:} = Y pnFFT{f} = > pi{f} = {Gn(/)}
j=0 Jj=0

inod tu .
{ov} = FFT{Gn(fr)}.

Pri ratunanju po zgornji erébi o tevilun nismo e i rekli. Ce jen premajhen, zaradi
ciklienosti dobimo izkrivljene rezultat€e bi r&unali verjetnostno funkcijo z& = X, + X5+
...+ X; po end&bi {f;’} = DFT' {f/}, bi morali podzaporedjg, f1, fo, - - ., f,_1 dopolniti

z niclami do dolZinen, ki je veCja ali enakgjr in je potenca Stevild. V naSem primery teCe

v neskorEnost, zato bi morali analizirati velikosti elementayf; oziroma hitrost konvergence
neskorne vrste. Enostavneje in dovolj natao pa jeCe izr&unamaoFE|[S] in o5 ter z normalno
aproksimacijo doléimo takn = 2™, da boFg(nh) ~ 1.

S hitro Fourierovo transformacijo lahko zelo enostavn@adanamo porazdelitveno funkcijo
agregata agregatnih odskodnin za posamezne zavarovatee Verjetnostne funkcije moramo
diskretizirati z istim korakonk, za vsako od njih izraunati karakteristino funkcijo, dobljeno s
hitro Fourierovo transformacijo, karakteri@tie funkcije po komponentah zmnoziti in iZtaati
inverzno hitro Fourierovo transformacijo.

Robertson (1992) podrobno opisuje uporabo hitre Fouriet@mesformacije za iz&un agre-
gatnih odSkodnin, vkljtno s podrobno predstavitvijo algoritmov in obravnavo mezdjivosti
parametrov. Tako kot pri Heckman-Meyersovi metodi je v Rtdmerovi metodi uporabljena
odsekoma konstantna gostota verjetnosti, le da morajodsteki enako dolgi. Pri Heckman-
Meyersovi metodi je razlog za delo z odsekoma konstantntoggsgerjetnosti enostaven izra-
cun Fourierove transformiranke, Robertson pa meni, da zZkods& konstantno gostoto verje-
tnosti in vektorji dolZinen, ki jih je treba transformirati §FT, doseZzemo Wgo natartnost kot

z diskretno porazdelitvijo in vektorji dolZirn. V dodatne podrobnosti, ki algoritem zapletejo,
prostorsko intasovno kompleksnost pa prakid zmanjSajo kvjemu za konstanten faktor, se
tu ne bomo spéli.

3.7 lzraCuni na osnovi rekurzije

Naj bo N sluCajna spremenljivka z verjetnostno funkcti N = k) = px, £ = 0,1,2,...,in
X1, X5, X3,... 0d N in med seboj neodvisne in enako porazdelijenéaghe spremenljivke.
Rekurzivhe metode za izZtan agregatnih odskodnin zahtevajo, da je porazdelitekamtign
podana z verjetnostno funkcif(X; = kh) = fx, k =0,1,2,...,r, kjer jeh primerno izbrani
korak. Zahtevano obliko verjetnostne funkcije dobimo mpmetodo, opisano v razdelku 3.4.

38



Naj boS = Zf:l X;in P(S=kh)=gx, k=0,1,2,..., njena neznana verjetnostna funkcija,
ki jo bomo izr&unali rekurzivno. Omejili se bomo le na Panjerjevo reljorim na njej te-
meljeCo Waldmannovo rekurzijo, ki sta primerni le v primeru, kasjeCajna spremenljivkay
porazdeljena po Poissonovi, negativni binomski ali binkimsrazdelitvi, ki so obravnavane v
prilogi P2. Sicer pa so rekurzivni iztani mozni tudi za precej drugih verjetnostnih funkcij slu-
¢ajne spremenljivkéV (glej npr. Sundt, Jewell, 1981; Wilimot, 1988; Sundt, 198i2sselager,
1994; Wang, 1994).

3.7.1 Panjerjeva rekurzija

Izhodi&e za rekurzivno @unanje verjetnostne funkcije slajne spremenljivkes' je dejstvo,
da verjetnostno funkcijo stajne spremenljivkéV, ki je porazdeljena Poissonovo, negativho
binomsko ali binomsko, iz znane vredngstilahko izra&&unamo rekurzivno po eghi

b
Dn = <a + —) Prn_1 (n=1,2,3,...), (3.16)

n
kjer staa in b konstanti. Hitro se lahko pre@amo, dajez =0in b=\, Ce je N ~ Po(})),
a=qinb=(a—1)g tejeN ~ NB(a,p)ing=1—p, tera= —2inp= "2 geje

N ~ Bin(n,p). Poleg naStetih treh moZnosti izpolni éba (3.16) le Se trivialna porazdelitev
po = 1, Ki ji ustrezataa = b = 0 (Sundt, Jewell, 1981, str. 128). Tako je Panjerjeva rekoezi
metoda, predstavljena v (Panjer, 1981) oziroma za poseiieemnpv (Panjer, 1980; Bihlmann,
1980), uporabna le zaGananje agregatnih odsSkodnin, ki so porazdeljene sestavPoisso-
novo, sestavljeno negativno binomsko ali sestavljenorosim.

NajbosS, = X;+ Xo + ... + X,,. KersoXy, Xs,..., X, neodvisne in enako porazdeljene,

je zaradi simetrijeZ[ X, |S,, = kh] = E[X5|S, = kh] = ... = E[X,|S, = kh] = . Po drugi
strani je
Bh 18, — ki — Sty jh PIXy = h P[S, 1 = (k—j)h] Y\ gih f; [
n o HEe MR P[S, = kh] B +n
in od tu .
*70 n - R n—
keOTOR Z ]fk(,j Y fj- (3.17)
j=1

Z upostevanjem eride (3.6) in (3.16) dobimo

- *n * - b *n
gk = an k = pOka + Z (a + E) Pn-1 fk (k:071727"')a
n=0 n=1

od tu pa z upostevanjem (3.5a), (3.5b) in (3.17kza 0
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- b n
g = Z(a+5> P it =

n=1

o) k 00 k

= Y YR Y e YIRS =
n=1 j=0 n=1 =1

k

- *(n— ]b = *(n—
N o (a ; ?) 5> b 00
n=1 n=1

7j=1
= afogr + ; (a + ?) Ji Gr—j-
Od tu dobimo Panjerjevo rekurzijsko e

k .
1 7b
_ }( i =1 :
g 1—afoj:1<“k>fjgm (k=1,23,..) (3.18)

Zatetne vrednosti iz&unamo iz rodovne funkcije. Tako kot &y (0) = py in Gx, (0) = fo, je
zaradi enébe (2.1)g) = G5(0) = Gn(Gx, (0)) = Gn(fo). Zato je

eANfo=D) zaN ~ Po()\) (3.19a)

p (0%
go = — zaN ~ NB(a«, 3.19b
0 (1 — fo) (a,p) ( )
L (pfo + )" zaN ~ Bin(n, p) (3.19¢)

V primeru, ko jefy = 0, se zgornja eri@a poenostavi ¥y = py.

Ce zelimo izréunati gy, k = 1,2,3,...,m, z dobro organizacijo dela po et (3.18), ko
konstanto pred vsoto iztanamo vnaprej, prav tako riapri danemk, za poljubenkt zadoga
3k + 2 mnozZenj (sem Stejemo tudi deljenja), za vsskupaj paw + 2m + 2 oziroma
O(m?) mnoZenj. To pa je v primerjavi @(m?*) mnoZeniji, kolikor jih potrebujemo za iztan
po en&bi (3.6), za veliken bistveno manj.ée uposStevamo tudi konstangqoredm2 oziroma
5 predm?®, je za velikem Stevilo mnoZenj za Panjerjevo rekurzijo enako Stevilu nempzi je
potrebno za izréun po enabi (3.6), pomnoZeno % Prim = 1000 to pomeni le0,3 odstotka
Casa, ki je potreben za iZran po enabi (3.6).

Cejefy = 0zak > r, potem je v enébi (3.18) dovolj,ée j tete od1 do min{k, r}. Podrob-
nejSa analiza odkrije, da je potrebnit(3r + 2) — 2 (r — 1) + 2 mnoZenj, kar zan > r
pomeniO(m r) mnozenj. Za veliken tudi v tem primeru med Stevilom mnozenj za izua po
ena&hi (3.18) in (3.6) velja isto razmerje kot prej. Poudarirda,smo za izréun po enébi (3.6)
obakrat upoStevali ugodnejSo moznost, kgje-= 0, saj je prif, > 0 za teoreiten izr&un po-
trebnih nesko@no operacij. Panjerjeva rekurzija vtem pogledu riutljiva, saj z vnaprejSnjim
védenjem, da jg, = 0, ne prihranimo mnogo.
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Panjerjeva rekurzija je v praksi zelo pomembna, zato sjugiée nekaj teh&nih podrobnosti.
Prvo in zelo pomembno vpraSanje, kadauaamo z rekurzijskimi eridami, je vpraSanije Sirje-
nja oziroma akumuliranja zaokroZitvenih napakia tematika je podrobno obdelana v (Panjer,
Wang, 1993) in v (Panjer, Wang, 1995), kjer je obdelana tudi ed posploSitev Panjerjeve
rekurzije. Glavna ugotovitev je, da je iZnan po endébi (3.18) za sestavljeno Poissonovo in
negativno binomsko porazdelitev strogo stabilen, za gkst@ binomsko porazdelitev pa je
nestabilen. Stroga stabilnost pomeni, da relativha napakaaste kv&jemu linearno, pri tem
pa je koeficient rasti najel. Ce relativna napaka /s raste linearno, vendar s koeficientom,
ve€jim od 1, govorimo o stabilnosti¢e pa raste hitreje kot linearno, govorimo o nestabilnosti.
Prakttna uporaba stroge stabilnosti je npr. nasledégasmo pri diskretizaciji porazdelitvene
funkcije odskodnin prvotno izbrali prevelik korakoziroma premajhen, lahko korak nado-
mestimo s korakong’i6 inrz10r. Stem z10 pomnoZimo tudin, do katerega bomo ¢anali,
Stevilo operacij pa 20%. Poveajo se tudi relativne napake rezultatov, vendar riapaefaktor
10, kar lahko izravhamo Ze s tem, d&€uwmamo na eno decimalno mest&v& tem povezan in
prakticno uporaben je tudi rezultat, da je pr€tmanju s plavajto vejico nad decimalnih mest
relativna napaka iztainanegay, manj3a odl0~"%), kjer je

d + [logy2 — logo(k+1)], Ce zaokroZzujemo

n(k) = 5
d + [—log,,(k + 1)], ce rezemo

Ce zaokrozujemo, lahko®-odstotno verjetnostjo grakujemo (Panjer, Wang, 1993, str. 248),
da bo

4 1
n(k) > d+ 10%105 9 10g10(k+1) .

Ce bi lahko ré&unali dom = 10°, kar bi v skrajnem primeru zahtevalo praktdo nedosegljivih

1,5 - 10'® mnozen;j, bi pri réunanju z relativno nat@mostjo10~'¢ Se vedno dobili rezultate
z relativno nataénostjo10~7. Zato sestavljena Poissonova in sestavljena negativrarisika

porazdelitev s stal& numertne stabilnosti nista problemétii.

IzraCun za sestavljeno binomsko porazdelitev je nestabilergd¥®ije, da relativna napakaks
raste hitreje kot linearno, ni pa nujno. To je posledicatdajsla sta: in b razlicnho predznéena,
zaradiCesar se v ertdi (3.18) lahko pojavljajo negativni in pozitivni sumandie se med seboj
skoraj izntijo, absolutne zaokroZitvene napake pa se &@pilahko pride do velikih relativnih
napak in nesmiselnih rezultatov. 8kgat se izkaze, da iz nestabilne rekurzije dobimo stabilno
¢e obrnemo smer éananja. V naSem primeru je to mdggnce delamo z verjetnostno funkcijo
fen k=0,1,2,...,r. Kerje fr =0 zak > r, zadoga, Ce vsoto v enébi (3.18) r&unamo do
min{k, r}, kar lahko poenostavimo v

r

1 7b
gk 1—le0jz:;<a+ k)f]gkj ( ,2,3, )7 ( )

Ce definiramo S@_(,—1) = g_—2) = ... = g1 = 0. Ko iz zgornje enébe izrazimcleng;_,,
ki ustreza indeksyi = r, v preostali vsoti od dor — 1 indeksj zamenjamo z — j, nato pa Se

2praktitne probleme numdne narave obravnavamo pri rekurzijskih metodah le zatopaeje zelo hitro na-
letimo. Tovrstni problemi niso v jedru obravnavane probdgiike, zato jih drugje ne omenjamo, kar pa Se ne
pomeni, da jih ni.
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k zamenjamo & + r, dobimo

(1 = afo)gesr — >y (a + (Tk;j3b> Jr=5 Gkt
gk = b . (321)
(a’ + k + T‘) fT

Zaizr&un po zgornji enébi potrebujemo Se zacetnih vrednosti, ki jih za sestavljeno binom-
sko porazdelitev enostavno izenamo. Ce je N ~ Bin(n, p), je najv&ja mozna agregatna
odskodnina: r h, kadar nastane najvetjin Skod. Zato vzemimaen = nr, pajeg,, = p" f in
gm+j =02zaj=1,2,3,...r — 1. Sedaj lahko rekurzivno éanamo elementg, zak = m —
1,m —2,...,0. ZraCunanjem po er&i (3.20) dobimo strogo stabilne rezultate Zzaa in-
tervalu[0, n + 1] in nestabilne na intervalpn — n — 1,m], z r&€unanjem po erébi (3.21) pa
obratno.Ce jer > 2, za vmesni intervaln + 2, m — n — 2] vnaprej ne moremo bireCi z goto-
vostjo. Ce dvomimo o pravilnosti iz&una, ker npry_ -, g preve odstopa od, je najbolje,
&e r&unamo po obeh eibah in vrednosti na krithem intervalu med seboj primerjanfoe so
razlike prevelike, moramo potati Stevilo decimalnih mest, s katerintranamo.

RaCunanje verjetnostne funkcije agregatnih odSkod#ipo en&bi (3.18) oziroma (3.20) je
ucinkovito. Lahko je celo hitrejSe od ¢ananja s hitro Fourierovo transformacijo, kar pa je
odvisno od razmerja med in r, saj primerjamo metodi &asovno kompleksnostjo(m ) in
O(m log, m). Ker ni treba delati s kompleksno aritmetiko, je videti tetigantno in enostavno.
Vendar v praksi lahko povzoa zelo velike teZave, ki jih brez poznavanja aritmetikeavg]cCi
vejici tezko razumemo in Se teze odpravimo. Tako diméobcajnegage je npr. za Poissonovo
porazdelitev tevila $ko#[N] = A = 15000. Ce je f, = 0, je po endbi (3.19a)g, = ¢~ 1500,
kar je reda velikostil0=%°'4. To pa je za véino standardne programske opreme tako majhno
Stevilo, da bo prislo do t. i. pogoja underflow. Program se takipil ali pa bog, aproksimiral

z 0. V tem primeru je iz enébe (3.18) jasno, da bg. = 0 za vsakk. Opisani problem, ki v
praksi zelo hitro nastopi, lahko obidemo tako, dareamo s fiktivnimg,, ki je ravno dovolj ve-
lik, da ga program ne postavi fianato pa po erébi (3.18) izr&unamog,, k = 1,2,3,...,m.

Pri tem se pogosto zgodi, da pride do prekitxee obsega oziroma t. i. pogoja overflow, kar
praviloma pomeni prekinitev izvajanja programa. Razmggrja: z—’g so v okolici modusa, kjer
doseZemo maksimum, pogosto pa Ze mnogo préjawed razmerja med najggm in najmanj-
Sim pozitivnim Stevilom, ki ju program Se lahko zapiSe. Tamerje npr. pri Turbo Pascalu
6.0 za tip double znaéé% = 3,4 - 10%4, za tip extended pg% A~ 3,2 - 10963,
kar je ogromno, a Se vedno premalo. Problemu s prékei obsega se lahko izognemée
Ze izr&unanej, obcasno normiramo. Takoj k@, preseze primerno izbragj,.., vse Ze izra-
cunaneyg; delimo zy,,... V tem primeru moramo voditi evidenco, kolikokrat smo Zeildel
Ymaz, da@ Na koncu normiramo le Se za toliko, kot zahtevabag, = gk/z—g. Do prekor&itve

obsega lahko pride tudi pri zapi:’;?. Tudi zato si moramo pri hormiranju tkerat pomagati z

logaritmi. Ce jelog g, premajhen, oziromée pri normiranju pride do pogoja underflow, brez
Skode privzamemg, = 0.

TeZavam s pogojema underflow in overflow sékrat lahko izognemaGe nas ne zanima ce-
loten interval moZnih agregatnih odSkodnin. V takem primesdoga, e z&nemo r&unati
toliko levo od E[S], da so ustrezne vrednogii prakticno zanemarljive, vkljgno z njihovim
seStevkom. S takim postopkom tudi prihranimo velikbuiaskih operacij. Za primer izhajajmo
iz dejstva, da bi z uporabo normalne aproksimacijo dadbjlf < E[S] — 605) ~ 1077, zaradi
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obiCajne pozitivne asimetrnosti pa pigakujemo, da je dejanska verjetnost za agregatne odsko-
dnine, manje o@[S] — 6 75, $e manj$a od0—°. Naj boj = | 22075 | Natarénih za&etnih
vrednosti (oziroma razmerij med njimi) ne poznamo, ven@aolsCajno izkaze, da lahko za
nemo zg; = 1ing;_y = gj—2 = ... = gj——1) = 0, nato pa po eribi (3.20) izr&unamog;
zak=j+1,7+2,j+3,...Ustavimo se, ko jg, < € za primerno izbrané < 1. Na koncu

le $e vse izréunane vrednosti normiramo z deljenjem z njihovim se$tevkGe pa nas skrbi,

da odmik z& o5 levo od E[S] ni dovolj velik, lahko izr&un ponovimo z zé&etnimi vrednostmi

i =09j-1=0j—2= .. = Gj—(r-1) = % in primerjamo rezultate. MetodaCitno deluje zato,

ker z&etne napake izzvenijo.

V praksi pri uporabi Panjerjeve rekurzije pride do napakéoahe, ki pa je posledica enakomerne
diskretizacije izhodi&ne gostote verjetnosti. Velikost napake je odvisna dinaain koraka
diskretizacije. Ce so izpolnjeni doléeni pogoji, lahko nataimost izbolj§amo podobno, kot
to storimo z Rombergovo metodo pri nun@mem integriranju. Tako lahko napako, ki je pri
danemh = Z=e= reda velikostiO(+;), zmanjSamo na(-;), za kar pa moramo Panjerjevo
rekurzijo ponovm S korakon% in rezultate obeh rekurzijskih postopkov primerno komtaiti
(glej Grubel, Hermesmeier, 2000).

3.7.2 Waldmannova rekurzija

Tehntne teZave, na katere naletimo préwaanju po Panjerjevi rekurzijski etla, izvirajo

predvsem iz dejstva, da so posamezne vredgpstelo blizu nEle, razmerja med njimi pa so
lahko ogromna. Delno si teZave olajSarae,ra&unamo z rekurzijsko ex@o za porazdelitveno
funkcijo, ki jo bomo izpeljali v nadaljevanju. Kanali bomo predvsem z rodovnimi funkcijami

Gn(s) = ZZioPk 5", Gx(s) = ZZO:O frs"in Gs(s) = ZIC::O:O gr s".

Naj bo G\ = Y_%  g; porazdelitvena funkcija siajne spremenljivkes ter G, = 3% G},
C(s) = 302, G ¥ in C(s) = 320° Gy s*. Tedaj je

00 oo k co 00 00 00
C(s) = ZGksk = ZZgjsk = ZZgjsk = ZgjstSk’j =
k=0 j=0 J=0 k=j j=0 k=j
- k - 1 Gs(s)
Od tu z upoStevanjem edlae (2.1) dobimo
(1-5)C(s) = Gs(s) = Gn(Gx(s) = Y paGx(s)" (3.22)

|z definicij G, Gy, C(s) in C(s) vidimo, da staC(s) in C(s) v takem razmerju ko€'(s) in
Gs(s), zato z analogno izpeljavo kot zgoraj dobimo

. C(s)

Os) = 1. (3.23)
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Enabo (3.22) na obeh straneh odvajajmo

(1-5)C'(s) = Cls) = D> npaGx(s)" ' Gi(s) =

n=0

_ f; 0 ( ; %) Pus Gx ()" Gle(s) =

., i B G ()" Gly(s) + b i P Gix ()" Gls) =

- . i (2= 1) pus G (8" Gi(s) + (a+b) i ot Gx(5)" Gl ()
— a i npn Gx(s)" Gy (s) + (a+0b) ipnGx(S)"G'x(S) =

— aGxls) Y npa Gl Gils) + (at )G anGx =

n=1
= aGx(s) (1 =5)C"(s) = C(s)) + (a+b)Gx(s )(1—s> C(s).
Ko en&bo na obeh straneh pomnozime’s in upostevamo (3.23), dobimo
sC'(s) = sC(s) + aGx(s)(sC'(s) — sC(s)) + (a+Db)sGhy(s)C(s).
Izraze, ki nastopajo v zgornji edlai, zapiSimo kot poteine vrste

sC'(s) = 3(§:Gksk) = sikask_l = ikask,

k=0 k=0 k=0
o ! o o0
sG(s) = s (ka8k> = sZkfksk_l = Zkfksk,
k=0 k=0 k=0
sC(s) = s Gpst = Zék s
k=0 k=0

GX(S)SC'(S) = 5<ka5k> (Zék3k> = Z(ijé’“3> SkH,
sGyx(s)C(s) = (Zkfksk> (ZGk8k> = Z(Z]f]Gk ]>

Ce dobljene pomozne izraze vstavimo v & (3.24), dobimo

ikask = i@kskH —i—aZ(ZfJ — )G ]> ko
k=0 k=0

k=0 \j=0

— a Z (Z fj ék_j) Sk—i-l + (CL + b) Z (Z] fj Gk—j) Sk.

k=0 j= k=0
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Na obeh straneh primerjajnidene pris*. Zak = 0 obakrat dobima®), zak = 1,2,3,... pa

k k—1 k
kGy = Gia+aY (k=) fiGry —aY fiGraj + (a+b) > jfGiy.
7=0

=0

’ (3.25)
Naj bO?”O = OinT’k = Gk—l zak = 1,2,3,... |ZT‘k = Zf;éG] = Zf;g Gj—l-Gk_l =Tr_1+
Gr_1zak >2inr =Gy = Gy =ro+ Go sledir, = r,_1 + Gr_1 zak =1,2,3,... Najbo
gx = k Gy, — 1), 0ziromaGy, = "% zak = 1,2, 3, ... Sedaj enébo (3.25) lahko zapiSemo kot

k k—1 k
w = a (Z (k=34) i Gry = > fj Gk—j—l) +(a+b) Y jf;Gry =
=0 j=0 7=0

k—1

Jj=0

k
= a) fillk=§) Gy — 1) + (a+b) Y ifiGry =
j=0 J=1
k—1 k
= a) figey + (a+b) Y ifiGy =
=0 j=1

k-1 K
= afoq +a Y fig—; + (a+b) > jfiGiy  (k=1,2,3..).
j=1

j=1

Vse dosedanje ugotovitve lahko strnemo v naslednji reknrziostopek:ro = 0 in Gy = go,
kjer je go definiran z enébami (3.19a), (3.19b) in (3.19¢). Za= 1,2, 3, ... velja

e = T G (3.26a)
T T g <a ]Zl fi ey + (a+0) jzljfj Gk_j), (3.26D)
O = % (3.26¢)

Ce zelimo izr&unatiG, zak < m, v splodnem primeru potrebujend®(m?) mnozenj.Ce pa
je f =0zak > r, je v en&bi (3.26b) dovolj, dgj teCe od1 do min{k — 1,r} oziroma do
min{k, r}. V tem primeru zan > r zado§aO(mr) mnozen;.

V en&bi (3.26b) za sestavljeno binomsko porazdelitev zatadi0 in a + b > 0 nastopajo po-
zitivni in negativnicleni, za sestavljeno Poissonovo in sestavljeno negakiimamsko porazde-
litev pa samo pozitivni, sajje > 0in a+b > 0. lzraun porazdelitvene funkcije fajne spre-
menljivke S po en&bah (3.26a), (3.26b) in (3.26c¢) je za sestavljeno Poisspimosestavljeno
negativno binomsko porazdelitev strogo stabilen. Waldma je izpeljal enébe (3.26a),
(3.26b) in (3.26¢) (Waldmann, 1996, str. 215), vendar le imagr, ko je fo = 0, ugotavlja,
da se v praksi izkaze, da tudi s sestavljeno binomsko politdpteni teZav s stabilnostjo. Ker
neposredno namo porazdelitveno funkcijo, stabilnost postopka tedrkostavno nadziramo.
Iz definicije Gy, sledi, da jed < Gy < G; < Gy < ... OCitno je tudi0 =rg <r; <1y < ...
Kerjeqi =Gy —r1 =G — Gy >0injezak > 2
qr = ka — Ty = /{ZGk — (7’]{,1 + kal) =
= kGp — (k—1)Gro1 — qo1 + Gror) =
= k(G — Gp-1) + o1 2> @1,
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e0<qg <qgp<g¢g<... KerjeG, <1 zavsakk, jetudirastr, in ¢, umirjena, saj je-, +
qr < k.

Pri premajhnemny, se tudi tu pogoju underflow izognem@e z&nemo r&unati s fiktivnimgo,

ki je ravno dovolj majhen, da ga program ne postaviin&Ce pri neken% z G, presezemo
neko dovolj veliko mejo, zaradiesar obstaja nevarnost, da bi prislo do pregitva obsega,
vse do tedaj izraunaneG, normiramo z deljenjem % sicer pa to storimo na koncu. Do

prekor&itve obsega lahko pride tudi pri zapi:!r;()%l. Zato si moramo pri normiranju ¢érat
pomagati z Iogaritmi.ée jelog G premajhen, ozirom&e pri normiranju pride do pogoja
underflow, brez Skode privzamend$, = 0. UCinkovita realizacija teh napotkov je za primer,
ko je fo = 0, obdelana v (Waldmann, 1996, str. 218), brez tezav pa se pidaliti tudi za
primer, ko jefy > 0.

Alternativna moznost za izognitev pogoju underflow je rekuro ra&unanje vrednostH,,
kjer je Hj, = <20, k = 0,1,2,... @itno je Hy = 0. Naj bo 3e5, = 0 in 7, = 0. Tedaj za
k=1,2,3,...velja

S5, = Sp-1 + K fi, (3.27a)

Ty = Tp-1 + Hp, (3.27b)
1 k—1 k—1

@k = 1—7af0 ((a—l—b)ék + a Z fidk—j + (a+0b) Z Jf Hk_j>, (3.27¢)
j=1 j=1

oo o= Z K (3.27d)

Zgornje enabe navajamo brez izpeljave oziroma dokaza, ki je enostavemalogen dokazu iz
(Waldmann, 1996, str. 217) za poseben primer, kf)je- 0. Opozorimo le Se na dejstvo, da
jelimy_ Hy = 1gg0 Ce je go tako majhen, da povzéb pogoj underflow, bo zelo verjetno za
dovolj velike & pri 1zraCunu H;, prislo do prekoréitve obsega oziroma pogoja overflow. Zato
moramo pri izr&unu po enébah (3.27a) do (3.27d) pri dovolj velikeff, preiti na izr&un po
en&bah (3.26a) do (3.26c). Za prehod upoStevamo z@&ze: go (1 + Hy), 1 = go (k + 7%)

N gr = go G-

Za poseben primer, ko j& = 0, je Waldmann (1996, str. 218) izpeljal tudi rekurzivno &oa
zaH,, kjerje Hy = He @) L =0,1,2,. . Ce sta konstanti in (£ > 0 primerno izbrani,
lahko H} ratunamo brez skrbl, da bi prlslo do prekotae obsega. Rekurzijo, ki je tu ne
navajamo, se da brez tezav posplositi za primer, kfy je 0.

3.8 lIzracuni na osnovi simulacije

Z metodo simulacije vsaj ga&loma lahko razmeroma enostavno @naamo letne kosmate in
Ciste agregatne odskodnine na réazih nivojih, vkljutno z najvisjim. Ustrezni postopki so
preprosti, zato pa so pri velikem portfelju lahko dolgatirakar je njihova najvéja slabost. V
nadaljevanju si najprej oglejmo, kako nakipo simuliramo Stevilo in viSino odSkodnin, nato
pa Se dva primera konkretnih algoritmov.
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3.8.1 Generiranje ustrezno porazdeljenih naklju  ¢nih Stevil

Kljucni korak obeh v nadaljevanju predstavljenih algoritmovgle nakljtni izbor Stevila in
viSine odsSkodnin, ki upoSteva verjetnostno oziroma paghizeno funkcijo ustreznih siiajnih
spremenljivk. Za tovrstna opravila kot osnovno orodje @otiiemo generator nakfuaih Ste-
vil, ki so enakomerno porazdeljena na interv@lul). Nakljucnih Stevil ne smemo generirati
z nakljueno izbranimi metodami (Knuth, 1981, str. 5), zato genejiatakljucnih Stevil obi-
¢ajno iz neke zéetne vrednosti (semena) po natanko deleem postopku generirajo zaporedje
psevdonakljanih Stevil. Tako dobljena Stevila sicer niso nakha, vendar jih z raztnimi sta-
tisticnimi testi ne moremo razditi od dejansko nakljanih Stevil,Ce je le generator dober. Med
teste, s katerimi presojamo kvaliteto generatorjev nakiju Stevil, sodita tudi?-test in test
Kolmogorov-Smirnova, pa Se mnogi drugi, ki so podrobno ¢dodienpr. v (Knuth, 1981).

Ceprav se slisi protislovno, je pomembna lepa lastnost psekdjuénih Stevil, ki jih v nadalje-
vanju ne bomo vié razlikovali od naklj@nih &tevil, prav njihova determinigtiost. Ce z istim
semenom simulacijo ponavljamo, vedno dobimo iste reaulfid je v praksi zelo pomembno v
fazi ustvarjanja ali spreminjanja simulacijskega postier z gotovostjo vemo, da morebitne
razlike v rezultatih niso posledica nakija. Zato je preverjanje pravilnosti delovanja simula-
cijskega postopka in odpravljanje morebitnih napak zedgsaino.

Mnogokrat so v programskih jezikih oziroma paketih vgrajegkvalitetni generatorji naklji+

nih Stevil, pri katerih se cikel naklitnih Stevil z&ne prehitro ponavljati ali pa ima vzorec ka-
kSne druge pomanjkljivosti. Zato je za zaupanje v rezulsateulacije potrebno preveriti, ali
je bil uporabljen kvaliteten generator nakipih Stevil. Za simulacije, navedene v nadaljeva-
nju razprave, smo uporabili program Ran3 (glej Press et @2 1str. 221), prirejen za delo s
celoStevilskimi spremenljivkami tipa longint, ki za skjno spremenljivkd/ s porazdelitveno
funkcijo

0 zar<0
Fy(x) = r za0<z<1
1 zax>1

kot nakljutna Stevila z intervalf, 1) vrata mnogokratnike Stevilg)—°.

Ce znamo nakljéno izbrati vrednost sktajne spremenljivké/, je do naklji€no izbrane vre-
dnosti zvezne sltajne spremenljivkeX’ s porazdelitveno funkcijd'y (z) le Se korak. Naj bo
Y = F'(U). Ker je

Fy(z) = P(Y <) = P(Fy'(U) < 2) = P(U < Fx(z)) = Fy(Fx(z)) = Fx(z),

vidimo, da je sléajna spremenljivkd” porazdeljena tako kak. Zato iz naklji€no izbrane
vrednostiu slutajne spremenljivkd/ izratunamo nakljgno vrednostr = Fi;'(u) slucajne
spremenljivkeX. Ta splodna metoda je izredno enostavna, kadar je Geofymkcijo F;* ()
analiticno izraziti. Za porazdelitvene funkcije iz priloge P3 jenbmgce storiti za eksponen-
tno, Weibullovo, Burrovo in Paretovo porazdelitev. Za tipterazdelitve, za katere funkcije
F5'(x) ne znamo analitino izraziti, pa vrednost = F'(u) poi&emo z numeiinim reSeva-
njem enébe F'y (x) — u = 0. Zaradi velikega Stevila iskanj &gl je zelo pomembno, dadie
iSCemo inkovito. FunkcijaF'y () —wu je strogo nara&jata, zato njeno o obicajno brez ve-
Cjih teZzav lahko poi&emo z Newton-Raphsonovo metodo. Zaetai priblizek lahko izberemo
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xo = F[X], nato pa raunamo zaporedne priblizke z rekurzivno éboa

_ Bxlwy) —w 0 Px(n) —u
F'(xy,) g Ix(wx)

Ustavimo se, ko sta dva zaporedna priblizka dovolj blizu.

(k=0,1,2,...).

Te+1 = Tk

Vasih pri opisanem postopku naletimo na teZave. Ker je tdage funkcijoF'x () — u blizu
izhodi&a in za dovolj veliker lahko zelo polozna, lahko majhnemu priblizky sledi velik
priblizek z;. 1, temu pa negativem, ,,. Potem pa ni vé nadaljevanja, ker jgx(x.2) = 0.
Lahko naletimo tudi na eno izmed treh znanih slabosti mefgti npr. Hamming, 1986, str.
69), ko pademo v neska@no zanko, ker se priblizka, in x; ., zaneta ponavljati. To se lahko
zgodi v okolici nEle, Ce ima fx(z) tam dovolj izrazit maksimum, kadar je izpolnjen pogoj
Thao — Tpa1 = — (Tpy1 — 7)) # 0 0ziroma — Fx(@i) —u _ Fx(oe) — u # 0. V takih

fx(@kt1) fx (@k)
izjemnih primerih si lahko pomagamo z bisekcijo, ki jokﬁr'eﬂmo kot izﬁod v sili.

Za nekatere porazdelitve, za katere funkdije' () ne znamo analitino izraziti, obstajajo po-
sebni generatorji naklftnih Stevil. Tudi ti temeljijo na generatorjih enakomerrargezdeljenih
nakljunih Stevil na intervaldo, 1), vendar pogosto s primerno transformacijo zaobidejo reSe-
vanje enébe F'x(x) — u = 0, zaradiCesar so tudi hitrejSi. Za standardizirano normalno poraz-
delitev obstaja viédobrih metod, npr. Box-Mullerjeva (polarna metoda), ki gdemo v (Press

et al., 1992, str. 224) ali (Knuth, 1981, str. 117), ter matoazmerja (Knuth, 1981, str. 125).

Iz nakljuénega Stevilac za X ~ N(0, 1) lahko izr&unamo tudi nakljana Stevila zaN(u, 0?)

in LN(p,0?). KerzaY = pi4 0 X dobimoFy (z) = P(Y < z) = P(££) = Fx(=£), kar je
porazdelitvena funkcija zN(u, 0?), je y = p + o = nakljuéno Stevilo zaN (i, o%). Analogno
zaY = e*t7X ugotovimo, da j& ~ LN(u,o?) tery = e#*7% ustrezno nakljano Stevilo.

Za gama porazdelitev za € Z* in A\ = 1 generator nakljénih Stevil najdemo v (Press et al.,
1992, str. 228), z& < a < 1in A =1 pa so v (Knuth, 1981, str. 135, naloga 16) navedeni
kljucni podatki za izdelavo generatorja, ki temelji na genejiranakljucnih tock med absci-
sno osjo in grafom funkcijgx (=) (glej metodo zavréanja, Press et al., 1992, str. 226). Ker
iz X, ~I([a,1)in Xy ~ I'(a — [a],1) sledi X = X; + X5 ~ I'(a, 1), lahko za poljuben

a > 0 generiramo nakljtno Stevilox za sli€ajno spremenljivkaX ~ T'(«, 1) kot seStevek
nakljucnih Stevilz; za X; in x5 za X,. Nakljucno Stevilox je dobro izhodi§e za nadaljeva-
nje. ZaY = £ dobimoFy (z) = P(Y < z) = P(X < Az) = I'(o; Az), kar je porazdelitvena
funkcija zal'(a, A). Zato jey = $ nakljutna vrednost z& ~ I'(a, A). Analogno zaY” = X=
dobimoFy(z) = P(Y <z)=P(X < (A\x)") = Fx((Az)") = ['(; (A x)7), kar je porazde-
litvena funkcija zal” ~ TI(a, A\, 7), y = % pa je ustrezno naklitno Stevilo. Zay = e
dobimoFy(z) = P(Y <z) = P(X < Alogz) = Fx(A logz) = I'(a; A log ), kar je poraz-
delitvena funkcija zd.I'(a, \), y = e pa je ustrezno naklitno Stevilo. Tako smo za vse po-
razdelitvene funkcije iz priloge P3 navedlidiae generiranja naklftnih Stevil, pri katerih ni
potrebno precej zamudno num@1o reSevanje eghe F'x(x) — u = 0, kar je za prakiino delo
zelo pomembno.

Naceloma za celoStevilsko slajno spremenljivkaV z verjetnostno funkcija®(N = k) = py,
k=0,1,2,..., nakljutno vrednost: generiramo analogno kot pri zveznih &jnih spremen-
liivkah. Najprej sestavimo stoptasto porazdelitveno funkcijpy (z) = >, - . px, Nato pa za
enakomerno porazdeljeno 8hjno spremenljivkd/ na intervalu0, 1) generiramo nakljéno
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vrednostu in reSimo enabon = min{z|Fy(z) > u}. Ker imaFy(z) skoke v celih Stevilih,
je tako dobljenin celo Stevilo. Tovrstno @unanje pa je lahko zamudnée je E[N] veliko
Stevilo. Zato si ¢asih pomagamo z zveznimi sajnimi spremenljivkami. Tako verjetnosti
P(N = k) = p, razmazemo na intervak,k + 1), k = 0,1,2,..., in najprej za zvezno slu-
¢ajno spremenljivkaX z gostoto verjetnostfy(z) =pr zak <z <k + 1,k = 0,1,2,...,
po eni od metod po&mo nakljino Stevilox, nato pa izréunamon = [z]. ZaN ~ Po(\)

in N ~ Bin(n,p) nakljutno vrednost sitajne spremenljivke’ oziromaN lahko poi€emo z
metodo zavréanja. Algoritma najdemo v (Press et al., 1992, str. 230 2).23

Za generiranje nakltne vrednosti sitajne spremenljivkéV ~ NB(«, p) si pomagamo z me-
Sanjem sldajnih spremenljivk. V razdelku 2.1 smo ugotovili, da dobimegativho binomsko
porazdeljeno skEajno spremenljivko z meSanjem gama in Poissonove poriazdeﬁ:e najprej
za sli€ajno spremenljivkd\ ~ T'(a, B), kjer je 5 = ﬁ, nakljucno izberemo vrednost, nato
pa za sléajno spremenljivkd/ ~ Po()\) nakljutno izberemo vrednost, potem jen nakljucno
izbrana vrednost za stajno spremenljivkaV ~ NB(«, p). S tem so iZrpani vsi primeri ge-
neriranja nakljgnih vrednosti celoStevilskih stajnih spremenljivk s porazdelitvami iz priloge
P2.

3.8.2 Vecnivojsko simuliranje agregatnih odSkodnin

Brez izgube sploSnosti lahko realno situacijo poenostavimpredpostavimo, da imamo le tri
hierarhtno urejene nivoje: skupino premozenjskih zavarovanjaaaxalne vrste in zavaro-
valne podvrste. Za skupino premoZenjskih zavarovanj Zajafa vemo, katere zavarovalne
vrste jo sestavljajo. Prav tako za zavarovalne vrste Zzajafa vemo, katere zavarovalne pod-
vrste jo sestavljajo. Za zavarovalno podvrsto pa moramogzerjetnostno funkcijo sttajne
spremenljivke, ki predstavlja letno Stevilo odSkodninporazdelitveno funkcijo neodvisnih in
enako porazdeljenih stajnih spremenljivk, ki predstavljajo posamezne kosmait&kodnine.
Oboje lahko ugotovimo npr. z metodami iz prilog P1, P2 in P& vBako zavarovalno pod-
vrsto moramo poznati tudi pozavarovalno obliko, da lahkkagmate odSkodnine izZtanamo
Cisto odSkodnino. Od tu naprej je postopek razviden iz #lgar2 na strani 50, ki je zapisan v
psevdokodu.

Algoritem 2 je sicer zelo enostaven, zato pagsovno nadvse potrateéas izvajanja je odvisen
od izbranega Stevila ponovitéyki mora biti dovolj veliko, od Stevila zavarovalnih vrst kis
pini, Stevila zavarovalnih podvrst v zavarovalnih vrstatedvsem pa od porazdelitve &ajnih
spremenljivk N, in X;;. Najbolj notranja zanka se pkiti zavarovalni podvrstjj-te zavaro-
valne vrste za-to leto zavrti okrogf’[ N;;|-krat, Cas izvajanja ukazov v tej zanki pa je v glavnem
dolocen sCasom, ki je potreben za nakijni izbor vrednosti sltajne spremenljivke;,, na kar
pomembno vpliva njena porazdelitvena funkcija. Predvselikacasovne zahtevnosti nam v
praksi prepréuje, da bi problem agregatnih odSkodnin na nivoju skupneenpzenjskih zava-
rovanj z algoritmom 2 izréunali v enem koraku. Zato si oglejmo Se algoritem 3 na s&anki
nam omogoa problem razbiti na vemanjsih podproblemov. Skupbas reSevanja prvotnega
problema se sicer ne zmanj$a, zato pa si delo lahko poramel daljS&€asovno obdobje. Z
algoritmom 3 prav tako laze reSujemo nekatere posebne pbidipne, npr. iskanje primernih
parametrov pozavarovanja, ki predstavljajo smiselnotoeka reSitev pa potrebujejoéieratno
izvajanje algoritma.
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Algoritem 2: Vecnivojska simulacija agregatnih odSkodnin

Algoritem vecnivojska simulacija
begin (* Vecnivojska simulacija *)
[ := dovolj veliko naravno Stevilo (* Stevilo let, za katero Zelimo simulirati *)
for i := 1to ! do begin
sk :=0; (*letne kosmate agregatne od3kodnine za skupinetadeto *)

i

s¢:=0; (*letne Ciste agregatne odSkodnine za skupine-taleto *)
for j := 1 to Stevilo zavarovalnih vrst v zavarovalni skupdo begin

Sk:
sfj
for

i = 0; (* letne kosmate agregatne odskodning/#a vrsto zai-to leto *)
:=0; (*letne Ciste agregatne odSkodnine o vrsto zai-to leto  *)

k := 1 to Stevilo zavarovalnih podvrst j+ti zavarovalni vrstido begin
sfjk :=0; (*letne kosmate agr. odsk. Zato podvrstoj-te vrste za-to leto *)
six = 0;  (*letneCiste agr. odSk. zA-to podvrstoj-te vrste za-to leto  *)
(* N je sl. sprem., ki modelira Stevilo odSkodnirkyti podvrsti j-te vrste *)
J
(* Xji je sl. sprem., ki modelira viSino odSkodnirkwti podvrstij-te vrste *)
n := nakljucno izbrana vrednost sluCajne spremenljivke;
for m := 1 to n do begin
x := nakljucno izbrana vrednost sluCajne spremenljivke;
sty o= sk +;, (* seStevamo kosmate odSkodnine *)
ik i= S+ lastni delez od;;  (* seStevamdiste odSkodnine *)
end,
(* Ciste agregatne od$kodnisg, korigiramo zaradi morebitnega pozava- *)
27k
(* rovanja, ki LEinkuje le na agregatne odSkodnine podvrste, ter agregatne

(* odSkodnine podvrste priStejemo k agregatnim odSkodniwveste. *)
s8¢ =85 — pozavarovalni del odgj;
[ ST
Szy . 51] ijk?
s =85 + sfjk;
end;
(* Agregatne odSkodnine vrste priStejemo k agregatnim odskiam skupine. *)
sFi=sF 4 st
i T o0 ij?
s§ = s; + sgj;
end;
end;
(* Vzorec agregatnih odskodnigf, s5, . . ., sF oziromas{, s5, . . . , s lahko dodatno *)
(* obdelamo, npr. sestavimo vaoro porazdelitveno funkcijo, iz€anamo vzatne *)
(* momente, krittne take ali intervale zaupanja, ter izpiSemo rezultate. *)

end. (* VecCnivojska simulacija *)

Zactnimo z zavarovalno podvrsto, za kateroCgljna spremenljivkaV modelira Stevilo odSko-
dnin, neodvisne in enako porazdeljen&slme spremenljivk&;, Xs, ..., Xy S porazdelitveno

funkcijo Fx (x

) pa predstavljajo posamezne kosmate odSkodnine. AlgoBtgnireba pognati

posebej za kosmate in posebefiste agregatne odskodnine, vanj pa smo vgradili tutlima-
nje vzoknega povprga agregatnih odSkodnin, standardnega odklona in koefecesimetrije.

Vzorecsy, sg, . .

., 5 letnih kosmatih agregatnih odskodnin z&t, ki smo ga dobili s simu-
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lacijo za posamezno zavarovalno podvrsto, nam Ze oG@goldanje oziroma preverjanje
primernosti viSine zavarovalne premije, za kar nam zéajoSz vzorca doldene krittne tcke
oziroma intervali zaupanja za primerno izbrane verjeinopt. 95 ali 99 odstotkov.Ce pa r&u-
namociste agregatne odSkodnine, nam vzorec omagadi dol@anje primernih (optimalnih)
parametrov pozavarovanja, za kar pa je treba algoritemagiogeckrat z razIEnimi moznimi
izraCuni lastnega deleza ad

Algoritem 3: Enonivojska simulacija agregatnih odskodnin

Algoritem enonivojska simulacija
begin (* Enonivojska simulacija *)
[ .= dovolj veliko naravno Stevilo (* Stevilo let, za katero Zelimo simulirati *)
mq :=0; (* 1. zaCetni vzotni moment *)
ms :=0; (* 2. zaletni vzoEni moment *)
ms :=0; (* 3. zaCetni vzoEni moment *)
for ¢ := 1to [ do begin
if raCunamo za zavarovalno podvrshen
n := nakljucno izbrana vrednost slucajne spremenljivkeki Steje odSkodnine
else
n := Stevilo zavarovalnih podvrst v zavarovalni vrsti ozironb@vdo vrst v skupini
s; :=0; (* letne agregatne odsSkodnine o leto *)
for k := 1to n do begin
x := naklju¢no izbrana vrednost slucajne spremenljivke
if raCunamo letn&iste agregatne odSkodnine za zavarovalno podvhnsto
s; := s;+ lastni delez od:  (* seStevam@iste odSkodnine *)
else
s; = 8; +x; (* seStevamo kosmate diste odSkodnine, odvisno o, *)
end;
(* Ce r&unamo letn@&iste agregatne odskodnine za zavarovalno podvrstg,qu
(* korigiramo zaradi morebitnega pozavarovanja, &inkuje le na agregatne  *)
(* odskodnine. *)
my = mq + S;;
Mo 1= My + S%;
ms = ms + s?;
"L, (* povprecne letne agregatne odskodnine *)
my 1= 12,
=1
o :=+/my —m3, (*vzorcni standardni odklon letnih agregatnih od$kodnin *)
= ma = 3mam 4 2mi. e y50rgni koeficient asimetrije letnih agregatnih odskodnin *)

T o3 1]
(* Vzorec agregatnih odSkodnin, ss, . . ., s; lahko dodatno obdelamo, npr. *)
(* sestavimo vzotno porazdelitveno funkcijo in izEunamo krit€ne t&€ke *)
(* ali intervale zaupanja, ter izpiSemo rezultate. *)

end. (* Enonivojska simulacija *)

Na vzorecsy, so, . . ., s; letnih agregatnih odSkodnin za posamezno zavarovalnorptudiahko
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gledamo tudi tako, kot gledamo na letni vzorec posamezngkathin za zavarovalno pod-
vrsto. Z metodami iz prilog P1 in P3 lahko iz vzorea s,, ..., s; poi¥emo porazdelitveno
funkcijo letnih agregatnih odSkodnin za posamezno zaednovpodvrsto. Tak postopek nam
omogdaa izraun Kriticnih letnih agregatnih odSkodnin in intervalov zaupanjnaliticno izra-
Zene porazdelitvene funkcije letnih agregatnih odSkodaiposamezno zavarovalno podvrsto,
pomembneje pa je, da nam omd@ggorehod na vi§ji nivo. Zato predpostavimo, da smo za vse
zavarovalne podvrste ddlii porazdelitveno funkcijo letnih kosmatih agregatnifetnihCistih
agregatnih odSkodnin.

Zavarovalna vrsta naj bo sestavljenanizavarovalnih podvrst. Tokrat naj neodvisnecsljne
spremenljivkeX, X5, ..., X, predstavljajo lethe kosmate ozirorbiate agregatne odSkodnine
za posamezne zavarovalne podvrste, ki sodijo v zavarowato. X, X,, ..., X,, naj imajo
razlicne porazdelitvene funkciiy, (z), Fx,(x), ..., Fx, (z), ki jih Ze poznamo. Izréun letnih
agregatnih odSkodnin za zavarovalno vrsto se odiara za zavarovalno podvrsto razlikuje v
tem, da sldajne spremenljivkeX;, X5, ..., X,, niso enako porazdeljene, ter pri upoStevanju
pozavarovanja. Pri zavarovalnih podvrstah smo z&im&istih agregatnih odSkodnin izhajali
iz kosmatih odSkodnin in smo zato posebej upoStevali popasaje, pri zavarovalnih vrstah
pa izhajamo iz letnifTistih agregatnih odSkodnin za posamezne zavarovalnergtegdvzaradi
Cesar posebna obravnava pozavarovanja pri posameznifudrakiizbranih vrednostih letnih
agregatnih odskodnin za zavarovalne podvrste ni potrebna.

Iz vzorcev letnih kosmatih afiistih agregatnih odSkodnin za zavarovalne vrste@oio poraz-
delitvene funkcije in analogno kot s podvrst na vrste pneide zavarovalnih vrst na skupino
premozenjskih zavarovan,.

Zaradi kombiniranja raztinih pozavarovalnih oblik, kig¢inkujejo po vhaprej dogovorjenem vr-
stnem redu, je izragiste odSkodnineéasih dvoumen. Pomeni lahKiste odSkodnine, ki jih
dobimo po upoStevanju prve, druge in morebitnih naslegygiavarovalnih oblik. V algoritmih
2 in 3 seveda mislimo néiste odSkodnine, ki jih dobimo po upoStevanju vseh pozaanih
oblik. Kadar kombinacija razinih pozavarovalnih oblik deluje na posamezno odskodrimo,
upoStevamo Ze pri dobanju lastnega deleZa od posamezne kosmate odSkodnimavst pa

v obeh algoritmih omenjamo korekcijo letndistih agregatnih odSkodnin zaradi morebitnega
pozavarovanja, ki €inkuje le na agregatne odSkodnine. Pozavarovalni oltikyCinkujeta
na agregatne odskodnine, sta npr. Skodno presezkovnogrozawmje katastrofalnih rizikov
in pozavarovanje letnega presezka skod. Pri prvem pozalaica kot eno Skodo Steje vse
Skode, ki so zaradi enega katastrofalnega dogodka, nplaygviharja ali tée, nastale v naj-
veC 72-urnem obdobju. Na pozavarovalnico odpade morebitagiyma razlika med skupnimi
odskodninami zaradi katastrofe in samopridrzajem ozirpnaiteto zavarovalnice. Pri poza-
varovanju letnega preseZzka Skod pa pozavarovalnica aalaic izplata morebitno pozitivho
razliko (ali njen del) med letnimi agregatnimi odSkodninamsamopridrzajem oziroma prio-
riteto zavarovalnice. Tovrstno pozavarovanje je najboljgsto pri zavarovanju posevkov, ko
je npr. dogovorjeno, da pozavarovalnica iZiaanorebitni del agregatnih odSkodnin, ki lezi v
pasu letnih agregatnih odSkodnin bt do 160 odstotkov, réunano od letne tehéme premije.
UposStevanje skodno presezkovnega pozavarovanja kdtdsihorizikov bi v nas model tezko
vgradili, pozavarovanje letnega presezka Skod za posanmemrarovalno podvrsto pa bi brez
vecjih teZzav lahko upoStevali tako, da bi ustrezno prilagddthe Ciste agregatne odSkodnine
za zavarovalno podvrsto, ki jih dobimo s seStevanjem lasieieZev od kosmatih odSkodnin,
kar pa nam da le vmesni niviistih agregatnih odSkodnin.
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4 Dolo Canje parametrov optimalnega pozavarovanja

Tudi zavarovalnica, tako kot vsaka druga fibaa ustanova, lahko postane nesolventna, kadar
obveznosti zavarovalnice, katerih glavnino predstavl@askodnine, postanejo prevelike. Ka-
dar letne agregatne odskodnine presezZejo letno agregaindro premijo, sSo pravo jamstvo
za izpl&ilo odSkodnin le sredstva zavarovalnice, ki so prosta wstutnih in bodoéih predvi-
dljivih obveznosti. Zavarovalnica, ki je organizirana klsiniSka druzba, za poravnavo svojih
obveznosti jarbi s kapitalom, ki pa mora biti dovolj velik. Zato je zaradirmasti zavarovan-
cev obtajno predpisan minimalni znesek kapitala, ki ga mora imatiarovalnica, prav tako
pa tudi, kaj vse se Steje za razpoloZljivi kapital, ki ga zavalni nadzorniki upoStevajo pri
ugotavljanju kapitalske ustreznosti zavarovalnice.

V Evropski zvezi Ze dolgo veljajo predpisi, ki dd@ajo, kako se preverja kapitalska ustreznost
zavarovalnice. Za premozenjska zavarovanja Evropskarscaey3/239/EEC (1973) predpi-
suje, da se pri izunu minimalnega kapitala upostevaCjreod zneskov, ki ju izraunamo s
premijskim oziroma Skodnim kalnikom. Pri izr&unu s premijskim koinikom se kosmata
zavarovalna premija preteklega leta do viSiemilijonov EUR pomnozi 2,18, presezek pa
z0,16. SeStevek se pomnoZzi z razmerjem niedimi in kosmatimi odskodninami v preteklem
letu, vendar ne z manj kot5. Pri izratunu s Skodnim kolinikom se povprée letnih kosmatih
odSkodnin za zadnja tri leta do viSifemilijonov EUR pomnozZzi 20,26, presezek pa 2,23.
Sestevek se pomnozi z razmerjem néedimi in kosmatimi odSkodninami v preteklem poslov-
nem letu, vendar ne z manj k0. MnoZenje z najmari,5 je predpisano zato, da zmanjSuje
odvisnost solventnosti zavarovalnice od solventnostapawvalnic, pri katerih ima pozavaro-
vane svoje rizike. Kapitalsko Sibke zavarovalnice ne npjveati obsega poslovanjeez
razumne meje in se izogniti po¥@nju kapitala s prenosomaiee tveganja na pozavarovalnice.

Poleg n&ina izra&una minimalnega kapitala je nataro predpisano, kaj upoStevamo kot razpo-
lozljivi kapital, ki ga primerjamo z minimalnim kapitalonZavarovalnica je kapitalsko ustre-
zna,Ce je razpolozljivi kapital najmanj enak minimalnemu kahitin najmanj enak zajate-
nemu kapitalu. Drugi pogoj pride v postev le pri zavarovedihi z majhnim obsegom poslova-
nja, saj je zajardeni kapital definiran kot ena tretjina minimalnega kapitaendar ne manj od
absolutno doléenega zneska, ki je odvisen le od zavarovalnih vrst, sikatee zavarovalnica
ukvarja. Zakon o zavarovalnistvu (2000) je usklajen z namedevropsko smernico, peku-
jemo pa uskladitev z novo smernico (Evropska smernica 2Q02C, 2002), ki je mejna zneska
10 oziroma7 milijonov EUR pove&ala na50 oziroma35 milijonov EUR, hkrati pa uvedla Se
nekaj novosti, ki zmanjSujejo verjetnost nastanka nesohasti.

Tu smo navedli le bistvene in poenostavljene @bk o ugotavljanju kapitalske ustreznosti.
Zato nismo z raunovodsko natamostjo definirali, kaj nataino pomeni npr’ povpreje letnih
kosmatih odskodnin za zadnja tri Iét&jer je potrebno upoStevati tudi spremembe kosmatih
Skodnih rezervacij, prav tako pa nismo navedli nekateruyilr izjem, ki za naS namen niso
pomembne. Podrobnosti so razvidne iz zakona in sklepa amalnem kapitalu (Sklep o po-
drobnejSih pravilih za iz@un minimalnega kapitala zavarovalnic, 2001), kjer je pisano,
kako izr&unamo minimalni kapital, po drugi strani pa je v zakonu ilepk o kapitalski ustre-
znosti (Sklep o néinu in obsegu upoStevanja posameznih postavk, podrabraginostih in
vrstah postavk ter lastnostih podrejenih dolzniskih unsientov, ki se upostevajo pri iZranu
kapitala in kapitalske ustreznosti, in izkaz kapitalskeemnosti zavarovalnice, 2001) predpi-
sano, katere postavke se za ugotavljanje kapitalske nsggzzavarovalnice upostevajo kot
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razpoloZljivi kapital. Kratko primerjavo, kako dalajo minimalni kapital v Evropski zvezi in

nekaterih drugih delih sveta, pa si lahko ogledamo v dokum&tudy into the methodolo-

gies to assess the overall financial position of an insurandertaking from the perspective of
prudential supervision - appendices (2002, str. 56).

Kapitala, s katerim bi zavarovalnica nadomestila mor&bitegativno razliko med agregatno
tehnno premijo in agregatnimi odSkodninami, je le redko tolidla bi zadostoval tudi v pri-
meru izredno neugodnega Skodnega dogajanja. Prav zatojgicsttani pa tudi zato, ker Zelijo
zavarovalnice skleniti viezavarovan;, kot jim dopu& kapital, je za varnost zavarovalnice izre-
dno pomembno, da ima ustrezno pozavarovalngizaSLe-ta je lahko kombinacija raghih
pozavarovalnih oblik. Olgajno je kvotno, vsotno presezkovno ter Skodno presezkpaao
zavarovanje, bolj redko pa sf@mo tudi pozavarovanje letnega presezka Skod. Zavaiosaln
mora za vsako zavarovalno vrsto oziroma produkt znotramasalne vrste oceniti, kakSen de-
leZ $kod oziroma kako velike kode lahko krije sar®® se odléi za kvotno pozavarovanje,
mora dol&iti lastni deleZx, pri vsotno presezkovnem in Skodno presezkovnem pozaaapov
pa mora oceniti maksimalno skodo, ki jo lahko krije sama.vBatno presezkovnem pozava-
rovanju se ocena imenuje maksimalni samopridrzaj, pri Seqaresezkovnem pa maksimalni
samopridrzaj ali prioriteta. Maksimalni samopridrzajizsoposamezne zavarovalne vrste nave-
deni v tablicah maksimalnega kritja. V zavarovalnih vrstzad katere se zavarovalnica ocilo
za vsotno presezkovno pozavarovanje, mora pozavarosttirtzike, za katere je zavarovalna
vsota vé&ja od maksimalnega samopridrZzaje, se razmerje med deleZem zavarovalnice in po-
zavarovalnice dolta na osnovi zavarovalne vsote, oziroma tiste rizike, zarkge ocenjena
maksimalna pdakovana Skod& M L veCja od maksimalnega samopridrZzaga, se razmerje
med deleZzem zavarovalnice in pozavarovalnice @loa osnoviE' M L. V zavarovalnih vr-
stah, za katere se zavarovalnica @illoa Skodno presezkovno pozavarovanje, so s sklenitvijo
ustrezne pozavarovalne pogodbe pozavarovani vsi riziki.

Zavarovalnica s prenosom dela tveganja na pozavarovgimamasa tudi del dobka, Ce gle-
damo dolgoréno. Kot dobcek je tu misljen le tisti del, ki izvira iz tehéne premije, predvsem
iz varnostnega dodatka, ne pa morebitni del, ki izvira izattwalnega dodatka ali iz donosov
nalozb. Prav tako nas tu ne bo zanimalo, ali provizija, kigagvarovalnica prizna zavarovalnici
kot nadomestilo za stroSke, zada%a kritje dejanskih obratovalnih stroSkov, ki se namagaj

v pozavarovanje prevzeti del rizikov.

Zavarovalnica po eni strani teZi k viSjemu lastnemu delebziroma k viSjemu samopridrzaju
M, da ji ostane vé& dobtka, po drugi strani pa bi morala za doseganj€e/&arnosti ravnati
obratno. Kje med dvema skrajnostma je optimum, je tezkoSgmg. Odgovor nanj je po-
membno odvisen tudi od stopnje averzije vodstva zavar@abio rizika nesolventnosti.

Naj bo N sluCajna spremenljivka, ki Steje odSkodnine, za katero smo ppmetodah iz pri-
log P1 in P2 ugotovili verjetnostno funkcijo. Naj 36= Zf;l X; sluCajna spremenljivka, ki
predstavlja kosmate letne agregatne odSkodninecaia spremenljivkeX;, X,, X3, ..., ki
predstavljajo posamezne odskodnine, naj bodo med sebaoj M neodvisne in enako poraz-
deljene. Njihova porazdelitvena funkcija, ki jo lahko ug@itno npr. po metodah iz prilog P1
in P3, naj boFx(x), gostota verjetnostfx (z), karakteristtna funkcijapx(t) in momentno
rodovna funkcijaMx (t). Privzemimo, da poznamo tudi[S], var[S] in u3(S), ki jih lahko
izraCunamo po erizbah (2.2a), (2.2b) in (2.2c¢).
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Zavsako pozavarovalno obliko obstaja funkcija, s katekmsmatih odSkodnitX;, X5, ..., Xy

izraCunamociste odSkodnin@3,Y;, ..., Yy. Najbo S, = vazl Y; slu€ajna spremenljivka, ki
predstavljaCiste letne agregatne odSkodnine. Prav tako za vsak v zZeargeoprevzeti riziko
obstaja funkcija, s katero iz kosmate zavarovalne (f@tepremije) izraunamocisto zavaro-
valno (tehnEno) premijo. NajP, predstavljaisto letno agregatno telamo premijo. V praksi
je tudi P, slucajna spremenljivka, ki pa jo ob znanih sklenjenih zavangitidahko imamo za
konstanto.

V nadaljevanju poglavja bomo najprej privzeli, da ima zavainica posamezno zavarovalno
vrsto, oziroma posamezen produkt znotraj zavarovalnes vpsizavarovano le z eno obliko
pozavarovanja. V praksi je pogosto kombiniranje &l pozavarovalnih oblik, zato bomo
na koncu poglavja za eno kombinacijo pokazali, kako lahkakemt primeru vsaj rieeloma
poi&emo optimum. Glede na prakso slovenskih in tudi tujin zawvalnic, ki pozavarovalne
parametre doltajo predvsem izkustveno, bi marsikdaj dosegli napredekufmsStevanjem na-
potkov za aproksimativni iztan optimalnih parametrov za posamezno pozavarovalnkabli

4.1 Vpliv pozavarovanja na varianco lastnega deleza odskodnin

SluCajna spremenljivk&X naj pomeni odskodnino, ki jo zavarovalnica izfdazavarovancu;’
del odSkodnine, ki odpade na zavarovalnico, medtenYke Y odpade na eno ali égpozava-
rovalnic. Bistvo zavarovanja je prenos tveganja z zavarcwanra zavarovalnico, prav tako pa
je bistvo pozavarovanja v prenosu dela tveganja z zavariweaha pozavarovalnico. V obeh
primerih lahko tveganje merimo z varianco skod oziroma odgin, zato si oglejmo, kako je
varianca tistega dela odSkodnin, ki bremenijo zavarogalrmdvisna od pozavarovanja.

Za kvotno pozavarovanje z lastnim delezem0) < « < 1, je izratun zelo enostaven. Ker je
Y =aX,je ElY] =aF[X], E[Y?] =a®E[X?, var[Y] = o var[X] in oy = aox. Zaradi
en&b (2.2a) in (2.2b) je tudF|[S;] = a E[S] in var[S;] = o? var[S]. Pri kvotnem pozavaro-
vanju se varianca lastnega deleza odSkodnin sicer zmarggdar koeficient variacije ostane
nespremenjen. Ker ugotovitev velja tudi za agregatne atiske, si zavarovalnica s kvotnim
pozavarovanjem predvsem zagotavlja moznost sprejetjde veC rizikov v zavarovanije, kot

ji dovoljuje kapital, s katerim jai za izpl&ilo svojih obveznosti, za zmanjSanje koeficienta
variacije agregatnih odskodnin pa mora uporabiti drugé&elgozavarovanja.

Za vsotno presezkovno pozavarovanje z maksimalnim sadrdpjem/ si oglejmo le primer,
ko Stevilo pozavarovanih linij ni omejené:e mora zavarovalnica zavarovancu izt odsko-
dnino X za riziko, za katerega je ob sklepanju zavarovanja ocenjaieasimalna pGakovana
SkodaF M L, potem na zavarovalnico odpade

X zZaEML <M
Yy =

M

BT X zaEML > M

V tem primeru zéetne momente enostavno izsmamo
E[X7] zaEML < M

ENY] = .
(AL) E[X9] zaEML > M
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Na tiste rizike, za katere j& M L < M, pozavarovanje ne vpliva (v pozavarovanje jih niti ne
prijavimo), za tiste rizike, za katere jgM L > M, pa je situacija analogna kot pri kvotnem
pozavarovanju, le da vlogo parametragra razmerjez;-. Ker pa je za razéine rizike EM L
razlicen, moramo ugotoviti Se vpliv vsotno presezkovnega popseaja na agregatne odsko-
dnine celotnega portfelja.

Naj bo Z slucajna spremenljivka, ki pomeni ocenjeno maksimalndgkovano Skodd' M L za
nakljucno izbrani riziko,Fz(z) njena porazdelitvena funkcija ify () gostota verjetnostiCe
bi predpostavili, da sta stajni spremenljivkiX in Z neodvisni, bi ugotovili, da je

EY] = B[X']-Fz(M)  (j=0,1,2,...),
kjer je

M Z

Fpi(M) = Fyz(M) + /OO (M>jfz(z)dz (j=0,1,2,...),

pritem pajel = FZ,O(M) > Fz,l(M) > FZ,Q(M) > ... Poen&bi(2.2b) bi Ze znali izréunati
varianco agregatnih odSkodnin, vendar bomo to storili &psn Izhodigna predpostavka je
namre& preve& nerealna. Pri pravilno dodeni oceni maksimalne @é&kovane Skodé M L bi
morala biti skoraj vedno izpolnjena ne&ba X < Z, zato sliajni spremenljivkiX in Z nista
neodvisni. Do realnejSega rezultata bomo prisli po drudi, @a katero pa predpostavke v
praksi tudi niso vedno izpolnjene.

Razumno je pGakovanje, da bodo morebitne Skode, s tem pa tudi odSkodnimekem smislu
sorazmerne z velikostjo rizika, ki jo merimo z zavarovalsoio oziroma v nasem primeru z
EML. Zato vpliv razltnih EM L lahko izlatimo, ¢e ugotovimo, da je porazdelitvena funkcija
Skodnega ulomkd” = < neodvisna odZM L oziromaZ. V praksi se za porazdelitev slu-
Cajne spremenljivke Skodnega ulomKavecCkrat izkaze primerna beta porazdelitev z gostoto

verjetnosti

) = %W(l—mﬁ—l (0,3 > 0)

za0 <z < 1. Zato privzemimo, da ima stajna spremenljivkd” porazdelitveno funkcijo
Fy(z), ki je neodvisna odZ, in gostoto verjetnostfy (). V takem primeru je pri danem
EML =z

zato je

Fe() = /OOOFV@)fZ(z)dZ

fele) = [0 (2) ) 2

Zaz< MijeP(Y <xz)=P(X <z)=Fy(%),zaz> Mpaje

P(Yga:):P<%X§:c> — <£g%> :P(Vg%) :Fv(i>.

z
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Od tu dobimo

(4.1)

I
c\
S
=
~~
L2
oy
=
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+
=
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<
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I
&
s

pe) = [ R (@) s g () 0 - En)

IzraCunajmo Se zZ&etne momente sbiajne spremenljivké”

o) = o ([ ()0 L)
w [T (3) - R0 -
- [ (O () s+
e [T () e (57) 4= R §7.
Ee v prvi integral vpeljemo novo spremenljiviko= 2, v drugega pa = <, dobimo
vl = [ ([T ) e - a-man) [T aea=
= w0 ([ # i + w0 (- )

(4.2)
Naj bo
E[Z);M] = / P fy(2)dz + MI(1—Fz(M))  (j=0,1,2,...) (4.3)
" [27; M]
E[Zi; M ,
Fz3(M) E[Z] (j=0,1,2,...). (4.4)

Privzeli smo Ze, da sta stajni spremenljivkil” in Z neodvisni. Ker jeX = V- Z, lahko en&bo
(4.2) zaj = 1,2 in 3 zapiSemo kot

ElY] = E[V]-E[Z]-Fz,(M) = E[X]- Fz(M), (4.5a)
E[Y?] = E[V?-E[Z°]-Fzo(M) = E[X?]: Fz5(M), (4.5b)
E[Y?] = E[V*-E[Z° Fz3(M) = E[X?]Fz3(M) (4.5c)

Kot navaja Straub (1988, str. 79), je tudi toktat F; (M) > Fz1(M) > Fzo(M) > ...
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Oglejmo si Se neomejeno Skodno presezkovno pozavarovanjergeto M. Ce mora zavaro-
valnica zavarovancu izptati odSkodninaX, potem nanjo odpade

X zaX <M
Y =
M zaX >M
V tem primeru je
ElY] = E[X:M] = B[X] Fxi(M), (4.6a)
ElY?] = E[X*M] = E[X’] Fxa(M), (4.6b)
E[Y?] = E[X%M] = E[X?%- Fxs(M). (4.6¢)

Enabe (4.6a), (4.6b) in (4.6¢) so analogne&am (4.5a), (4.5b) in (4.5¢), le da namesto mo-
difikacij porazdelitvene funkcijé’; (z) nastopajo modifikacije porazdelitvene funkchig (z).
Seveda v obeh primerih po gifmh (P1.6a) in (P1.6b) lahko iZnanamo tudivar[Y] in u3[Y],

s tem pa po erdah (2.2a), (2.2b) in (2.2c) tudi[S;], var[S;] in u3]S)].

4.2 Aproksimativno dolo Canje parametrov optimalnega
pozavarovanja

Naj boU, kapital v trenutkw, od katerega Zanemo merittast v letih. Kumulativni priliv teh-
nicne premije do trenutkianaj boP(t), kumulativhe odSkodning(t) in presezek/(t) = U, +
P(t) — S(t), pri temer jeP(0) = S(0) = 0. Ce je tehntna premija na enoto izpostavljenosti
pravilno izr&unana, pGakujemo, da bo na koncu let&t) — Uy = P(t) — S(t) > 0, Ceprav
je za posamezne kratke intervaie, t;] zaradi naklj@énih Skod mogoe, da je priliv tehréne
premije P(ty) — P(t;) manjSi od povéanja kumulativnih odSkodnifi(t;) — S(¢;) v istem ob-
dobju. Seveda pa bi morali vsa nihanja absorbirati s kapitdl,, tako da bi vedno veljalo
U(t) > 0.

Ce se za kakSenzgodi, da jel/(t) < 0, pravimo, da je priSlo do izgube tveganega kapitala
Naj bo¥ (U, t) verjetnost, da bo na intervald, ¢] priSlo do izgube kapitala, ki na zatku znasa
Uy enot, ter¥ (Uy) = lim;_, (U, t) verjetnost, da bo nekov prihodnosti prislo do izgube
tveganega kapital&l,. Verjetnost¥(Uy,t), ki jo izredno tezko izrdunamo, je pri daneny
naragajaca funkcija spremenljivke, pri danem: pa padajoa funkcija spremenljivké/y. Zato
nas v praksi vékrat zanima le verjetnodt,, (Uy), da bo do izgube tveganega kapitalaprislo
vsaj v enem od trenutkov= h, 2h, ..., nh, kjer je h > 0 izbrana konstanta, npi = %, e
nas zanima stanje preseZi#t) le ob koncu prvihn kvartalov. Naj bo Sel ., (U,) verjetnost,
da bo do izgube tveganega kapitalaprislo vsaj v enem od trenutkav= h, 2h, ... OCitno je
U, (Uo) < W(Up,nh) < W(Up) in ¥y, (Up) < Voo (Up) < W (Uo).

Vse tu definirane verjetnosti izgube tveganega kapitakot&zacunamo, zato se v praksi za-
dovoljimo kar z zgornjo mejo z& (Uy) ali ¥, (Up). Za danih lahko izr&unamo zgornjo mejo

137a uresniitev pogojal/ (t) < 0 se v angle&ini uporablja pojeniruin”, ki pa ga ne smemo razumeti dobesedno.
Ce se zgodi, da j&(t) < 0, Se ne pomeni, da bo zavarovalnica propadla oziroma Sl&ajstéot bomo videli
v nadaljevanju, predvsem v 5. poglavju, je teorija uporabasati za primere, ko ri@mo tvegati celotnega
kapitala, ki ga mora imeti oziroma ga dejansko ima zavaroeal ampak le njegov del - tvegani kapital. Zato
bomo dosledno uporabljali oznakizguba tveganega kapitélarazen v primerih, ko bomo navajali izgubo
konkretne viSine kapitala.
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zaV,(Up) iz Cramerjeve neeride (glej npr. Straub, 1988, str. 40)
Vo (Uy) < e fo 4.7)

kjer je R reSitev enébe

Ele™] = 1 (4.8)
in W sluCajna spremenljivka, ki predstavlja spremembo preséZkav casu odh do (i + 1)h,
i=0,1,2,...

IzraCunajmo spremembe presezkov v posameznih letih. V tem puijaé = 1 in
W, = U@l —U@i—-1) = (U + P(i) — S@t) — (Up + Pi—1) — S(i—1)) =
= (P(1) — P(i—1)) — (St) — S(i—1)) (1=1,2,...).

Slucajne spremenljivk& = S; = S(1), 5, = S(2) —S(1), 53 = S(3) — 5(2), ... predstavljajo
agregatne odSkodnine v posameznih letih. Predpostaviensg cheodvisne in enako porazde-
liene, in privzemimo, da tehéina premija £asom enakomerno priteka, toreft) = ct. Potem
jeW;=c—S;,i=1,2,... Zato so sldajne spremenljivk&l” = W, W5, ..., ki predstavljajo
spremembe preseZKa(t) v enem letu, neodvisne in enako porazdeljene.C&ha spremen-
liivka W = ¢ — S izpolnjuje potrebni pogoj za Cramérjevo neéba. Vstavimo jo v enébo
(4.8). DobimoE[e~ W] = E[e~#(=9)] = ¢~k F[ef¥] = 1 oziromaE[e?] = e°F, kar pa ni
ni¢ drugega kof\/s(R) = ¢°E. Na obeh straneh logaritmirajmo in levo stran &rea

log Mg(R) = ¢R 4.9

aproksimirajmo z zéetkom Taylorjeve vrste okro@. Ker je log M¢(0) = 0, z upoStevanjem
ena&b (P1.8a) in (P1.8b) dobime, R + § ks R? ~ ¢ R oziromaE[S] R + 3 var[S] R? ~ cR,
od tu pa

2(c — E[5])
R ~ — 4.10
var[S] (4.10)
Za prakttno uporabo lahko v zgornji edhi predpostavimo efgaj in neenaébo (4.7) nadome-
stimo ze = ¥ (Uy) = e Y%, Od tu z logaritmiranjem dobimog ¢ = — 2(5;%‘9]) U, oziroma
—loge ¢ — E[S]
2U,  var[S]

Pri dani porazdelitvi sléajne spremenljivke kosmatih agregatnih odSkodnin, dakegitalu in
danem pritoku tehi@ne premije \Casovni enoti je verjetnost izgube tveganega kapitaalo-
¢ena. Ce je prevelika, lahko zavarovalnica péeekapital, povéa tehnéno premijo na enoto
izpostavljenosti ali pa s primernim pozavarovanjem sprarpevpreno cisto odskodnino in
njeno varianco, seveda pa je mozna tudi kombinacija nhélkt'epov.ée nas dokapitalizacija
ali prestrukturiranje naloZt ne zanima, zaradi konkurénih razlogov pa ne Zelimo podraZiti
zavarovanja, potem nam ostane le Se pozavarovanje. Piivizgitia smo pri danerti, in mejni

Se sprejemljivi verjetnosti izgube tveganega kapitadgrimernim pozavarovanjem dosegli, da

zaCiste agregatne odskodnisg velja en&ba ‘21%6 = Clvjs[‘;”, Kjer je ¢, pritok Ciste tehntne

premije v€asovni enoti. Engbo na obeh straneh pomnozimé&: Sj] in dobimo

_ TevarlSYEUS] (a - E[S])/E[S]
T Us/E[S] B var[Sy] /var[S] (4.11)

14Nekatere nalozbe predstavljajo odbitno postavko priizna razpoloZljivega kapitala.

59



Z levo en&bo smo definirali potrebno stopnjo pozavarovanijs je premo sorazmerna:z%,
kar lahko Stejemo za merilo averzije vodstva zavarovald@ezika izgube kapitald/,, premo
sorazmerna s kvadratom koeficienta variacije kosmatihgagmnén odsSkodnin in obratno so-
razmerna s kapitalom, izraZzenim v naravni endfb]. Na desni strani eride (4.11) Stevec
v naravni enoti meri razliko medisto agregatno tehémo premijo inCistimi agregatnimi od-
Skodninami, kar bomo v nadaljevanju imenovéikti tehntni izid'®. Bistvo zavarovanja in
pozavarovanja je v zmanjSanju variabilnosti Skod ozirom&kodnin, zato imamo imenovalec
lahko za reciprono vrednost merilaginkovitosti pozavarovanja.

Zavarovalnica pri varnostnem koeficiertzberec = (1 + §) E[S] = (1 + 9) (E[S)] + E[S,)])
tehntne premije. Pozavarovalnica upoSteva svoj varnostni ¢ieetid,, zato nanjo odpade
¢, = (1 +6,) E[S,] tehntne premije. Ker je; = ¢ — ¢,, je Cisti tehnEni izid zavarovalnice

a— E[S] = (1+ &(E[S] + E[S)])) — (1 + 6,) E[S,] — E[S]]
= OE[S] + (6 — 06p) E[S,].

Ker ima pozavarovalnica g portfelj, bi priCakovali, da potrebuje manjsi varnostni koefici-
ent kot zavarovalnica, torej, < J. Iz zgornje enébe pa bi lahko sklepali, da mora biti v
praksid, > 6. V nasprotnem primeru bi zavarovalnica s prenosom celatfagganja na po-
zavarovalnico v bistvu opravljala le delo posrednice inateke zavarovalne storitve, za kar bi
ji pozavarovalnica priznala provizijo, hkrati pa bi brez¢anja ustvarila arbitrazni daiak v
visini (0 — ¢,) E[S]. Sklep seveda velja le v primeru, ko je provizija primerngokia, sicer pa
bi morali upostevati tudi primanjkljaj zaradi premajhnegépevka pozavarovalnice za kritje
stroSkov pridobivanja zavarovanj in ostalih obratovalstitoSkov zavarovalnice. Proti prenosu
celotnega tveganja na pozavarovalnico deluje tudi praviiaracunu minimalnega kapitala,
saj bi zavarovalnica morala imeti toliko kapitala kot v pera, ko bi sama obdrzala polovico
tveganja. Zato z donosi od nalozb kapitala, gia@mi za arbitrazni dobek, verjetno ne bi
dosegla povpiene panozne donosnosti na kapital. Pomembno je tudi vgeagaorebitnih
Spekulacij. Pozavarovalnica je v marsikaterem pogledusn@vod zavarovalnice, npr. zaradi
doloCanja viSine premij in pogojev zavarovanja, prevzemagjaav v zavarovanje in reSevanja
odskodninskih zahtevkov. Zato razmerja med zavarovaimica pozavarovalnicami temeljijo
predvsem na zaupanju, za varovalko pa pozavarovalnicewwsahtevajo, da vsaj minimalni
del rizika nosi zavarovalnica, ki zato skrbneje opravljgjprasSteta opravila. Zelo pomemben
je tudi vpliv ponudbe in povpraSevanja na pozavarovalngm. tZaradi izrazitega cikinega
nihanja in ostalih prej navedenih razlogov ne moremo pastplosSne relacije med, in 6.

(4.12)

Pri kvotnem pozavarovanju z lastnim delezene E[S;| = a E[S], E[S,] = (1 — «) E[S] in
var[S)| = o? var[S], zato z upoStevanjem ettze (4.12) iz enébe (4.11) dobimo
_ 5a+(6—(5p)(1—a). (4.13)

a2

Pri tej pozavarovalni obliki lahko predpostavimo, dadje= ¢, kar nam dar = g od tu pa
dobimoa = £ in z upo3tevanjem leve etlae (4.11)

B E[S] p
a = §U s (_mge)‘ (4.14)

15y praksi obEajno pri izr&unutistega tehriinega izida upostevamo tudi spremeniistih zavarovalno-tehanih
rezervacij, razliko medistim obratovalnim dodatkom in dejanskimi obratovalnstrioski, zmanjSanimi za
provizijo pozavarovalnice, itd., ne upoStevamo pa prileadk odhodkov od naloZb.
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Enaba z enostavno zvezo potrjuje gakovanje, da je pri dani stajni spremenljivkiS op-
timalni lastni deleZzy naragajoca funkcija varnostnega koeficienta, tveganega kapitasion
pnje sprejemljivosti rizika izgube tveganega kapitalajekdefinirana kot recip@na vrednost
averzije do rizika izgube tveganega kapital@e je« > 1, pozavarovanje ni potrebno, kar v
konkurertnih razmerah pomeni, da lahko zavarovalnica zmanjSa svapsgtni koeficiend.

Za vsotno in Skodno presezkovno pozavarovanje aproksinitskanje optimalnega samopri-
drzaja oziroma prioritetd/ ni tako enostavno. Zato najprej preverinde, je sploh potrebno.

Brez pozavarovanja po etlai (4.10) dobimaoR ~ 2;;?[5] in e jee 1V < ¢, pozavarovanije ni

potrebno.Ce pa je potrebno, lahko kar z metodo bisekcije peiso tak)/, pri katerem desno
stran enébe (4.11) izen@mo s potrebno stopnjo pozavarovanja

Pri izbranemM/ izraCunamokF£'[S;] in var[S;] analogno kot=[S] in var[S]. Najprej izr&unamo
E[Y1] in E[Y?]. Privsotno presezkovnem pozavarovanju uporabimatan@.5a) in (4.5b),
pri Skodno presezkovnem pozavarovanju pa (4.6a) in (4/8h)o po enébah (2.2a) in (2.2b)
z Y7 namestoX; izraCunamo SeE[S] in var[S;]. Ker je E[S,| = E[S] — E[S)], imamo z
upostevanjem ertde (4.12) vse potrebno za izt desne strani eble (4.11). Ce dobimo
veC odr, M zmanjSamog¢e dobimo manj od, ga pov€amo. Tako lahko z metodo bisekcije

poi&emol, s katerim izpolnimo erébo (4.11).

V nadaljevanju predpostavimo, da je &jna spremenljivk& = vazl X; porazdeljena sesta-
vljeno Poissonovo, Kjer j& ~ Po(\). V tem primeru je zaradi eGhe (2.5a)F[S| = A E[X|]

in zaradi enébe (2.5b)var[S] = A E[X?]. Z upoStevanjem eigh (4.5a) in (4.5b) je za vso-
tno presezkovno pozavarovamigs;] = A E[X1] Fz1(M), E[Sy] = AE[X1] (1 — Fz1(M)) in
var[S)| = A E[X?] Fiz2(M). Iz en&be (4.11) z upoStevanjem e (4.12) dobimo

6 Fya (M) + (6 = 8,) (1 = Fyu(M)
Fzyg(M) '

T —=

Enaba je analogna enhi (4.13) za kvotno pozavarovanje, [gemerr’;, (M) igra viogoa,
Fz5(M) pa vlogoa?. Ce predpostavimo, da jg = 4, dobimo

L OFn(M) 5 (Fza(M))

FZ72(M) FZ71(M) FZ72(M) .

2
Napravimo Se zadnjo poenostavitev in zanemarimo fa Z’;(MM))) , ki je vsaj za velikeM

blizu 1 (Straub, 1988, str. 81). lz = #(M) dobimo Fz; (M) = 2, kar je analogno izrazu
o= g pri kvotnem pozavarovanju. Na enakGmaza Skodno presezkovno pozavarovanje do-
bimo Fx (M) = g Od tu sledi, da pri znanem, ki ga izr&&unamo iz enébe (4.14), maksi-
malni samopridrzaj oziroma prioritettd za vsotno presezkovno oziroma Skodno presezkovno
pozavarovanje dobimo z reSitvijo aiia

Fz (M) = EEEZ[ZJV] = a, (4.15a)
Fx (M) = % = a. (4.15b)
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Ce jea > 1, kakréno koli pozavarovanje ni potrebno, sicer pa za regevagornjin enéb
lahko uporabimo metodo bisekcije ali pa vnaprej priprandjeéabele oziroma grafe funkcije

Fxq(x) = EEP[(XT”} za razltne standardne porazdelitvene funkdije(x).

Enabe (4.14), (4.15a) in (4.15b) nam dajo le priblizne rezalt&i se od optimalnih lahko
zelo razlikujejo, kar bomo za kvotno in Skodno presezkovapaparovanje videli v poglavju

5. En&bi (4.15a) in (4.15b) v bistvu pomenita izéitav Ciste nevarnostne premije pri vsotno
presezkovnem oziroma Skodno presezkovnem pozavarovangiosnevarnostno premijo pri
kvotnem pozavarovanju, s tem pa tudi izéikev pozavarovalnega dela nevarnostne premije.
Vsotno presezkovno in Skodno presezkovno pozavarovanggoad kvotnega pozavarova-
nja mnogo GinkovitejSi pozavarovalni obliki, ker bistveno bolj zmgata varianco odSkodnin.
Zato za enako zmanjSanje variance odsSkodnin, kot ga zdgokawtno pozavarovanje, zado-
SCa manjSa pozavarovalna nevarnostna premija, kar pomeestadbceni, dobljeni z edbama
(4.15a) in (4.15b), premajhni.

V praksi se pri doldanju parametrov pozavarovanja marsikje Se vedno uparkgizkustvena
metoda. Zato velike pozavarovalnice s preprostimi publjkani poskuSajo pomagati svojim
cedentom. Zaradi velike kompleksnosti problematikasih le poljudno predstavijo teorétie
rezultate (Friedlos, 1997), poenostavijo izpeljavo (Sittem 2001) ali pa navedejo le preprosta
pravila za ocenjevanjéez palec (Schmutz, 1999, str. 9). Za v tem razdelku preljstavme-
todo, povzeto po (Straub, 1988), ena najiresvetovnih pozavarovalnic odkrito pove, da daje
zelo konservativne ocene (Friedlos, 1997, str. 11). Ta giomeni vé&€jo varnost zavarovalnice,
vendar tudi prevévode na mlin pozavarovalnice.

Predstavili smo le eno od aproksimativnih metod za t. i. Rlso dolaanje optimalnih pa-
rametrov pozavarovanja, v razdelku 4.4 pa bomo za Skodrsepkevno pozavarovanje pred-
stavili Se aproksimativni iz&un optimalne prioritetd/, ki temelji na NP-aproksimaciji. Tu si
za ilustracijo oglejmo le Se eno od moZnosti za v praksi zktoano t. i. relativho doldanje
parametrov pozavarovanja.

Imejmon neodvisnih zavarovalnih vrsg; naj bodo kosmate agregatne odSkodninga var-
nostni koeficient zavarovalnice zdo vrsto. Predpostavimo, da smo po énig(4.14) s podatki
E[S] = Y0, E[Si], var[S] = Y0, var[S;] in § = Z=t2E151 73 yse zavarovalne vrste skupaj
izratunali globalni lastni dele#, radi pa bi dolgili lastne delezev,, as, . . ., «,, ki bodo za-
radi speciftnosti posameznih zavarovalnih vrst bolj primerni od globga lastnega deleza.
Neznanex; bi sicer lahko za vsako zavarovalno vrsto dilioiz enacbe (4.14)Ce bi kapital
Uy razdelili na dele, ki se nanaSajo na posamezne zavarovedtee Vo bi sicer lahko naredili
enostavno in pragno, vendar bi s tem zanemarili sinergijskiimek, ko s pozitivnim tehigr
nim izidom v eni zavarovalni vrsti pokrijemo negativni téémi izid v drugi. Zaradi tega bi
(navidezno) potrebovali wepozavarovanija, kar bi povzito dodatni in nepotrebni odliv pri-
Cakovanega pozitivnega teliniega izida k pozavarovalnici. Zato neznaneraje dol@imo
tako, da bo piiakovani skupn€isti tehntni izid tak, kot bi bil,Ce bi uporabili optimalno glo-
balno kvotno pozavarovanje z lastnim delezem S to zahtevo ob predpostavki, da so var-
nostni koeficienti pozavarovalnice enaki varnostnim keefitom zavarovalnice, dobimo pogoj
Sor i B[S = ad ", 6; E[S;]. Neznane lastne deleze pa dol@&imo tako, da bo varianca
skupnihcistih odSkodnin minimalna.

Poiskati moramo vezani ekstrem funkcl€!_, a7 var[S;], kar bomo naredili po Lagrangeovi
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metodi tako, da bomo poiskali ekstrem funkcije
L(ag,an,...,qn,8) = Za? var[S;] + 20 (CYZ@E[S@'] — Zai 0 E[SZ]> )
=1 =1 =1

1 oL
2 804,-

8 E[Si]
ar[S;] !

1 0L n n
i=1 =1

indobimof = a ), 0; E[Si]/ > 1 B8] S tem pa

=1 varS] !

a;var[S;] — B&; E[S] = 0 (1=1,2,...,n)

dobimoa; = 37 kar vstavimo v engbo

 GES)TLAES]
- var[S;] S 7 E[Si] (i=12,....n).

=1 var[S;]

Ce jea; > 1, zai-to zavarovalno vrsto pozavarovanje ni potrebno, sicemrpananemy; izra-
cunamo maksimalni samopridrZzaj oziroma prioritéto iz enab (4.15a) oziroma (4.15bfe
je vsotno oziroma Skodno presezkovno pozavarovanje pniejes od kvotnega.

4.3 Lundbergova neena Cbha

V razdelku 4.2 smo izhoditfio Crameérjevo neetho (4.7), ki velja za poljubno izbrani > 0,
uporabili le za izpeljavo erid za primer, ko nas je zanimala verjetnost izgube tvegakaga
pitala periodtno ob koncu vsakega leta, toreps= 1. V praksi nas zanima verjetnost izgube
tveganega kapitala kégmu bolj pogosto, zato naj lio< ~ < 1, Ceprav enébe iz razdelka 4.2
veljajo za vsaki > 0. Seveda je sitajne spremenljivké, S; in S, ki predstavljajo letne agre-
gatne odSkodnine, potrebno zamenijati €a&jnimi spremenljivkami, ki se nanasajo na obdobje
h let, konstante, ¢; in ¢,, ki pomenijo letni pritok tehriine premije, pa je treba nadomestiti
s pritokom tehriine premije vh letih. Zaradi predpostavke o enakomernem pritoku t&tmi
premije zado&a, da jih pomnozimo &.

Podrobneje si bomo ogledali primer, ko je &jna spremenljivké’ porazdeljena sestavljeno
Poissonovo in se edba (4.9) zaradi eride (2.4) poenostavi v

AMx(R) — 1) — ¢cR = 0. (4.16)

Ce je mogge karakteristino funkcijo neke sléajne spremenljivke za vsake N+ zapisati kot
n-to potenco neke druge karakteriste funkcije, je po definiciji neomejeno deljiva, ustrezno
slucajno spremenljivko pa je zaradi die (P1.9) mogte zapisati kot vsota neodvisnih in
enako porazdeljenih stajnih spremenljivk. Naj ba = % za poljubno izbrani € N*. Karak-
teristicno funkcijo sestavljeno Poissonovo porazdeljenéaghe spremenljivké zaradi enébe

(2.3) lahko zapiSemo kot
ps(t) = (entex0-0)",

63



Ker je en(»x(®-1) karakteristEna funkcija sestavljeno Poissonovo porazdeljenéaghe spre-
menljivke S, = S X, za N, ~ Po(2), je sestavljena Poissonova porazdelitev neomejeno
deljiva. Slitajno spremenljivka, ki predstavlja letne agregatne odSkodnine, lahko zamSem
kot seStevek: neodvisnih in enako sestavljeno Poissonovo porazdeli@odajnih spremen-
ljivk Sh1, She, - .., S Verjetnost izgube tveganega kapitdlg, (U,) v toCkaht = h, 2h, ... je
navzgor omejena z %, kjer koeficientR izratunamo iz enébe (4.16), prirejene za periodo

h = % let. To pa pomeni, da namesto parame\tna)oétevamoy}, namesta pa ¢, zaradicesar

se endba (4.16) le pomnoZi % kar ne vpliva na njene morebitne resitée bin poslali v ne-
skortnost, bi morebitno izgubo tveganega kapitala preverjak{icno vsak trenutek, verjetnost
izgube tveganega kapitala pa bi bila Se vedno navzgor omejen . Z drugimi besedami to
pomeni znano Lundbergovo neéha

U(U) < e Ho
kjer je R najmanijSi pozitivni koren ertde

AMx(t) — 1) — ¢t = 0.

4.4 Dolo Canje parametrov optimalnega pozavarovanja pri dani
stopnji tveganja

Kriterijev za optimalnost pozavarovanja jetveveCina pa jih je povezanih &istim tehn€nim
izidom P, — S; ali verjetnostjo izgube tveganega kapitala. Tako je Eksicilj optimizira-
nja doséi minimalno variancovar| P, — .S;] pri dani vrednostiE [P, — S;]. Za proporcionalna
pozavarovanja je temu cilju ekvivalenten cilj najti makaim od E[FP, — S;] pri dani varianci
var[P, — 5] (Buhlmann, 1970, str. 114). Za cilj si lahko postavimo tudiksimalni koefici-
ent R, ki nastopa v Lundbergovi neetta, pri pogoju, da je&' [P, — S| vet ali enako dol@eni
vrednosti (glej npr. Dickson, 1997). Tu bomo za kriterij ioplnosti pozavarovanja privzeli
maksimalni preakovanicisti tehnni izid ob koncu poslovnega leta, vendar ob dodatnem po-
goju. Verjetnost, da boisti tehntni izid ob koncu leta manjsi ali enakU,., kjer je U,. kapital,

ki ga je zavarovalnica pripravljena tvegati, ne sme bitijaeode. Tako zelimo maksimizirati
E[P, — S;] ob pogojuP(P, — S; < — U,) < e. Kapital U, lahko predstavlja celotni razpolo-
Zljivi kapital Uy, ki je lahko nekajkrat vji od minimalnega kapitala zavarovalntéglahko pa
predstavlja le del minimalnega kapitala. M@gge tudi, da za raaneU, predpiSemo raztine
stopnje tveganja in namesto enega zahtevamo izpolnite¢ dedatnih analognih pogojev. V
takem primeru se na koncu @ajno izkaze, da je klggni omejitveni pogoj le eden izmed njih.
Ceprav vnaprej ne vemo, kateri, lahk&uaamo le z enim pogojem. Izpolnjenost morebitnih
ostalih pogojev po izi&unu preverimo in kljani omejitveni pogoj zamenjamoe je potrebno.

Mejna verjetnost je v splodnem odvisna od problema, ki ga redujei@e.gledamo le posa-
mezno zavarovalno vrsto, lahko dopustim@jve, saj lahko prtakujemo, da se bo negativni
tehnitni izid v eni zavarovalni vrsti pokril s pozitivnim tehiniim izidom v drugi zavarovalni
vrsti. Prav tako na vpliva morebitni obstoj in viSina izravnalnih rezervacigavarovalnice
namre& za dol@ene zavarovalne vrste v letih, ko so tatmiiizidi boljSi od povprénih, polnijo
izravnalne rezervacije, v letih, ko so tebni izidi slabsi od povpr&a, pa jih praznijo. Ker iz-
ravnalne rezervacije sodijo med zavarovalno-téheirezervacije, zavarovalnice s tem ublazijo

180b koncu leta 1995 je v Evropski zvezi skupni razpolozljigpktal za premoZenjska zavarovanja predstavljal
vet kot 3-kratnik minimalnega kapitala (Report to the Insurance Guttee, 1997, str. 4 in 17).
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morebitna velika nihanja v Skodnem dogajanju, ne da bi zéesmje kapital. Glede na dejstvo,
da se izravnalne rezervacije nanasajo na morebitnedeodbveznosti, ki Se niso nastale, bi
jih lahko upostevali tudi \[/,.. Pravzaprav bi jih lahko uposStevali tudi pri ugotavljanppital-
ske ustreznosti zavarovalnice ozirom&y (glej npr. Report of the working group on non-life
technical provisions to the IC Solvency Subcommittee, 28025).

Kadar gledamo na zavarovalnico kot celoto, torej vse zawhne vrste skupaj, je odvisen
predvsem od stopnje averzije vodstva zavarovalnice dkarimesolventnosti. Tako lahko za
riziko nesolventnosti zavarovalnice v enem letu dopustmpa ¢ = 0,0001, v desetih letih

e = 0,001, za trajno poslovanje pa= 0,01 (Beard, Pentik&dinen, Pesonen, 1984, str. 317).
Pri dolatanju Casovnega obzorja pa je potrebno upoStevati tudi zavarewakte, s katerimi
se zavarovalnica ukvarja. Za dolg@ra Zivljenjska zavarovanja dajno zavarovalne premije
ne moremo sproti, npr. letno, prilagajati, kot to lahko star pri premozenjskih zavarovanjih.
Kljub temu pa dejanska nesolventnost premoZenjskih zaaéria ni tako redka, kot bi morebiti
pricakovali. Tako je npr. v ZDA v letih od 1984 do 1993 Stevilo peZenjskih zavarovalnic,
ki so postale nesolventne, redno predstavljalo ¥sagjistotek od vseh delujth zavarovalnic,
ki so se ukvarjale s premoZzenjskimi zavarovaniji, v najbatj&nih letih pa vé kot 2 odstotka
(Solvency of non-life insurers, 2000, str. 5).

V normalnih razmerah zavarovalnica s pozavarovanjem navaoavalnico prenaSa tudi del
pozitivnega kosmatega teltniega izida. Zato se optimiziranje po prej navedenem Ktiter
optimalnosti reducira na iskanje spodnje meje potrebnegavarovanja, pri katerise za > 0
verjetnost, da baisti tehnni izid ob koncu leta manjsi ali enakl,., izen&i z . Tako moramo
poiskati reSitev erébe P(P,— S, < —U,) = eoziromaP (S, > P,+U,) = ¢, kar nam da erio

Fs(P,+U) = 1-c¢ (4.17)

Zgornjo en&bo lahko reSimoge poznamo porazdelitveno funkcifistih agregatnih od3ko-
dnin Fg,(x), seveda pa moramo poznati tudi odvisniste agregatne tetime premijeP, od
parametrov pozavarovanja.

Pri kvotnem pozavarovanju jB = ac = a (1 + §) E[S] in S; = aS. Ker je

Fg(r) = P(S <wx) = PlaS<z) = P(ng) —  Fy <§)7
jel—e=Fs (P +U,) = Fs(2l=) = Fg(c + %) in od tu
U, U,
= = . 4.18
) Fgi(l—e) — ¢ Fg'(l1—¢) — (1+6)E[S] (4.18)

Cejea < 0alia > 1, potem pril/, > 0 pozavarovanje ni potrebno.

Pri vsotno presezkovnem pozavarovanju z maksimalnim sedrépjemM/ je izraCun precej
bolj zapleten, saj se porazdelitvena funkdijg(x) ne da enostavno izraziti s porazdelitveno
funkcijo Fs(x). Prav takoCiste agregatne tetime premijeP, ne moremo preprosto izraziti

s kosmato agregatno telino premijoc. Vsotno presezkovno pozavarovanje je sicer propor-
cionalno pozavarovanje, vendar v nasprotju s kvotnim pazasanjem proporcionalnost velja
le za vsak riziko posebej, za celoten portfelj pa le v ide@igh razmerah, ki jih v praksi ni.
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Pri kvotnem pozavarovanju so pozavarovani tudi majhnkriza katere pozavarovanje sploh
ni potrebno, zanje pa velja isti lastni delez kot velja za velike rizike, za katere je skupni
a morda premajhen. Pri vsotno presezkovnem pozavarovanpopavarujemo le rizike, ki
preve Strlijo iz povpré&ja, in za vsakega posebej doimo lastni delez. Tako v bistvu le po-
rezemo rizéne konice in s tem portfelj homogeniziramo. Razmerje istimi agregatnimi
odSkodninami in kosmatimi agregatnimi odSkodninami nikeneazmerju medisto agrega-
tno tehn€éno premijo in kosmato agregatno tetmd premijo. Obe razmeriji sta sicer obtezeni
povpreji lastnih delezev posameznih rizikov, vendar so v prvemmeru utezi skupne ptako-
vane kosmate odSkodnine, ki se nanasajo na posamezne vizikegem pa kosmata teltma
premija. Izenaitev obeh razmerij bi dosegli le v idealiziranih razmerkb,bi bila razmerja
med tehntno premijo in prakovanimi odSkodninami za vse rizike enaka. K temu v praksi
primerno dol@itvijo premijskih stopenj sicer tezimo, vendar smo Se dalé cilja.

Prvo izboljSavo izrauna po metodi iz razdelka 4.2 naredimo Ze s tem, da optirtzitrii delez
« za kvotno pozavarovanje iZranamo po erbi (4.18) namesto po edhi (4.14).Ce jea > 1,

pozavarovanje ni potrebno, sicer pa reSimotboa(4.15a). Dobljenil/ vzamemo za Zzetni
priblizek.

V razdelku 4.1 smo ugotovili, da je pri vsotno presezkovnemgwarovanju za tiste rizike, za
katere jeE M L > M, lastni delez zavarovalnicg%, ostalih pa v pozavarovanje ne prijavimo.
Zato je smiselno, da obravnavani portfelj razdelimo nakleda vsotno presezkovno pozavaro-
vanje gotovo ne pride v poStev in za kateregaiga tehntna premija enaka kosmati tefini
premiji, in del, ki bi lahko priSel v poStev za pozavarovariggojnik je potreben zato, da pri
izracunu ne bi izpadli riziki, ki Se niso vsotno presezkovno p@zavani, vendar bi pri manjSem
maksimalnem samopridrzaju od trenutno veljavnega moitli 8e takih rizikov ne moremo
identificirati, ali pa zanje nimamo zabeleZenega podatka 6L, upoStevamo le tiste rizike, ki
SO Ze vsotno presezkovno pozavarovani. Zanje potrebndkeodatovo imamo, ker moramo
pozavarovalnici s t. i. borderoji spdrati podatke o premijah in odSkodninah za posamezne
pozavarovane rizike.

Zarazltne rizike je razmerje mel )M L in zavarovalno vsoto razino. £ M L lahko znaSa €0
odstotkov od zavarovalne vsote, lahko pa je enak zavarovsdti. Pri pozarnih zavarovanijih,
kjer uporabljamoF M L, je zavarovalna premija obajno odvisna od zavarovalne vsote. Zato
za izr&un Ciste agregatne tehime premije ni dovolj le poznavanje porazdelitvene furecij
ocenjenih maksimalnih Skol M L za obravnavani portfelj, oziroma njene izpeljanke, (z),

ki smo jo uporabili pri aproksimativnem iztanu v razdelku 4.2. Tam so se vse podrobnosti
0 izratunu premije izgubile oziroma so bile skupno upoStevane nstentic. Za natagen
izraCun pa moramo poznati vse elemente, ki vplivajo nadGarapremije, npr. zavarovalno
vsoto, premijsko stopnjo itd., oziroma Ze izteano kosmato tehtno premijo. Del portfelja,

ki pride v poStev za vsotno presezkovno pozavarovanj€apio ni velik. Zato predpostavimo,
da za vsakega odrizikov, ki pridejo v poStev za vsotno presezkovno pozavange, poznamo
vse potrebne podatkelz M L; je ocenjena maksimalna pakovana Skoda, ki se nanaSaina

ti riziko, ¢; kosmata tehina premijao; = min{#m, 1} pa lastni delez.Ce je P, skupna
kosmata tehiina premija za del portfelja, ki za vsotno presezkovno paxamanje ne pride v
poStev, potem j&, = Py + Y i, aic;.

V primeru, ko imamo vse potrebne podatke za vse rizike, naitfigh@ ne bi bilo treba razbijati
na dva delagisto agregatno tehémo premijo pa bi izréunali kotP, = >~ | «,¢;, kjer se zdaj
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n nanasa na vse rizike. Razbijanje portfelja na dva dela paigesm tudi v takem primeru, ker
sicer v iterativnem postopku zagjedel portfelja izr&unciste tehntne premije po nepotrebnem
ponavljamo. Ko namieenkrat imamo z&etni priblizek, z njim po eni od eksaktnih metod,
lahko pa tudi s simulacijo, izéanamo porazdelitveno funkcijBs, (x) za celoten obravnavani
portfelj in izraCunamoFs, (P, + U,.). Ce dobimo vé od1 — ¢, M povetamo,&e dobimo manj,
ga zmanjSamo. Tako lahko z metodo bisekcije g@iso reSitev eride (4.17).

Tudi pri izracunucistih agregatnih odSkodnin je smiseln@uaanje za vsak del portfelja pose-
bej. Seveda pa moramo tokrat pri izeau Cistih agregatnih odSkodnin za (potencialno) vso-
tno presezkovno pozavarovani del portfelja naméstéz) upoStevati porazdelitveno funkcijo
Fy(z), ki se nanaSa na obravnavani del portfelja in je definiransezl® (4.1), oziroma njeno
diskretno verzijo. Ves opisani postopek je precej zapleteamuden, ker pa zadég da maksi-
malni samopridrZaj doldmo le enkrat letno pred podpisom ustrezne pozavarovaigedgbe,

je sprejemiljiv.

Pri Skodno presezkovnem pozavarovanju s prioritet@e porazdelitvena funkcijéy, (x) ne
da enostavno izraziti s porazdelitveno funkcljg(z), vendar lahko na enak éia kot Fs(x)
izraCunamo tudiF, (x). Tokrat ni tezav s tem, da je iztan Ciste odSkodnine iz kosmate od-
Skodnine odvisen od lastnega deleZe rizika, na kateregdgkednina nana3a. V iZtanu agre-
gatnih odSkodnin moramo le za> M namestoF'y (x) upoStevatil. To pa zlahka naredimo
s tem, da pri ekvidistantni diskretizaciji porazdelitvénakcije F'y (x) v algoritmu 1 na strani
23 zax,,., vzamemal/ in ne upoStevamo dinagriega ustavljanja, pri simulaciji pa nakijuo
generirane odSkodnine, ki presegajg postavimo nal/. Tudi Cisto tehntno premijoP, eno-
stavno izréunamo. Ker je Skodna pogostost neodvisna od prioritétge razmerje medisto
in kosmato nevarnostno premijo odvisno le od razmerja mezkovanccisto in prcakovano
kosmato odskodnino, ki je enalgegg(—]\f]. Razmerje medisto in kosmato tehiho premijo pa
je odvisno Se od varnostnih koeficientov zavarovalnice agarovalnice ter je

B(M) _ EX](1+6) - (EX]- E[X;M]) (1+6,) _ E[X;M](1+6,) — (6 — ) E[X]

c E[X] (14 6) B E[X] (14 6)
Od tu dobimo

dp,— 06
Fx (M) — 1 +5> . (4.19)
Zacetni priblizek M izratunamo analogno kot pri vsotno presezkovnem pozavarové)tq’de
lastni delezy za kvotno pozavarovanje, iZtanan iz enébe (4.18), véji ali enak 1, pozavarova-
nje ni potrebno, sicer pa reSimo &ha (4.15b). Z zéetnim priblizkomA/ po eni od eksaktnih
metod, lahko pa tudi s simulacijo, iZranamo porazdelitveno funkcijbs, (z) in izraCunamo
Fs, (P +U,). Ce dobimo vé od1 — ¢, M povetamo,ée dobimo manj, ga zmanjsamo. Tako
lahko z metodo bisekcije paidmo reSitev erée (4.17).

Opisani postopek zahteva razmeroma vetiksovno zahtevnih izéanov porazdelitvene funk-
cije Fg,(z). Zato je priporg@ljivo, da z&etni priblizek izr&unamocim bolj natatno. Name-
sto enébe (4.15b) lahko uporabimo tudi kakSno drugo aproksimatimetodo, ki ne zahteva
preve& raCunanja. Tako si lahko za izhod@& po enébah (4.3), (4.4), (4.6a), (4.6b) in (4.6¢)
naredimo tabelo razmerij med&tnimi momentiistih in kosmatih agregatnih odSkodnin za
razlicne M (glej npr. Beard, Pentikdinen, Pesonen, 1984, str. 86), patz znanih prvih
treh momentov kosmatih agregatnih odSkodninGareamo prve tri moment&stih agregatnih
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odsSkodnin. Potem z eno od aproksimacijskih metod, ki tajoelp prvih treh momentih, iz-
racunamo aproksimativno vrednost zg, (P, + U,.). Tako lahko dopolnimo celotno tabelo in
poi&emo ustrezni/ ali pa uporabimo metodo bisekcije M pove&€amo oziroma zmanjSamo,
ce dobimo vé oziroma manj od — e.

Kadar se odl6imo za iskanje z&etnega priblizka na osnovi NP-aproksimacije agregatdih o
Skodnin, je postopek relativho enostaven. Zaradébad3.7) enéba (4.17) preide v

AOD + U = s + o500 (v + 250 62 - 1)) @20
kier je y. = @ 1(1 — ¢), us(M), o5(M) in vg(M) pa izr&unamo s pomgjo end&b (2.2a),
(2.2b) in (2.2c), v katerih namest®; upoStevamd’. Potrebne momente slajne spremen-
liivke Y izraCunamo po eribah (4.6a), (4.6b) in (4.6c), Se enostavneje pa kar nefosrz
upoStevanjem ekvidistantno diskretizirane gostote tweofi slicajne spremenljivkeX, ki jo
korigiramo priM . Za sestavljeno Poissonovo porazdelitev s&€bag4.20) zaradi eica (2.5a),
(2.5b) in (2.5¢) poenostavi v

njw

1 AE[Y3]
P(M) + U, = XE[Y]+ OE[YH))? |y + ———— (2 — 1) ].
/(M) Y] + (\E[YY) <y sopmaT ))
KerjeY < M, se hitro prepamo, da jeZ[Y?] < M-E[Y]oziromaFE[Y?| = k*(M)-M-E[Y],
kierje0 < k(M) < 1. Pravtako jeE[Y?3] < M- E[Y?]. Naj bo P, Cista agregatna nevarnostna
premija. Pri predpostavki, = d je P,(M) = (1+6) AE[Y]| = (14+) A E[X; M| = (149) P,
zgornjo enabo za prakitno zanimives < 0,15, ko jey,. > 1, pa lahko prepiSemo v

ObicCajno je prioritetal/ majhna v primerjavi €isto agregatno nevarnostno premig, zato
zadniji Clen lahko zanemarimo, kar pa pomeni tudi prehod od NP-ar@cije na nhormalno
aproksimacijo. Ker je v zgornji neetbi neenaaj izkljutna posledica navzgor ocenjenega
zadnjegaClena, ki je pozitiven, se po njegovi izpustitvi neéapobrne. Glede na relativho
majhnost zanemarjenegkena lahko zapiSemo etiao

Ur ~ yek<M) \/M'Bn - 6Pln7

iz katere dobimo eré&bo

2

P7L
M _ (Ur + 5Pln)2 - UT (1 + 5#T>
Y2 k2(M) Py, y2 k2(M) 2=

ki pa ima tudi desno stran odvisno @d. S pomoznima spremenljivkama = UM inz= g;
zgornjo enabo prepidimo w ~ % Ce privzamemo, da jé(M) konstanta, iZ22 ~
5?2 ;

m (1—%) =0dobimoz =dinw~ y21§2—(EM) oziroma

4
M ~ — . 4.21
Zean’ v (4-21)
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Ker je ‘?;715 > 0 zaz > 0, smo dobili minimum, kar pomeni, da smo na varni strani.

Za prakttne primere velja ocenab < k(M) < 0,8 (Beard, Pentikdinen, Pesonen, 1984, str.
140), kar nam na osnovi e@ize (4.21) omogta dolciti zaCetni priblizek z ocen@ez palec.
Tako je zac = 0,01 y. = 2,326, kar nam daVl ~ 2,16 U, zak(M) = 0,6 (Beard, Pentikainen,
Pesonen, 1984, str. 140 in 150), ~ 1,56 U, zak(M) = 0,7 (Daykin, Pentikéainen, Pesonen,
1994, str. 175) oziromd/ ~ 1,16 U, (Hart, Buchanan, Howe, 1996, str. 127). Zaajem
letnice izdaje knjigel/ pada, kar je verjetno posledicadye previdnosti. Tako je v (Hart, Bu-
chanan, Howe, 1996) uporabljén)) = /0,6 ~ 0,775, ki po naSi formuli da\/ ~ 1,26 U,.
Razlika med,1in 1,2 izviraiz vmesnega varnega zaokroZevanja Ze na nivoju izbine enébe
U.~19vM - P, — 0 P, (Hart, Buchanan, Howe, 1996, str. 126). V (Daykin, Pentigéin
Pesonen, 1994, str. 160) je analognatbad/, ~ 1,6 /M - P,, — 0 P,,, v (Beard, Pentikainen,
Pesonen, 1984, str. 140) pa ~ 14/M - P, — 0 B,,,. Zae=0,05je y. = 1,645. Ker je

2526 ~ 2, zae = 0,05 po endhi (4.21) dobim@-krat vetje M kot zae = 0,01.

Zanimivo je, da z uporabo normalne in NP-aproksimacije anégapitall, = U,.(M), s kate-
rim pri dani prioriteti M/ dosezemo predpisano stopnjo tvegamnja sploSnem primeru ni na-
ra&ajaca funkcija spremenljivké/, ker pri dola@enem pozitivnem\/ doseze minimum (glej
Centeno, 1995).

V praksi ve&krat kombiniramo vé pozavarovalnih oblik, pri tem pa v pozavarovalnih pogddba
predpiSemo vrstni reddinkovanja. Pogosta je kombinacija vsotno preseZzkovnegayaro-
vanja, s katerim velikim rizikom poreZzemo vrhove, nato pavraesnih)cCistih odSkodninah
uporabimo Se Skodno presezkovno pozavarovanje. Podoloanjginacija Skodno presezkov-
nega in kvotnega pozavarovanja, ko najprej porezemo veti&odnine, nato pa na (vmesnih)
Cistih odSkodninah uporabimo Se kvotno pozavarovanje.akgise uporablja tudi kombinacija
vsotno presezkovnega pozavarovanja z maksimalnim sadmdagemJ\/ in kvotnega pozava-
rovanja z lastnim deleZem, ki pa je spet proporcionalno pozavarovanje. Zato ta koatija
ne prinese 1@ bistveno novega, saj bi jo za vsotno presezkovno pozaaardel portfelja lahko
nadomestili z vsotno presezkovnim pozavarovanjem z lastiglezerm M. Bolj smiselna je
kombinacija, ko kvotno pozavarovanje velja le za tisti deftfelja, ki ne pride v poStev za
vsotno presezkovno pozavarovanje, keEjg/ L < M. Vendar gre v tem primeru dejansko za
dva podportfelja, od katerih je eden pozavarovan z vsoteegakovnim, drugi pa s kvotnim
pozavarovanjem.

Pogosto vsotno presezkovnemu ali Skodno presezkovnenawgnawanju sledi Skodno presez-
kovno pozavarovanje za primer katastrofe (t. i.c@Ssamopridrzaja). V tem primeru najprej
upoStevamo primarno vsotno ali Skodno presezkovno poaeamje, nato pa na skuprste
odskodnine, ki so posledica istega katastrofalnega Skyaddegodka, uporabimo Skodno pre-
sezkovno pozavarovanje za primer katastrofe.

Tu si oglejmo le kombinacijo Skodno presezkovnega in kvgdngozavarovanja. Sedaj imamo
dva nivojaciste tehntne premije inCistih odSkodnin, zato naj s& (M) in S;(M) nanaSata na
vmesne vrednosti patinkovanju Skodno presezkovnega pozavarovanja s ptiorite koncne
Ciste vrednosti po&inkovanju kvotnega pozavarovanja pa dobimo z mnozenjem/z(M) in
S;(M) s stali€a kvotnega pozavarovanja prevzemata viogo kosmatih estidi, (A7) pa tudi
vlogo konstante, zato levo enébo (4.18) lahko zapiSemo kot

a(M) = U (4.22)

Fotn(1—¢) — R(M)
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Le v posebnem primeru, ko §g = dinstemP; (M) = (1+44) E[S;(M)], bi en&bo (4.22) lahko
dopolnili z en&bo, analogno desni edlai (4.18).Ce jed, > d, je P(M) < (1 + 6) E[S;(M)],
Ce pajed, < d,je P(M) > (1+ ) E[S;(M)].

Naj bo M, optimalna prioriteta, ki izpolni erio (4.17). Tedaj jéWS‘Z%MO)(l —¢€) = P(My)+U,
in po en&bi (4.22) dobimax(M,) = 1, kar smo tudi pigakovali. ZaM < M, po en&bi (4.22)
dobimoa(M) > 1, za M > M, pa«a(M) < 1. V drugem primeru je izpolnjen tudi pogoj
(4.17).Ce Zelimo naijti optimalno kombinacijo $kodno preseZkovrirdarotnega pozavarova-
nja, moramo najti tak/ > M,, da bo izrazw(M) E[P,(M) — S;(M)] maksimalen. Tovrsten
izratun brez velikih teZzav lahko vgradimo Ze v postopek, s katéstemo/,. VpraSanje je
le, ali bomo res dobili kaj novega ali pa se bo kot optimalia@iala kombinacijd/ = M, in

a = 1, torej le Skodno presezkovno pozavarovanije, kot se to lag&di pri drug&nih kriterijih
optimalnosti, &emer glej npr. (Gerber, 1979, str. 129) ali (Sundt, 199314f7). Teoretino bi
se v skrajnem primeru, ko bi bil varnostni koeficient pozavatnices, nesorazmerno & od
9, kot optimalna lahko izkazala tudi kombinacijd = oo in z ena&bo (4.18) dolGeni«, torej
le kvotno pozavarovanije.

VpraSanje, kako je v sploSnem primeru, pustimo odprto, jogiepa si primer, ko j&), = 9.
Tedaj je P(M) = (1 + §) E[S;(M)] in E[P(M) — Si(M)] =6 E[S;(M)]. V tem primeru
moramo maksimizirati izraz
U. 6§ B[S (M U, ¢
o(M)FES(] = — A0 - -

F:loa(l—e€) — (14+6)E[S;(M g tary (1-€)
S;(M)( ) — ( ) E[Si(M)] ESZ)(M)} — (1+9)

1 1—e .
Desna stran je strogo padégfunkcija spremenljivke(M) = % zato maksimum do-

sezemo takrat, ko je(M) minimalen. Pri kateremd/ doseZzemo minimum, ne bomoCiaali
eksaktno. Omenimo pa, da po eni izmed metod cliga kosmate tehéme premije varnostni

koeficientd izraCunamo iz enébe FS;%]*G) =1+ 0, kjer pa seveda ni nujno, da upoStevamo
isti e. Tako izkustveno vemo, da jg M) naragajcca funkcija, kar je pravzaprav tudi eden od
razlogov, da potrebujemo Skodno presezkovno pozavamy@mpa@emo varnostnega koefici-
enta povéati nad trzno sprejemljive vrednosti. Zato lahko izkustvegotovimo, da pri pogoju
M > M, funkcija z(M) doseze minimum priM/ = M,. To pa pomeni, da v tem posebnem
primeru v optimalni kombinaciji Skodno presezkovnega itkega pozavarovanja dejansko

nastopa le Skodno presezkovno pozavarovanje s priofitgto

Kljub zgornji izkustveni ugotovitvi opisani postopek kombanja Skodno presezkovnega in
kvotnega pozavarovanj&asih le ima smisel. Kadar je iskanje optimalnega Skodnsgaiev-
nega pozavarovanja zaradi pogostega nutnerzahtevnega iz€anavanja porazdelitvene funk-
cije Fs () Casovno neizvedljivo, se lahko zadovoljimo s suboptimak®tvijo. V takem
primeru zadoSa, da najdemo dovolj velik/, za katerega j&s, ) (Fi(M) + U,) < 1—¢, nato
pa Skodno presezkovno pozavarovanje s priorilégtkombiniramo s kvotnim pozavarovanjem
z lastnim deleZena, izraCunanim iz enébe (4.22). Na ta ri@n sicer ne najdemo optimuma,
vendar pa poslujemo v okviru sprejemljivega tveganja, &ézpolnjena engba (4.17).

Za obratno kombinacijo, ko kvotnemu pozavarovanju sleddsio preseZzkovno pozavarovanje,
pri tem pa Zelimo dosg maksimalni koeficienf? iz Lundbergove neetthe, glej npr. (Centeno,
1991).
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5 Prakti Cen primer

V tem poglavju si bomo na primeru ogledali, kako lahko uporabteorijo iz prejSnjih pogla-
vij za reSevanje nekaterih aktuarskih problemov. Ker narzetazkrivati poslovnih skrivnosti,
ne bomo delali s konkretnimi podatki kakSne od slovenskilamavalnic. Do agregatnih od-
Skodnin, ki so jedro problema, bi radi prisli hitro. Zato sinbo verjetnostno funkcijo Stevila
odsSkodnin kar izbrali. Enako bomo naredili tudi za poratdeho funkcijo viSine odSkodnin,
od tu pa bomo nadaljevali po kratkem ovinku. Za izbrano padetizzeno funkcijo bomo gene-
rirali odSkodnine, nato pa iz dobljenega vzorca ponovndawgjali tip porazdelitvene funkcije
in njene parametre, ki se bodo od izhauhi# razlikovali. Tako si bomo omogdi primerjavo
agregatnih odSkodnin, dobljenih z upoStevanjem dejanskazpelitvene funkcije, in agrega-
tnih odSkodnin, dobljenih z upoStevanjem porazdelitvem&¢ije, dol&ene s pomgjo vzorca.
Tovrstno primerjanje v praksi sicer ni magm ker dejanske porazdelitvene funkcije ne po-
znamo, prav zato pa je zelo pino. Omogai nam pridobiti oldutek za oceno neodstranljive
napake, ki nastane zaradi nakija.

Jedro primera je primerjava rezultatov aproksimativnileksaktnih izréunov nekaterih para-
metrov pozavarovanja. Razlike so odvisne od metode in skeveliistim zavarovalnicam, ki
maksimalne lastne delezZe izkustveno @ajjo prevé previdno, bi se investicija v naténejSe
izratune verjetno zelo hitro povrnila.

5.1 Izhodi$ ¢ni podatki

Predpostavimo, da imam).000 zavarovalnih polic, s katerimi so zavarovani riziki iz neke
homogene nevarnostne skupine. Na osnovi Stevila Skodroai@dSkodnin v preteklih letih
smo ugotovili, da je letha Skodna pogostosdstotkov, Stevilo odSkodnin pa je porazdeljeno po
Poissonovem porazdelitvenem zakonu s paramefrea0,05. Zaradi aditivnosti neodvisnih
Poissonovo porazdeljenih $lajnih spremenljivk za Stevilo odSkodnin za celotno nevatmo
skupino veljaN ~ Po(500). Vzemimo SeE[N] = 500 odSkodnin, ki smo jih po metodi iz
razdelka 3.8 nakljtno generirali za Paretovo porazdelitev s parametr@mal ,6 in A = 1.000,

pri tem pa smo za enoto vzalio00 SIT. Nakljutno izbrane vrednosti so razvidne iz priloge P4.

Odskodninery, zo, . . ., x500 SO tako, kot so bile generirane, navedene v tabeli 11 na #éhist
prilog, po velikosti urejene odSkodning,), z(s), . . ., Z(s00) Pa SO razvidne iz tabele 12 na 43.
strani prilog.

Razpon od najmanjSe odSkodnine v vidni48 SIT do najv€je v visini 51.975.626 SIT je
kar velik. Vzoicno povpréje je 1.560.089 SIT, standardni odklor.484.658 SIT, koeficient
variacije287 odstotkov, koeficient asimetrije 32031. Z upoStevanjem izhodisiih parametrov
bi dobili matemaitno upanjel.666.667 SIT, momenti viSjega reda pa ne obstajajo.

V preteklosti so aktuarji naradjoce urejene odskodnine zdruzevali v razrede in sestavljali t
Skodne tablice. Le-te so bile in so Se vedno zelo uporabnekatere aktuarske naloge, npr.
za dolcanje viSine popustov za raifie franSize ali za dot@nje viSine zavarovalne premije
v odvisnosti od zavarovalne vsote pri zavarovanju na priko. Zelo nazoren prikaz uporabe
Skodnih tablic je v (Flis, 1995b, str. 212). Ker pa Skodnditatme omogoajo raznih analitinih
izracunov, bomo v naSem primeru delali izkijuo z analittno izraZzeno porazdelitveno funkcijo
odskodnin.
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5.2 Porazdelitvena funkcija odSkodnin in testiranje njene
primernosti

Iz podatkov v tabeli 11 smo po metodi nafyega verjetja poiskali parametre za vse porazdeli-
tvene funkcije iz priloge P3 ter opraviji*-test in test Kolmogorov-Smirnova. Intervdl, co)
smo razdelili n&0 razlicno dolgih podintervalovo, ¢; |, (c1, cal, - . ., (¢as, ca9], (ca9, 00), Kjer je

¢i = oy, ¢ =1,2,...,49. Za porazdelitvene funkcije s tremi parametri imamo ytritestu
tako50 — 1 — 3 = 46 prostostnih stopenj in kritni toCki hys 5, = 62,83 ter hyg 19, = 71,22,
za tiste z dvema parametroma fa prostostnih stopenj in krithi tocki hy7 54 = 64,00 ter
haz19 = 72,46. Za test Kolmogorov-Smirnova sta kitii tocki dsoo 5% = \1/% ~ 0,0608 in
d500.1% = 1?"030 ~ 0,0729. Pri stopnjah tveganja odstotkov inl1 odstoteky?-test prestanejo
tri, test Kolmogorov-Smirnova pa pet porazdelitvenih faipkzmed devetih. Njihovi parametri
so razvidni iz tabele 1, ki je urejena po naragcem negativnem logaritmu funkcije verjetja
oziroma po padajd vrednosti funkcije verjetja. Poleg parametrov navajdut obe vrednosti
testnih statistik ter ocen®M S, ki jo kot merilo prileganja k vzami porazdelitveni funkciji
uporabljamo pri metodi najmanjsSih kvadratov. |1z podatkewgli, da je v tem primery?-test
stroZji, saj ga prestanejo le prve tri porazdelitvene fijekiz tabele 1, v vseh petih primerih pa
sop-vrednosti manjSe od tistih za test Kolmogorov-Smirnova.

Tabela 1: Parametri porazdelitev, dobljenih po metodi e&@@ga verjetja

Porazdelitvena X3 0Z. X3~ Dsoo

funkcija Parametri —log L | p-vrednost| p-vrednost| RM S

Burr(a, A\, 7) | a = 2,0534088 - 10° | 4.032,0065 56,49 0,0237| 0,0081
A = 8,9200014 - 102 13,82%| 94,15%

7 =19,3038942 - 10~!
Pareto(a, \) | a=1,6751845-10" | 4.032,7453 60,06 0,0320| 0,0117

A =1,0797284 - 103 9,57 %| 68,52 %

TT(a, N\, 7) | a =8,9941800 - 10° | 4.034,7303 58,80|  0,0362| 0,0150
\ = 4,4397215 - 10" 9,75%| 52,88 %
7 =2, 1435283 - 10!

LN (1, 07) 1= 6,1901637 - 10° | 4.040,2220 76,39| 0,0586| 0,0272
o =1,6021423 - 10° 0,43%| 6,45%

W(e, 7) c=1,0120239 - 102 | 4.057,8855 75,30|  0,0510] 0,0296
7 = 6,5969090 - 10~} 0,55%/| 14,83 %

Iz tabele 1 se vidi, da je Burrova porazdelitev po vseh naviedetterijih najboljSa, sledi pa
ji Paretova porazdelitev, od katere pa bi bila transformargama porazdelitev boljSée bi za
kriterij vzeli p-vrednost za?-test. Paretova porazdelitev v nobenem primeru ne bi mdgla b
boljSa od Burrove, saj je le njen poseben primer. Razlike mednatpa niso velike, zato s testi-
ranjem razmerij verjetij, opisanim v podrazdelku P1.3r&vprimo,Ce je dodatni parameter pri
Burrovi porazdelitvi upraxden. Razlika v Stevilu parametroviezato iz tabele 10 na 14. strani
prilog prideta v postev kritini tocki h; 5%, = 3,84 in hy 19, = 6,63. S podatki iz tabele 1 ugoto-
vimo, da jex? = 2 (log Lpurr —10g Lpareto) = 2 (—4032,0065 + 4032,7453) = 1,4776 < 3,84.
Zato sklepamo, da dodatni parameter k giargu vrednosti funkcije verjetja ne prispeva dovolj
in po n&elu ekononminosti kot modelno funkcijo za viSino odSkodnin privzameRaretovo
porazdelitveno funkcijo s parametroma iz tabele 1. Zarauhgrjave povejmo Se to, da bi
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z izhodi€nima parametroma = 1,6 in A = 1.000 dobili —log L = 4032,8352, x%, = 60,10
(p-vrednost j&9,51 odstotka),Ds5qo = 0,0299 (p-vrednost j€/6,27 odstotka) inRM S = 0,0123.

5.3 Ekvidistantna diskretizacija porazdelitvene funkcije odskodnin

Zaradi izr&una agregatnih odSkodnin s Panjerjevo rekurzijo smodvenverjetnostno funkcijo
in modelno Paretovo porazdelitveno funkcijo oziroma njgostoto verjetnosti ekvidistantno
diskretizirali z algoritmom 1 na strani 23. Za koraksmo vzeli50 enot, kar predstavlja,2
odstotka vzaotnega povpréa, za dopustno relativno napako mateigradiga upanja, ki nastane
zaradi prenosa gostote verjetnosti od desnega keafiskretizacijskega intervala do nesken
nosti v desno kraji&e, pac = 0,005.

Za ekvidistantno diskretizacijo vzéme verjetnostne funkcije, pri kateri se materfadi upanje
ohranja, je zadd@®lor = 1.040 korakov, kar je odvisno le od maksimalne vzoe odSkodnine.

Z diskretizacijo se je standardni odklon péeaéza0,001 odstotka, koeficient asimetrije pa se
je zmanjSal za),003 odstotka. Porazdelitveno funkcijo, iznanano s Panjerjevo rekurzijo z
ekvidistantno diskretizirano vzoémno verjetnostno funkcijo, imamo lahko za eksaktno porazde
litveno funkcijo kosmatih agregatnih odSkodndg predpostavimo, da se dejanska porazdeli-
tvena funkcija odSkodnin ujema z vamo. V tem primeru smo s Panjerjevo rekurzijguaali
izklju€no zaradi moZnosti ocenjevanja kvalitete preprostihkginoacijskih metod, ki temeljijo

na momentih agregatnih odskodnin, awaanih iz vzotnih momentov in momentov stajne
spremenljivkeN ~ Po(500), ki modelira Stevilo odSkodnin.

Slika 1: Porazdelitvena funkcija kosmatih odSkodnin
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Gostota verjetnosti Paretove porazdelitv€as pada k . Zato je bilo za zahtevano natan
nost za ekvidistantno diskretizacijo potrebmik= 55.231 korakov, kar pomeni interval od

do ve& kot 53-kratnika maksimalne vzéne odSkodnine oziroma do &é&ot 3,5-kratnika pri-
Cakovanih agregatnih odSkodnin, razvidnih iz tabele 2 rens¥6. Zaradi diskretizacije se je
matemaitno upanje Paretove porazdelitve. 599,160 zmanjSalo z&,5 odstotka in po diskreti-
zaciji znaSd .591,165. Ker jea < 2, drugi moment in momenti viSjega reda pred diskretizacijo
niso obstajali, po njej pa obstajajo. Prav zato, ker to deji&thko negativno vpliva na realnost
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rezultatov, dobljenih s Panjerjevo rekurzijo, smo nameaardiskretizacijskim intervalom pre-
krili interval, na katerem smo z rekurzijodanali agregatne odSkodnine. S tem verjetrfpst
kateri je zajeto tudi matema&tio upanje od desnega kré&@sdiskretizacijskega intervala do ne-
skortnosti, v izr&un po enabi (3.20) sploh ne pride. Zato bi se ustrezna napaka ¢uizranih
agregatnih odSkodninah pokazala Sele kasneje. Standatklioin ekvidistantno diskretizirane
Paretove porazdelitve zna8a&70,551 , koeficient variacijé57 odstotkov, koeficient asimetrije
pab,684.

Na sliki 1 lahko vidimo, da se vzona in ekvidistantno diskretizirana v@ma porazdelitvena
funkcija ter Paretova in ekvidistantno diskretiziranad®ava porazdelitvena funkcija zelo do-
bro ujemajo. Objektiven kriterij za ujemanje z vap porazdelitveno funkcijo jésq, ali
RM S, ki pa ju za ekvidistantno diskretizirano vamo in ekvidistantno diskretizirano Paretovo
porazdelitveno funkcijo nismo iz€éanali.

5.4 EVC -test primernosti izbrane porazdelitvene funkcije
odskodnin

Porazdelitveno funkcijo odSkodnifAx (z) oziroma njeno izpeljankd’x ;(z) = EED[(XT} upora-

bljamo tudi za izréun razmerja medisto in kosmato nevarnostno t&sto in kosmato tehno
premijo za Skodno presezkovno pozavarovanje s prioritétckar smo si ogledali v razdelku
4.4, pogosto pa se pojavlja tudi pri drugih aktuarskihGargh. Tako je pri mnogih zavarovanijih
kosmata zavarovalna premija linearno odvisna od viSinaroaalne vsote, vedno pa ni tako.
Pri raznih odgovornostnih zavarovanjih zavarovalniceCajoio ponujajo standardno zavaro-
valno vsoto, za poviSano zavarovalno vsoto pa je potrebptacito. Ker lahko predpostavimo,
da je Skodna pogostost v takih primerih neodvisna od viswarmovalne vsote, je razmerje med
nevarnostnima premijama za zavarovalni végtin 1, enakoggf“fﬂ = E][;f;(‘?] : E][jffX‘f] kar pa
moramo izré&unati z uporabo porazdelitvene funkcije Skod.

Ce je standardna zavarovalna vsota dovolj velika, $kod, jkifiesegale, praktno ni. V takem
primeru hamesto porazdelitvene funkcije Skod zaGuraviSine potrebnega poviSanja lahko
upostevamo porazdelitveno funkcijo odskodnin. Kadar peilstSkod, ki presegajo standardno
zavarovalno vsoto, ni zanemarljivé;x (z) lahko dol@&imo iz vzorca odSkodnin, ki smo jih
ustrezno korigirali, upoStevajpresezek skode nad odSkodnino.

Ni€ neob€ajnega nice dopl&ilo kosmate zavarovalne premije za podvojitev zavaravabote
znaSa lel0 odstotkov. Po drugi strani pa s@&asih potrebna kar velika dogiéa, ki pa so

le delno posledica poganja nevarnostne premije. Glavni delez prispeva varndsimatek,

ki mora biti precej véji od standardnegd&e je nevarnostna skupina s podvojeno zavarovalno
vsoto bistveno manjSa od nevarnostne skupine s standaagtaoozalno vsoto.

Zaradi pogoste in zelo pomembne uporabe razrr@r%%ﬂ, ki ga lahko izr&unamo iz poraz-

delitvene funkcijeF'x (x), dolotene na osnovi vzorca, poleg v prilogi P1 obravnavanih vesto

praksi pogosto opravimo tudi primerjavo gakovanih vrednosti navzgor omejenih odSkodnin

oziroma EVC -test (expected value comparision test), gerdean izr&unamo

E[X; 20| — E[X;a)
E[X; :E(i)] ’

<i<n

EVC = lmw:{
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kier je E[X;2) = 1 37 _ | min{z(, z¢)} omejeno vzatno povpréje. Porazdelitvenega
zakona slaajne spremenljivkeZ1’C' ne poznamo, zato presojamo kar pcotku. V naSem
primeruEV C znaSab,14 odstotka, kar ni najboljSe, je pa Se sprejemljivo.

Za oceno primernosti modelne porazdelitvene funkcije dabgravimo tudi primerjavo med
Fxq(x) = EEP[;T} in analogno funkcijaF'y ; (x), izratunano iz vzorca in definirano z

0 zar < (1)
FX,1($)= % zarg < v <xip),t=1,2,...,n—1
1 zar > x(y)

Kadar ne raunamo z anali@ino porazdelitveno funkcijo, v praksi za vrednosti med &noni
odSkodninami, kjer ima funkcijd’x ; (z) skoke, pogosto uporabljamo linearno interpolacijo
oziroma funkcijo

0 zar < x()

FX,l (33) _ (®(i41)—) E[)Sw(zﬂ + _(I—.fﬂ(i)) E[X;@(i41)]
T (T(i+1)—%(s))

Zarg < v < xgpy,t=1,2,...,n—1
1 ZaIZI(n)

S slike 2 je razvidno, da se funkciﬁ”X’l(ac) in Fx 1(z) dobro ujemata, razen na koncu pri
najvesji vzoréni odskodnini, kjerFX,l(x) doseZe koéno vrednost, medtem koFx ; (x) tam
doseZe §el6,9279. Ce za kriterij ujemanja uposStevaniay,,, po testu Kolmogorov-Smirnova
dobimodsy 5% = 0,0608 < Dspp = 0,0721 < 0,0729 = d500,1%. Tako nam pri stopnji tveganja
1 odstotek ni treba zavrniti domneve, da se funkEji, () in Fx 1 (x) ujemata, medtem ko jo
pri stopnji tveganja& odstotkov zavrnemo.

Slika 2: Razmerje med nevarnostno premijo za omejeno in neoméritje
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V nasem primeru je-vrednostl,11 odstotka, zato bi lahko sklepali, da je modelna funkcija
Fx(x) na meji sprejemljivosti. Verjetno pa je relativno slabomgnje Fx 1(x) in Fx1(x)
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pri najvetji odskodnini posledica naklfija oziroma razmeroma majhnega vzorca. Funkcija
Fx1(x) se p&asi bliza kogni vrednostil, zato se ji Se ni uspelo dovolj povzpeti, medtem ko se
je vrednost funkcijeﬁXJ(x) samo na réun najvé&jih treh odskodnin, ki posamezno presegajo
50 milijonov SIT, pove&ala za vé kot 0,09. Da je razmeroma veliko neujemanje posledica
nakljucja, lahko sklepamo tudi na osnovi slike 2, saj je razlika&gay ko seFx ;(z) nanasa
na Paretovo porazdelitveno funkcijo z izhadhiéimi parametri. V praksi osnove za podobno
sklepanje seveda nimamo, saj dejanske porazdelitveneifame poznamo.

5.5 Porazdelitvena funkcija kosmatih agregatnih odskodnin

Slucajna spremenljivk&, ki predstavlja kosmate agregatne odSkodnine, je sesteviPoisso-
novo porazdeljena. Iz prvih treh vZonh z&etnih momentov, iz@unanih s podatki iz tabele
11, in parametra = 500 s pom@&jo en&b (2.5a), (2.5b) in (2.5c) lahko iztanamoF[S] ozi-
romapug, var[S] in ps[S], nato pa Seg, o5 = 7= in7g. To pa nam Ze zad0Oa za izré&un vseh
potrebnih parametrov za aproksimacijo porazdelitven&dij@ Fs(x) z normalno aproksima-
cijo, NP-aproksimacijo, aproksimacijo s premaknjeno ggoazdelitvijo in aproksimacijo s
transformirano gama porazdelitvijo. Dobimo

P (£50010) normalna aproksimacija
d(—7,9491 4+ /—52,6136 + 0,0001497 =) NP-aproksimacija za > 780045
(28,0838 ; —10,8502 + 0,00004991 z) premaknjena gama za> 217385

'(958,7460 ; 38,0760 2%:23790701) transformirana gama

Fs(l’) ~

Porazdelitveno funkcijds(x) smo izr&unali tudi s Panjerjevo rekurzijo, ptemer smo upo-
rabili ekvidistantno diskretizirano vzéno verjetnostno funkcijo in ekvidistantno diskretizioan
Paretovo porazdelitveno funkcijo, ter s simulacijolga)00 let. Za primerjavo v tabeli 2 nava-
jamo nekaj klj&nih podatkov. Med njimi ne naStevamo podatkov za NP-apmukasjo, ker je
uporabna le na intervalu > yg.

Tabela 2: Karakteristike kosmatih agregatnih odskodnin
| Na€in izratuna porazdelitve agregatnih odSkodnin | us | os | s |
Normalna aproksimacija 780.045| 106.174| 0,0000
Aproksimacija s premaknjeno gama porazdelitvijo 780.045| 106.174| 0,3774
Aproksimacija s transformirano gama porazdelitvijo | 780.045| 106.174| 0,3774
Panjerjeva rekurzija (ekvidistantno diskretizirani vaoy| 780.045| 106.175| 0,3774
Panjerjeva rekurzija (ekvidistantno diskretizirani Rayg 795.582| 201.517| 5,6841
Iz vzorca agregatnih odSkodnin, dobljenega s simulacig97.894| 230.339| 12,0514

Medsebojna razmerja med ocenargine presegajt,023 in so neposredna posledica r&nliih
povpre&nih odSkodnin, nprl.560,089 in 1.591,165 enot pri vzoEni in ekvidistantno diskreti-
zirani Paretovi porazdelitvi. Maksimalno razmerje medrdaeocenama standardnega odklona
os pa je zelo veliko, saj prese@al6. Tu izstopata simulacija in Panjerjeva rekurzija s Pam@tov
porazdelitvijo. Normalna aproksimacija in aproksimasipremaknjeno oziroma s transformi-
rano gama porazdelitvijo temeljijo na izddi@i momentov z momenti agregatnih odSkodnin,
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ki jih izracunamo iz vzatnih momentov za odSkodnine in momentovcsline spremenljivke
N. Panjerjeva rekurzija z vzéno porazdelitvijo pa izteuna eksaktno porazdelitveno funkcijo
za porazdelitev odSkodnin, porazdeljenih z ekvidistamlis&retizirano vzagno porazdelitvijo.
Zato se tudi v tem primeru momenti ujemajo, nepomembnakagii standardnem odklonu
pa je posledica napake metode (ekvidistantne diskrefiaai zaokrozitvenih napak. Velika
razlika je tudi med standardnima odklonoma, dobljenimaraiacijo in Panjerjevo rekurzijo s
Paretovo porazdelitvijo. Delno je posledica na&jay delno pa dejstva, da smo vrednost za Pa-
njerjevo rekurzijo izraunali s pomojo en&be (2.5b), zaradiesar se pozna vpliv ekvidistantne
diskretizacije, ki neobsto@e drugi moment modelne Paretove porazdelitve nadomestid&io
vrednostjo.

Slika 3: Porazdelitvena funkcija kosmatih agregatnih od$kn
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Grafe porazdelitvenih funkcij vseh uporabljenih aproksomvidimo na sliki 3, grafe njihovih
gostot verjetnosti pa na sliki 4. Na sliki 5 so porazdeliwénnkcije prikazane Se na kidtiem
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obmaju, ko dosezejo vrednost90 in veC. Na vseh treh slikah krivulje teZzko identificiramo,
ker se za NP-aproksimacijo, aproksimacijo s premaknjemgagaorazdelitvijo, aproksimacijo

s transformirano gama porazdelitvijo in za Panjerjevo rekw z vzortno porazdelitvijo prak-
ticno prekrivajo. Od navedene skupine aproksimacij v eno snaj zn&ilno odstopa nor-
malna aproksimacija, v drugo smer pa zeloGlmo odstopata Panjerjeva rekurzija s Paretovo
porazdelitvijo in simulacija, ki se tudi prekrivata.

S slike 5 lahko razberemo kigte ta&ke, ki jih kosmate agregatne odSkodnine s predpisano
verjetnostjo ne bodo presegle. Zain 99 odstotkov so nataime vrednosti navedene v tabeli 3
na strani 79, kjer sta razvidna tudi ustrezna intervala aajgp Za NP-aproksimacijo spodnja

meja intervala zaupanja nima smisla.

S slik 3, 4 in 5in iz tabele 3 lahko ugotovimo, da vse predgad izr&une lahko uvrstimo v
tri skupine. V prvi je normalna aproksimacija, v drugi so@mimacije, ki kot izhodi€e upora-
bljajo prve tri momente agregatnih odSkodnin, @raane iz vzaznih momentov za odSkodnine
in momentov slaajne spremenljivkeV, ter Panjerjeva rekurzija z vzamo porazdelitvijo. V
tretji skupini sta Panjerjeva rekurzija s Paretovo poratdge in simulacija.

Slika 5: Porazdelitvena funkcija kosmatih agregatnih odskn - detajl
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Pri nadaljnjih izr&unih aproksimacije iz druge skupine dajo skoraj idamirezultate. Glede
na dejstvo, da je med njimi tudi eksaktna Panjerjeva rejaizzivzokno porazdelitvijo, lahko
ugotovimo, da so v tem primeru aproksimacije, ki temeljigoprvih treh momentih agregatnih
odSkodnin, zelo dobre. Seveda pa ugotovitev velja le obporstdvki, da dejanska porazdeli-
tvena funkcija odSkodnin sovpada z vzoo porazdelitveno funkcijo oziroma se od nje nepo-
membno razlikuje, kar pa v naSem primeru ne drZi. Ené take za aproksimacije iz prvih
dveh skupin so precej manjSe od Kiitih toCk za izr&una iz tretje skupine, kar pa je v glavnem
posledica raztinih izhodig.

Ce bi za izréun parametrov za normalno aproksimacijo, NP-aproksimactransformacijo s
premaknjeno gama porazdelitvijo uporabiltethe momente kosmatih odSkodnin, &raane
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z momenti za ekvidistantno diskretizirano Paretovo poghizdijo namesto z vzamimi mo-
menti, bi dobili vrednosti iz tabele 4. V tem primeru bi tu@ maStete aproksimacije veljalo
s = 795.582, 05 = 201.517 in g = 5,6841 oziromarys = 0 za normalno aproksimacijo. Za-
radi ocene neodstranljive napake, ki je posledica néjdjunavajamo Se obljubljene podatke
za izhodi€no Paretovo porazdelitveno funkcijo s parametrema 1,6 in A = 1.000. Po ek-
vidistantni diskretizaciji za izhod&he kosmate agregatne odSkodnine dobjma= 829.167,
os = 285.203 in v¢ = 10,7931, ostali podatki, izrédunani s Panjerjevo rekurzijo, pa so v zadniji

vrstici tabele 4.

Tabela 3: Krittne tc&ke in intervali zaupanja za kosmate agregatne odSkodnine

NaCin izraCuna Interval zaupanja | Kriticna Interval zaupanja | Kriticna
agregatnih odSkodnin x5 59 | To7 5% t. o5 To5% | T99 5% t. Zg99
Normalna aproksim.| 571.947| 988.143| 954.686| 506.557| 1.053.532| 1.027.043
NP-aproksimacija 1.007.120, 966.077 1.091.166| 1.056.509
Apr. s prem. gama p} 591.520| 1.006.425| 965.314| 544.130| 1.090.937| 1.056.033
Apr. s trans. gama p; 591.070| 1.006.468 965.106| 542.528| 1.092.052| 1.056.607
Panjerjevar. (vzorec) 592.072| 1.006.262| 965.485| 546.347| 1.089.504| 1.055.223
Panjerjeva r. (Pareto) 587.942| 1.211.028| 1.068.707| 546.811| 1.853.972| 1.502.463
Simulacija 589.006| 1.200.112| 1.070.639| 551.280| 1.814.615| 1.490.179

Tabela 4: Alternativne kriine take in intervali zaupanja za kosmate agregatne odskodnine

NaCin izraCuna
agregatnih odSkodni

Interval zaupanja

N

X2.5%

T97,5%

Kriti €na
t. L95%

Interval zaupanja

20,5%

L99,5%

Kriti Cna

t. L99%

Normalna aproksim.

400.616

1.190.549

1.127.049

276.508

1.314.657

1.264.382

NP-aproksimacija

1.733.000

1.452.647

2.390.395

2.106.638

Apr. s prem. gamap

724.676

1.370.432

1.127.629

724.676

2.032.572

1.734.582

595.975

1.324.976

1.144.627

552.716

2.173.809

Izhodi¥na porazd. 1.705.231

V tem primeru NP-aproksimacija zaradi prevelikega koefiitie@simetrije ni uporabna. Prema-
knjena gama porazdelitvena funkcija je tokrat definirana za724.676. To je tudi zaokrozena
vrednost, ki jo pri obeh stopnjah tveganja dobimo za spodmgjw intervala zaupanja, ker funk-
cija na z&etku zelo hitro raste. V tabeli 4 ni podatkov za transfoamér gama porazdelitev, ker
izen&itev momentov po metodi iz podrazdelka 3.5.4 ni uspela.

V nadaljevanju bomo uporabljali kég2mu normalno aproksimacijo, NP-aproksimacijo, apro-
ksimacijo s premaknjeno gama porazdelitvijo in aproksifpactransformirano gama porazde-
litvijo, ki smo jo dobili z uporabo vzamih momentov, torej z vrednostmi iz tabel 2 in 3. Zaradi
boljSe preglednosti bomo na vseh kasnejSih slikah od apnaks iz druge skupine prikazovali
le aproksimacijo s premaknjeno gama porazdelitvijo. Gleadolj pogosto uporabo v praksi
bi verjetno za predstavnico skupine morali izbrati NP-&pnmacijo,Cesar pa nismo storili, ker
je v splodnem primeru uporabna le na intervali+ ;5. Ce bomo v nadaljevanju uporabili iz-
raz eksakten, npr. eksakten i¢um, bo s tem miSljen iztan, narejen z uporabiteksaktné
porazdelitvene funkcije, dobljene s Panjerjevo rekurziaretovo porazdelitvijo.
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5.6 IzraCun viSine zavarovalne premije in minimalnega kapitala

V tem razdelku predpostavimo, da rezultatov Panjerjevaraje s Paretovo porazdelitvijo in
rezultatov simulacije Se ne poznamo, kar je v prakstajoio. Za ostale aproksimativne metode,
za katere so iz&uni mnogo bolj preprosti, pa ustrezne vrednosti iz tabet& Ztrani 76 in
tabele 3 na strani 79 poznamo. Zanimala nas bo le agregatnajar ki se nanaSa na skupno
izpostavljenost za vselt).000 polic. V praksi na podlagi preteklih podatkov démo oziroma
korigiramo premijske cenike za naslednja leta. Pridardah moramo upoStevati preteklo in
bodcCo inflacijo, morebitne spremembe zavarovalnega kritjeersembe v Skodnem procesu,
trzne razmere, razne trende in Se marsikaj, kar pa nas tu martimalo. Zato predpostavimo,
da se okoli§ine niso in se ne bodo spremenile, zaréekar ne bomo k®vali med premijo in
predvideno oziroma rtatovano premijo.

Agregatna nevarnostna premija mora biti enakégkdvanim agregatnim odSkodnin&st.045
enot, za agregatno teltmo premijo pa vzemimo agregatne odskodnine pridaittocki 95
odstotkov za NP-aproksimacijo, tor@6.077 enot. Tak pristop je seveda le eden od moznih,
po katerem je v naSem primeru varnostni koeficiemnak23,85 odstotka. Privzemimo Se,
da v kosmati zavarovalni premiji delez stroSkov preds#e®4j odstotkov. Agregatna kosmata
zavarovalna premija tako zna$&88.103 enote. Ta podatek potrebujemo le zaradiGarza
potrebnega minimalnega kapitala, ki ga mora imeti zavdnisa za tisti del poslovanja, ki ga
obravnavamo v naSem primeru.

Za z&etek predpostavimo, da pozavarovanja nimamo. Potem vmp8eeru s premijskim
kolicnikom 0,18 iz kosmate zavarovalne premije dobira®l.859 enot, s Skodnim kadinikom
0,26 pa202.812 enot,Ce upoStevamo, da smo imeli v preteklih treh letih po¢peeodSkodnine.
Minimalni kapital tako znas&31.859 enot oziroma232 milijonov SIT, Ce zaokrozimo. Ob
normalnem Skodnem dogajanju je é&jno, da je rezultat, dobljen s premijskim kwlikom,
veCji. Razmerja med prelomnimi é&ami (10 in 7 oziromab0 in 35 milijonov EUR) in med
koli¢niki (0,18 in 0,26 oziroma0,16 in 0,23) so namré izracunana pri predpostavki, da je
mejno oziroma Se sprejemljivo razmerje med kosmatimi odskami in kosmato zavarovalno
premijo, t. i. Skodni odstotek;0 odstotkov, razlika dd 00 odstotkov pa bi morala zadostovati
za obratovalne stroSke in da@lek. Prelomni Skodni odstotek, do katerega dobimo s prkimijs
kolicnikom veji rezultat kot s Skodnim katinikom, je malo manj kot0 odstotkov. Zato mora
pri enakem obsegu poslovanja zavarovalnica z neugodniningkoodstotkom, ki presegé)
odstotkov, imeti vé kapitala kot zavarovalnica, ki dosega manjsi Skodni ddkidkar je zaradi
vecje riziCnosti tudi logéno.

5.7 Porazdelitvena funkcija kosmatega tehni  ¢nega izida

Porazdelitvena funkcija kosmatega tatmaga iziddl = ¢ — S, kjer je c = 966.077 tehnitna
premija, je enakdy (z) = PW <z)=P(c—S<z)=P(S>c—2x2)=1— Fs(c — x),
gostota verjetnosti pa jé&v () = fs(c — x). Na sliki 6 vidimo graf porazdelitvene funkcije
Fw(z), na sliki 7 pa graf njene gostote verjetnofti(z).

S slike 6 razberemo, da je verjetnost, da bo kosmati &einigid vsaj100 milijonov SIT, okrog
80 odstotkov. Nasploh pri pozitivnih tehgnih izidih pri razltnih izraunih agregatnih odSko-
dnin ni dramattnih razlik. Drug&e pa je na kritnem obmaju, ko je tehntni izid negativen,
kar je razvidno s slike 8 na strani 82. Tu pridejo do izrazdikaz/ standardnih odklonih iz
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tabele 2 oziroma razlike v krithih tokah iz tabele 3. Pri aproksimaciji s premaknjeno gama
porazdelitvijo je verjetnost negativhega tetmega izideb odstotkov, saj smo zaradi malenko-
stne razlike od NP-aproksimacije v bistvu na tej osnovi ditilagregatno tehimino premijo, ter

10 odstotkov,Ce upoStevamo simulacijo ali Panjerjevo rekurzijo s Parepmrazdelitvijo.

Slika 6: Porazdelitvena funkcija kosmatega t€nega izida

1,0 T T T T T T T -
normalna aproksimacija ya
0,9 - aproks. s prem. gama porazd. /
******* Panjerjeva rekurzija (Pareto)
0,8 [ o simulacija /
0,7 o/
2 06
]
=}
B 05
5y
> 04
0,3 .
0,2
0,1
-600 -500 -400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400 500 600
Tehnicni izid v mio SIT
Slika 7: Gostota verjetnosti kosmatega téimeiga izida
5e-009 T T T LI T T T T
normalna aproksimacija
********* aproks. s prem. gama porazd.
******* Panjerjeva rekurzija (Pareto)
4e-009
2 3e-009
S
g
2
S
> 2e-009
1e-009
0 b B et R S
-600 -500 -400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400 500 600
Tehnicni izid v mio SIT

Ce zaupamo metodam, ki temeljijo na prvih dveh ali treh moiheagregatnih odskodnin, ra-
cunanih iz vzognih momentov in momentov stajne spremenljivkéV, potem nas ne skrbi,
da bi izgubili ves minimalni kapital, s katerim zavarovakijanti za izpolnitev svojih ob-
veznosti za obravnavani portfelj. S slike 8 je natrazvidno, da je verjetnost izgube mi-
nimalnega kapitala zanemarljiva, s podatki iz tabele 2 pa&mabi (4.10) izr&unamoR ~
2966077 1300%) ~ 3,3 - 10~ (R je odvisen od monetarne enote, v katefiumamo) in zgornjo
mejoe % ~ 47 .107* za verjetnost izgube minimalnega kapitala. Vendar pa jestno
zaupanje varljivo.ée bi upostevali podatke iz tabele 2 za Panjerjevo rekurzijaretovo po-
razdelitvijo, bi dobiliR ~ 8,4 - 107%, za zgornjo mejo verjetnosti izgube minimalnega kapitala
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pa nekaj vé kot 14 odstotkov. Tako velika zgornja meja pa svojo prékt vrednost Ze izgubi,
saj dopusa, da je dejanska verjetnost izgube minimalnega kapitadaoieragnim pragom. S
slike 8 za simulacijo ali izréun s Panjerjevo rekurzijo s Paretovo porazdelitvijo vidjrda je
verjetnost izgube minimalnega kapitala okrag odstotka, kar pa ni \viezanemarljivo. Celo
verjetnost, da bi prisSlo do izgub®0 milijonov SIT, kar presega dvakratnik minimalnega ka-
pitala, je vé&ja kot1 odstotek, medtem ko bi po Lundbergovi neépiadobili zgornjo mejal,5
odstotka. Ker Lundbergova neéie velja za neomejetas poslovanja, je neznana ndtaa
zgornja meja za verjetnost izgube0 milijonov SIT v enem letu manjSa od5 odstotka. Tudi
¢e smo pripravljeni pri omejeni stopniji tveganja tvegatdkd minimalnega kapitala, so raz-
like velike. Tako je npr. verjetnost za izgud@0 milijjonov SIT z upoStevanjem normalne
aproksimacije manjSa kot5 odstotka, z upoStevanjem aproksimacije s premaknjeno gama
razdelitvijo je malo manjSa kdt odstotek, z upoStevanjem simulacije ali Panjerjeve rajausz
Paretovo porazdelitvijo pa je malogja od5 odstotkov.

Slika 8: Porazdelitvena funkcija kosmatega té&heiga izida - detajl
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Ce bi pri dol@&anju agregatne tehitie premije namesto NP-aproksimacije upostevali Panjer-
jevo rekurzijo s Paretovo porazdelitvijo in kidtio taCko za verjetnosd5 odstotkov, bi bila
agregatna tehina premija za skordj03 milijone SIT ve&ja. S tem bi se varnostni koeficient
0 s 23,85 odstotka povéal na37,01 odstotka. Kosmata zavarovalna premija bi se pale
za 10,6 odstotka, za isti odstotek pa bi se péaktudi minimalni kapital, ki bi znaSal dobrih
256 milijonov SIT. S tako dol@eno premijo bi se verjetnost izgube minimalnega kapitakrs
zmanjSala, Se vedno pa bi znaSal& ket 1,5 odstotka. To se da razbrati s slike 8, le da je
treba gledati pri toki —359 milijonov SIT. S povéanjem tehrine premije za 03 milijone SIT

se krivulje na slikah 6, 7 in 8 premaknjeno za prav toliko vraekar je isto, kote oznake
naz-0si pov&€amo zal03. Tudi po taki korekciji premije pa bi bila verjetnost, da bosknati
tehnitni izid manjSi od—400 milijonov SIT, Se vedno okrog odstotek.

V naSih izr&unih smo upostevali0.000 polic, kar je lahko malo, a tudi veliko. Tudi povyinea
vzortna odskodnind,560 milijona SIT ni posebno velika, najég@ vzona odskodnina, Ki
ne preseg&2 milijonov SIT, pa je mnogo manjSa od odSkodnin za velike €dd so se v
preteklosti zgodile v Sloveniji. Ker zelo velikih zavarawa rizikov v Sloveniji Se zdale ni
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10.000, najveEje Skode pa so presegle nekaj milijard SIT, si lahko pretjatao, kakSne velike
razlike bi lahko dobili z bolj ali manj nat@mimi izracuni. Tehnéne premije s pov&vanjem
varnostnega koeficienta v konkuggih razmerah ne moremo pa@evatiCez razumne meje,
zato je razumljivo, da je reSitev le primerno pozavarovasjeaterim zavarovalnica variabilnost
agregatnih odSkodnin, s tem pa tudi tehmdga izida, premakne v sprejemljive okvire.

5.8 Dolo Canje parametrov optimalnega pozavarovanja

V tem razdelku bomo upostevali le kvotno in Skodno presezkgozavarovanje ter njuno kom-
binacijo. Vsotno presezkovnega pozavarovanja ne bomotenad§ ker bi za izraun morali
poznati tudi podrobnosti 0 posameznih pozavarovanihihizik se nanasajo na obravnavanih
10.000 zavarovalnih polic.Ceprav véina od njih ne bi pri§la v postev za vsotno presezkovno
pozavarovanje, pa bi za realen prikaz Se vedno potrebawléppodrobnosti.

Tabela 5: Kvotno pozavarovanije pri stopnji tvegahja
[ U JTip] o | B [ ES]I[EW]] ow [ ¢ |
250.000 2,7545| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0245
0,7799| 753.443| 620.474| 132.969| 122.572| 0,0188
2,4359| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0245

2,2036| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0304
0,6239| 602.735| 496.364| 106.371| 78.441| 0,0188
1,9487| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0304

1,6527| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0387
0,4679| 452.027| 372.253| 79.774| 44.118| 0,0188
1,4616| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0387

1,1018| 966.077| 795.582| 170.495| 201.517| 0,0508
0,3119| 301.319| 248.142| 53.177| 19.604| 0,0188
0,9744| 941.345| 775.215| 166.130| 191.331| 0,0500
0,5509| 532.212| 438.286| 93.926| 61.159| 0,0536
0,1560| 150.708| 124.111| 26.597| 4.904| 0,0188
0,4872| 470.673| 387.608| 83.065| 47.833| 0,0500
A - aproksimacija z erizbo (4.14) inE[S]| = 780.045 tervar[S] = 106.174

B - aproksimacija z eri@do (4.14) inE[S] = 795.582 ter var[S] = 201.517

C -izratun z enabo (4.18) in Panjerjevo rekurzijo s Paretovo porazdétitvi

200.000

150.000

100.000

50.000

O B0 m>I o w>Plo w0 m>

Za stopnjo tveganja smo predpostagilbdstotkov oziromd odstotek, kar je sprejemljivo, ker
obravnavamo le posamezno zavarovalno vrsto. Minimalnit&bp32 milijonov SIT, ki smo

ga izr&unali v razdelku 5.6, je le del minimalnega kapitala, ki garanimeti zavarovalnica za
vse zavarovalne vrste. Pri iZnanu nismo uposStevali pozavarovanja, zato moramo zrggsek
milijonov SIT pomnoZiti Se z razmerjem médstimi in kosmatimi odSkodninami v preteklem
letu, vendar ne z manj kot5. Razmerje medistimi in kosmatimi odSkodninami se nanasa na
vse zavarovalne vrste, zato dela minimalnega kapitale® RasaSa na obravnavano zavarovalno
vrsto, ne moremo samostojno iZwaati z rezultati iz nadaljevanja. Z gotovostjo vemo le, da
mora znaSati vsdj61 milijonov SIT. Natargne vrednosti nam niti ni treba poznati, ker bomo v
vseh izr&unih obravnavali moznosti, ko je zavarovalnica pri daopsji tveganja pripravljena
tvegati50, 100, 150, 200 ali 250 milijonov SIT.
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Tabela 6: Kvotno pozavarovanje pri stopnji tvegahja

|

U

| Tip |

(07

|

P

| E[S] | EW] |

UWZ

~

€

250.000

1,7918

966.077

795.582

170.495

201.517

0,0245

w| >

0,5073

490.091

403.599

86.492

51.861

0,0112

0,4661

450.288

370.821

79.467

43.779

0,0100

2.7645

966.077

795.582

170.495

201.517

0.0245

200.000

1,4335

966.077

795.582

170.495

201.517

0,0304

0,4058

392.034

322.847

69.187

33.185

0,0112

0,3729

360.250

296.673

63.577

28.022

0,0100

2.2116

966.077

795.582

170.495

201.517

0.0304

150.000

1,0751

966.077

795.582

170.495

201.517

0,0387

0,3044

294.074

242.175

51.899

18.672

0,0112

0,2796

270.115

222.445

47.670

15.754

0,0100

1.6587

966.077

795.582

170.495

201.517

0.0387

100.000

0,7167

692.387

570.194

122.193

103.511

0,0408

0,2029

196.017

161.424

34.593

8.296

0,0112

0,1864

180.077

148.296

31.781

7.002

0,0100

1.1058

966.077

795.582

170.495

201.517

0.0508

50.000

0,3584

346.242

285.137

61.105

25.885

0,0408

0,1015

98.057

80.752

17.305

2.076

0,0112

0,0932

90.038

74.148

15.890

1.750

0,0100

OO0 w> 00w>00w>00w> o0

0.5529

534.144

439.877

94.267

61.603

0.0537

A - aproksimacija z eno (4.14) inE[S]| = 780.045 tervar[S] = 106.174
B - aproksimacija z eré@o (4.14) inE[S] = 795.582 tervar[S] = 201.517

C - izratun z enabo (4.18) in Panjerjevo rekurzijo s Paretovo porazdétitvi
D - izratun z enaébo (4.18) in NP-aproksimacijo

V tabelah 5 in 6 so pri stopnji tveganjaodstotkov oziromd odstotek prikazani &inki kvo-
tnega pozavarovanja. V vrsticah, oZeaih z A, je lastni delez izraCunan z aproksimativno
metodo po enébi (4.14), kjer smo z&|[S] in var[S] upoStevali vrednosti, izEunane z uporabo
vzorcnih momentov. V vrsticah, oziianih z B, jen izraCunan na enak &, le da smo zd&/[S]

in var[S] upoStevali vrednosti, iztanane z uporabo momentov ekvidistantno diskretizirane Pa
retove porazdelitvene funkcije. V vrsticah, ozeaih s C, je optimalniv izraCunan po enébi
(4.18). Zaizr&un potrebujemo kritino tatko Fi5 ' (1 —¢), ki jo preberemo iz tabele 3 za Panjer-

jevo rekurzijo s Paretovo porazdelitvijo. Takoza: 0,05 dobimoa = Y U

U U 1068707—966077 = 102630
B B X w ) . : 0
zae = 0,01 paa = x50 ss60 = s3ca5s- P stopnji tveganj@ odstotkov pozavarovanje ni

potrebno,Ce je zavarovalnica pripravljena tvegati vdap milijone SIT, kar je manj od mini-
malnega kapitala, ki ga mora imeti za obravnavana zavajaven stopnji tveganja odstotek
pozavarovanje ni potrebnog je zavarovalnica pripravljena tvegati v5ap milijonov SIT, kar

pa je znesek, ki je najmagj3-krat veji od minimalnega kapitala, ki se nanaSa na obravnavana
zavarovanja. V tabeli 6 so tudi vrstice, oZeae z D, v katerih jer izracunan po enzbi (4.18)

s kriticnimi tockami iz tabele 3 za NP-aproksimacijo. Tetm premijo smo doléili tako, da

je pri stopnji tveganja& odstotkov enaka ustrezni kigti tocki za NP-aproksimacijo. Zato v
tabeli 5 ni vrstic, oznéenih z D, saj bi z uporabo NP-aproksimacije za vEak> 0 ugotouvili,

da pozavarovanje ni potrebno.
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Poleg parametra iz tabel 5 in 6 lahko preberemgisto tehntno premijo, prtakovaneCiste
odSkodnine, ptiakovaniCisti tehnini izid, standardni odklon piakovanegéistega tehrinega
izida in dejansko stopnjo tveganja Pri danenn smo ostale vrednosti iz€anali z upoSteva-
njem porazdelitvene funkcije agregatnih odSkodnin, dwtdjs Panjerjevo rekurzijo s Paretovo
porazdelitvijo. Zato se dejanska stopnja tveganja v \aktioznagenih z A, B in D, zaradi apro-
ksimativnega izréunaa razlikuje od izhodigne stopnje tveganijg v vrsticah, oznéenih s C,
pa se z njo ujema, razen takrat, ko pozavarovanje ni potrédamnge o > 1. Ker smo kosmato
tehnitno premijo obravnavali kot konstanto, je standardni odKlistega tehriinega izida kar
standardni odklo@istih odSkodnin.

Iz tabele 5 je iz vrstic, ozri@nih s C, razvidno, da je pozavarovanje pri stopnji tveganstot-
kov potrebno pri tveganem kapital®0.000 in 50.000 enot. Kot vidimo iz vrstic, oznéenih z
A, v tem primeru aproksimativha metoda daje zelo dobre tat®jEe kot merilo upoStevamo
S primerjavo lastnih deleZev pa ugotovimo, da aproksimativha metoda tveganje sisténmati
podcenjuje.

Ce bi bila izvor podcenjevanja tveganja le premajhna upastevarianca kosmatih agregatnih
odskodnin, bi morali biti rezultati iz vrstic, ozbanih z B, boljSi. So pa Se slab$i, le da tveganje
izrazito precenjujejo. Zato so iztanani lastni delezi premajhni, kar sicer pouge varnost,
vendar za ceno velikega in nepotrebnega zmanjSarjakmvanegd&istega tehriinega izida.

Iz tabele 6 je iz vrstic, ozr@@nih s C, razvidno, da je pozavarovanje pri stopnji tveganja
odstotek potrebno v vseh primerih. Kot vidimo iz vrstic, eazenih z A in D, tokrat z ustreznima
aproksimativnima metodama dobimo zelo slabe rezultatea&iodvréajo od nujno potrebnega
pozavarovanja, kar je lahko zelo nevarno. Rezultati v \abtioznéenih z B, so tokrat zelo

dobri, zanimivo pa je tudi to, da smo pri obeh stopnjah tvggalobili stopnje dejanskega
tveganja, ki niso odvisne od viSine tveganega kapitala.

Iz primera na osnovi podatkov iz tabel 5 in 6 lahko sklepanm@aproksimativno izreunani
lastni delezx ni zanesljiv. Ce ga potrebujemo za izhod& za aproksimativni izéan parame-
trov vsotno oziroma Skodno presezkovnega pozavarovanielp priporgljivo « izraCunati z
uporabo eksaktne porazdelitvene funkcije kosmatih agmégadskodnin.

Ce prioritetoM izratunamo iz enébe (4.20) za NP-aproksimacijo porazdelitvene funkéije
stih agregatnih odskodnin, ki smo jo iZuanali z upoStevanjem vzémih momentov, préemer
vzortne vrednosti navzgor omejimoM, pri stopnji tveganjal odstotek inU, = 50.000 do-

bimo M = 38.606, v vseh drugih primerih pa ugotovimo, da pozavarovanje migbmo. To
je posledica dejstva, da so pri taki aproksimaciji ekvinte vse prioritetél/, ki so veje ali

enake maksimalni vzéni odSkodninb1.975,626 enot.

Oglejmo si Se Skodno presezkovno pozavarovanjel/,.Za 100.000 in e = 0,01 prioriteto M
aproksimativno izrédunamo iz enébe (4.15b). Zax = 0,7167 s slike 2 na strani 75 lahko
grobo ocenimo, da funkcij&x ; (z) doseZe vrednost~ 0,72 nekje okrogs milijonov SIT. Za

natar€en izr&un pa moramo resiti etbo F'y;(x) = y, kar v naSem primeru lahko naredimo

s pomdjo en@be (P3.18). Za Paretov parameter 1 je Fx(z) = 1 — (L)a_l, s tem pa

~ Az
dobimo

1 — (1—y)

M = A -
(1 —y)o—
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V nasSem primeru, ko je Paretov parameter 1,6751845 in A = 1.079,7284, je M = 5.912

enot oziromab,9 milijona SIT.

Tabela 7: Skodno presezkovno pozavarovanje pri stoprjaivias %

U [Tp] M | B [ ES]I|EW]] ow | €& |
250.000, A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0245
B 9.081| 751.019| 623.224| 127.795| 49.921| <0,0050

C oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0245

D |179.871| 935.367| 774.397| 160.970| 116.969| < 0.0050

E oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0.0245

F oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0245

200.000, A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0304
B 3.516| 598.515| 498.164| 100.351| 32.773| <0,0050

C oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0304

D | 143.897| 930.404| 770.327| 160.077| 111.236| < 0.0050

E oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0.0304

F oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0304

150.000| A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0387
B 1.669| 444.813| 372.121| 72.692| 21.411| <0,0050

C oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0387

D | 107.922| 922.832| 764.118| 158.714| 104.057 0.0062

E oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0.0387

F oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0387

100.000| A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0508
B 799 | 283.173| 239.570| 43.603| 12.390| <0,0050

C | 244.863| 941.115| 779.110| 162.005| 125.129 0,0374

D 71.948| 909.386| 753.091| 156.295| 94.285 0.0082

E | 328.592| 945.594| 782.784| 162.810| 133.186 0.0481

F | 347.218| 946.341| 783.396| 162.945| 134.731 0,0500

50.000| A 2.454| 527.856| 440.221| 87.635| 27.087| <0,0050
B 308 139.787| 121.987| 17.800 5.845| < 0,0050

C 1.824| 463.304| 387.285| 76.019|, 22.599| < 0,0050

D | 35.974| 876.446| 726.079| 150.367| 78.475 0.0093

E | 161.213]| 933.026| 772.477| 160.549| 114.141 0.0485

F | 167.962| 933.923| 773.213| 160.710| 115.196 0,0500

A,B,C - aproksimacija z erto (4.15b) in upoStevanjemiz tabele 5

D - aproksimacija z eréo (4.21) z& (M) = 0,7
E - izratun z enabo (4.20) za NP-aproksimacijo
F - izratun z enébo (4.17) in Panjerjevo rekurzijo s Paretovo porazdéditvi

Rezultati aproksimativnih iztaunov po enébi (4.15b) zan < 1 iz vrstic, ki so v tabelah 5 in
6 ozn&ene z A, B in C, so tudi v tabelah 7 in 8 enako oaa. V vrsticah, ozngenih z D,
so rezultati, dobljeni z egho (4.21), kjer je upoStevan(M) = 0,7. V vrsticah, oznéenih z
E, so rezultati, dobljeni z reSitvijo etlbe (4.20) za NP-aproksimacijo porazdelitvene funkcije
Cistih agregatnih odSkodnin. Pri tem pa je uporabljena Ni®#simacija, izraunana z upo-
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rabo momentov ekvidistantno diskretizirane Paretove zut@litvene funkcije, korigirane pri
M. Analogna NP-aproksimacija za izxan kosmatih agregatnih odSkodnin zaradi velikega ko-
eficienta asimetrije ni primerna, kar se vidi tudi iz tabeleadstrani 79, kjer so ustrezne kéiie
tocke krepko prevelike. Tokrat pa so odSkodnine navzgor ameegel/, kar koeficient asime-
trije bistveno zmanjSa. Tako za vse Kme )M iz vrstic, ozn&enih z E, velja),27 < s < 1,16.
Zato je NP-aproksimacija uporabna in kot lahko vidimo izabin 8, daje zelo dobre rezultate.

Tabela 8: Skodno preseZkovno pozavarovanje pri stoprgaivel %

~

| U |Tip| M P, | E[S] | EW] | ow é

250.000 A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0245
B 2.001| 485.588| 405.559| 80.029| 24.085| <0,0050
C 1.655| 444.813| 372.121| 72.692| 21.411| <0,0050
D | 89.965| 917.245| 759.535| 157.710] 99.627| < 0.0050
E | 308.786| 944.719| 782.066| 162.653| 131.459 0.0096
F | 315.330| 945.019| 782.312| 162.707| 132.041 0,0100

200.000f A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0304
B 1.254| 385.954| 323.854, 62.100| 17.868| < 0,0050
C 1.075| 349.709| 294.133| 55.576| 15.845| < 0,0050
D | 71.972| 909.412| 753.113| 156.299| 94.301| < 0.0050
E | 218.254| 939.109| 777.465| 161.644| 122.053 0.0098
F | 221.143| 939.343| 777.657| 161.686| 122.398 0,0100

150.000, A oo | 966.077| 795.582| 170.495| 201.517 0,0387
B 769 | 283.173| 239.570| 43.603| 12.390, <0,0050
C 675| 256.760| 217.910| 38.850| 11.100, <0,0050
D | 53.979| 897.482| 743.329| 154.153| 87.606| < 0.0050
E | 141.204| 929.957| 769.960| 159.997| 110.765 0.0098
F | 142.841| 930.228| 770.183| 160.045| 111.050 0,0100

100.000, A 5.912| 689.528| 572.798| 116.730| 41.889| < 0,0050
B 431| 177.916| 153.255| 24.661| 7.484| <0,0050
C 386 | 159.410| 138.079| 21.331| 6.680, <0,0050
D | 35.986| 876.446| 726.079| 150.367| 78.475| < 0.0050
E| 80.340| 913.406| 756.388| 157.018| 96.905 0.0098
F| 81.099| 913.732| 756.655| 157.077| 97.127 0,0100

50.000| A 1.004| 339.743| 285.960, 53.783| 15.307| < 0,0050

B 185| 73.015| 67.232| 5.783| 3.124| <0,0050
C 168 | 73.015| 67.232| 5.783| 3.124| <0,0050
D | 17.993| 825.580| 684.367| 141.213| 63.624| < 0.0050
E| 37.466| 878.817| 728.023| 150.794| 79.379 0.0099
F| 37.713| 879.197| 728.335| 150.862| 79.526 0,0100

A,B,C - aproksimacija z ero (4.15b) in upoStevanjemiz tabele 6

D - aproksimacija z eréo (4.21) z& (M) = 0,7

E - izratun z enébo (4.20) za NP-aproksimacijo

F - izratun z enabo (4.17) in Panjerjevo rekurzijo s Paretovo porazdéditvi

Uporabili smo jih za zéetni priblizek za reSevanje etitze (4.17) za porazdelitveno funkcijo
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Cistih agregatnih odSkodnin, iZranano s Panjerjevo rekurzijo s Paretovo porazdelitvijp- E
saktni optimalni rezultati so v vrsticah, oZienih s F, in se od Zatnih priblizkov nebistveno
razlikujejo.

Pri iskanju optimalne prioritetd/ smo P,(M) racunali po enébi (4.19), pri tem pa smo za
varnostni koeficient pozavarovalnice za skodno presezkpezavarovanje upoStevalj = 25
odstotkov, kar je véod varnostnega koeficienta zavarovalnice 23,85 odstotka. To pa vpliva
le na rezultate v vrsticah, ozéenih z E in F. Enébi (4.17) in (4.20) smo reSili z metodo bisek-
cije na diskretizacijski korak (50 enot) nataro, kortno vrednost pa smo ddlii z linearno
interpolacijo. Za vse tipe vrstic tabel 7 in 8 so pri danéiostale vrednosti iz@inane za

M =50 [2f] z uporabo porazdelitvene funkcipistih agregatnih od3kodnin, dobljiene s Panjer-
jevo rekurzijo s Paretovo porazdelitvijo, korigirano pii.

Iz tabel 7 in 8 vidimo, da so rezultati, dobljeni z NP-aprokacijo, zelo dobri, vse ostale apro-
ksimativne metode pa dajo bistveno premajhne prioriléte S stali€a varnosti jim nimamo
Cesa @itati, seveda pa je vsaj v tem primeru cena zZgwearnost izjemno visoka.

S primerjavo tabel 5 in 7 oziroma tabel 6 in 8 lahko ugotoviadeje Skodno preseZzkovno poza-
varovanje bistvenodainkovitejSe od kvotnega pozavarovanja. Takae za0,01 pri optimalnem
kvotnem pozavarovanju itr, = 250.000 lahko pricakujemocisti tehnini izid v viSini 79.467
enot in koeficient variacijé5,1 odstotka, pri petkrat manjSem tveganem kapitalu= 50.000

in optimalnem Skodno presezkovnem pozavarovanju pa’kag62 enot in koeficient variacije
52,7 odstotka. V prvem primeru pozavarovalna téfmai premija predstavlja3,39 odstotka ko-
smate tehriine premije, v drugem primeru pa zn&@&.077 — 879.197 = 86.880 enot oziroma
le 8,99 odstotka kosmate tehine premije. Zato dobimo praktio enake rezultatée r&&unamo

z 4, = § = 23,85 odstotka, saj se prioritet®/ poveajo 0d0,12 do 0,44 odstotka. Prav tako ne
bi dobili bistveno manjsSih prioritet, tudie bi pri Skodno presezkovnem pozavarovanju namesto
9, = 25 odstotkov upostevali @i varnostni koeficient.

Slika 9: Porazdelitvena funkcigistih agregatnih odSkodnin

0,9 -
0,8
0,7
z 06
Z 1/
g ;o
B 05 i
> 04 ¥
03 i Brez pozavarovanja
i 2 M=315,330 mio SIT
02 L4 T B M=221,143 mio SIT
’ / . M=142,841 mio SIT
0,1 A = 81,099 mio SIT
720000 N I—— M= 37,713 mio SIT
0’0 1 1 1 1 1
400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
Visina agregatnih odskodnin v mio SIT

Na slikah 9 in 10 vidimo, kako Skodno preseZzkovno pozavanevari razltnih prioritetah
vpliva na porazdelitveno funkcijo in gostoto verjetndsstih agregatnih odSkodnin. Za kvotno
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pozavarovanje slike niso potrebne, ker zado3a upoStevamo graf za primer, ko nimamo
pozavarovanja, merilo na-0si pa pomnozimo a.

Slika 10: Gostota verjetnogtistih agregatnih odSkodnin
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Na slikah 11, 12 in 13 vidimo porazdelitveno funkcijo in gutst verjetnosti z&iste tehnine
rezultate. Na sliki 13 se grafi ne spustijo gnd odstotka le zato, ker smo s Panjerjevo rekurzijo
vse porazdelitvene funkcije agregatnih odSkodnir{z) izracunali le do prvega mnogokratnika
koraka, za katerega j&s, (z) > 0,995.

Slika 11: Porazdelitvena funkcifdstega tehrinega izida
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Slika 13 je zelo poéna, saj nam zelo nazorno prikaZze izreden pomen primerreggvarova-
nja. Tako v naSem primeru s Skodno presezkovnim pozavaewas prioriteto)/ = 37,713
milijona SIT pri stopnji tveganja = 0,01 tvegani kapital zmanjSamo skoraj 280 milijonov
SIT. Pozavarovalna tehina premija v tem primeru predstavijaodstotkov kosmate tehine
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premije, na kar pa ne smemo gledati kot na ceno Zgowearnost, saj v zameno za pozavaro-
valno premijo dobimo pozavarovalni del odSkodnin. Dejanséna véje varnosti je zmanjSanje
priCakovanega tehénega izida, ki znaser0.495 — 150.862 = 19.633 enot ozirom& odstotka
kosmate tehiine premije.

Slika 12: Gostota verjetnostistega tehriinega izida
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Slika 13: Porazdelitvena funkcifEstega tehriinega izida - detajl
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Zanimivo je, kot vidimo s slike 13, da nam Skodno presezkopopavarovanje s prioriteto
M = 315,330 milijona SIT oziroma zM = 221,143 milijona SIT sicer zmanjSa verjetnost ek-
stremno negativnega teltniega izida, hkrati pa nam pdieeverjetnost negativhega tebnega

izida.
Za konec v tabeli 9 navajamo rezultate za eno od moznih kamshigkodno preseZzkovnega
in kvotnega pozavarovanja. Ker je prioritetaCjge od optimalne, dejanska stopnja tveganja
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po uposStevanju Skodno presezkovnega pozavarovanja preségevano stopnjo tveganja. S
kvotnim pozavarovanjem, za katerega smo lastni delé&aCunali po enébi (4.22), pa smo
dejansko stopnjo tveganja izaiilaz zahtevano.

Tabela 9: Skodno preseZkovno in kvotno pozavarovanje @pingittveganjal %
| U, |Parametrapozay. P | E[S] | EW] | ow, | ¢ |
250.000f M = 400.000| 948.136| 784.867| 163.269| 138.739| 0,0152
a= 0,8531| 808.855| 669.570| 139.285| 118.358| 0,0100
200.000f M = 300.000| 944.302| 781.724| 162.578| 130.665| 0,0158
a= 0,8256| 779.616| 645.391| 134.225| 107.877| 0,0100
150.000f M = 200.000| 937.480| 776.129| 161.351| 119.745| 0,0164
a = 0,8003| 750.265| 621.136| 129.129| 95.832| 0,0100
100.000f M = 150.000f 931.391| 771.136| 160.255| 112.299| 0,0228
a= 0,6451| 600.840| 497.460| 103.380| 72.444| 0,0100
50.000f M = 100.000| 920.578| 762.269| 158.309| 102.196| 0,0326
a= 0,4276| 393.639| 325.946| 67.693| 43.699| 0,0100

Podcenjenost prioritet, iz€éananih z enébo (4.15b), je posledica velike razlike Ginkovitosti
Skodno preseZkovnega in kvotnega pozavarovanja in degavengba (4.15b) v bistvu temelji

na izenditvi pozavarovalnega dela nevarnostne premije za Skodesepkovno pozavarovanje

s pozavarovalno nevarnostno premijo za kvotno pozavajev&itabelah 5 in 7 ter 6 in 8iste
nevarnostne premije sicer ne moremo primerjati, lahko patioah, oznéenih s C, primerjamo
Cisto tehntno premijo. Pri Skodno presezkovnem pozavarovanju je $aater je varnostni
koeficients,, veCji od 6. Vecji del razlike je posledica dejstva, da je pozavarovalhitelenicne
premije povéan na raun Ciste tehnine premije, man;jsi del razlike pa je posledica dejstva, da
vrednosti v tabelah 7 in 8 niso izranane za/, ampak zall = 50 [&].

Sklep

V magistrskem delu smo teorétio in na prakitnem primeru prikazali, kako lahko iz podatkov
o Stevilu in viSinah odSkodnin za daleno homogeno nevarnostno skupino @otw porazde-
litveno funkcijo agregatnih odSkodnin. Z znano porazselib funkcijo agregatnih odskodnin
lahko korektno doldimo zavarovalno premijo, hkrati pa laZze ocenimo potretar@ametre po-
zavarovanja. Ugotovili smo, da je iznan optimalnih parametrov pozavarovanja tezak problem,
ki pa ga je vsaj do neke mere magoresiti. S pravilnim pozavarovanjem lahko za sprejemljiv
ceno verjetnost izgube tveganega kapitala zaradi preir@dgregatnih odSkodnin navzgor ome-
jimo na vrednost, ki je za vodstvo zavarovalnice oziromanaj@astnike Se sprejemljiva. Ver-
jetnost nastanka nesolventnosti zavarovalnice zaradefikén agregatnih odSkodnin lahko s
primernim pozavarovanjem bistveno zmanjSamo, celo tpkkoz dokapitalizacijo v prakiho
sprejemljivih okvirih ni mogge.

S pozavarovanjem tveganje zaradi v zavarovanje sprejeikov pomembno zmanjSamo, zato
pa pov&amo kreditno tveganje, kamor ugesno tudi tveganje, da nam pozavarovalnica ne bo
sposobna izpleati svojega dela odSkodnin. To pa je Ze drug problem, ki setgen delu nismo
dotaknili.
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Priloge

P1 Modeliranje porazdelitve Stevila in viSine odsSkodnin

Ko pride do Skodnega primera, ki je krit z zavarovalno pqlitastane Skoda, ki je lahko mate-
rialna ali nematerialna. Zavarovalnica kot nadomestilmastalo Skodo zavarovancu oziroma
oSkodovancu izpka odSkodnino, v nekaterih primerih pa lahko Skodo povrdéetunaturalni
obliki, npr. pri zdravstvenem zavarovanju ali zavarovaajtomobilske asistence. Tudi v takih
primerih bomo velikost oziroma visino Skode ali odSkodmmexili v denarni enoti.

Ko zavarovanec zavarovalnici prijavi Skodo, Se riego, da bo ta izptala odSkodnino. Za-
varovalnica lahko izpllo odSkodnine odkloni¢e Skoda po zavarovalnih pogojih ni krita, ali
pa Skodni spis iz drugih razlogov zakijune da bi izpléala odSkodnino. Zaradi pravilnejSega
obravnavanja stroskov pa je pomembno, da v zavarovalngthitistikah kot Skodne primere
upostevamo tudi Skode, za katere iZjila od3kodnine ni bilo.Ce pri izr&unu $kodne pogo-
stosti upoStevamo tudi take, t. i.Geine Skode, se pogostost Skod piaezato pa se zmanjSa
povpré&na odskodnina, saj upostevamo tudi odskodnine, Ki.s€e r&unamo nevarnostno
premijo po enabi (1.1), se oba vpliva izdita. Razltno obravnavanje telnih Skod vpliva
na standardni odklon ocenjene powre odskodnine, s tem pa tudi na varnostni dodatek in
obratovalni dodatelkte ga ré@unamo v odstotku kosmate zavarovalne premije. Poslediza r
licne obravnave Belnih Skod je lahko raatha kosmata zavarovalna premija, vendar razlike
obiCajno niso velike. To je popolnoma v skladu z dejstvom, dgekuodSkodnine niso odvi-
sne od razline obravnave podatkov, dela z reSevanjeéelnih Skod pa tudi ni @i veC in nic
manj. Zavarovalnica ima v obeh primerih stroSke tudi z obaaanjem rielnih Skod, za katere
je izrazito zn&ilno, da razmerje med stroSki obdelave Skodnega primeizplacano odsko-
dnino ni usklajeno z razmerjem med obratovalnim dodatkotelmicno premijo za ustrezno
zavarovanje.

Na podobno zn&lnost, le manj izrazito, naletimo v primeru majhnih, thiagatelnih Skod, ki
zaradi mnoZinosti zavarovalnici lahko povztajo velike skupne stroSkéeprav skupne od-
Skodnine niso velike. Da bi zmanjSale Stevilo prijav mafhskod, so zavarovalnice vpeljale
razliéne oblike soudelezbe zavarovanca pri $kodi, npr. integrali odbitno fransizoCe koda
ne presega fransize, je zavarovanecajnio niti ne prijavi, ker ve, da zavarovalnica odskodnine
ni dolzna izpl&ati. Ce pa $koda fransizo presega, lahko zavarovalnica z od$i@datlomesti
Skodo v celoti (integralna franSiza) ali pa nadomesti ldikazned Skodo in fransizo (odbitna
franSiza). Pomembencinek soudelezbe zavarovanca pri Skodi je tudi v tem, da saraa
vanci bolj skrbni, ker vedo, da jih v vsakem primeru bremesajwdel Skode. Iz tega razloga
je soudelezba pri Skodi ¢krat dol@&ena kar z odstotkom SkotleProtiuteZz navedenim ukre-
pom so seveda nizje zavarovalne premije. Koliko niZje, paesda izr@unati samo s podatki,
uporabljenimi v enébi (1.1).

Poleg dogovora o najman;jSi Skodi, za katero bo zavarovainfaala odSkodnino, se zavaro-
valec in zavarovalnica lahko sporazumeta tudi o najvisSjgmadskodnini (zavarovalni vsoti),
saj \Casih zavarovalnica e prevzeti celotnega rizika¢asih pa zavarovalec ne Zeli previsoke
zavarovalne premije. Zaradi nastetih in drugih moznosina odsSkodnine v sploSnem primeru

!Natartneje: odstotkom oddkodnine, kakrsna bi bila,soudelezbe ne bi bilo.



ni enaka visini Skode, je pa njena funkcija. Nekatere pomenmsimere razmerij med Skodami
in odskodninami si bomo ogledali v razdelku P1.4.

Iz navedenih razlogov je za aktuarja v sploSnem primeru palbm® poznavanje porazdelitve
Stevila in viSine Skod ter porazdelitve Stevila in viSingateskih odSkodnin, med katere ne
Stejemo tistih z viSind. Pri tem pa moramo v okviru odskodnin, ki jih zavarovalnizpléca
zavarovancu oziroma oskodovancu kot nadomestilo za Skgub&tevati tudi nekatere stroske,
povezane s Skodnim primerom, npr. stroSke odvetnikovsktroaznih zunanjih strokovnjakov,
ki so sodelovali pri ocenjevanju Skode, zamudne obresti iBeveda pa lahko analiziramo
tudi posamezne vrste oziroma sestavine odSkodnin, npkodd#e zaradi poSkodovanja ali
unicenja stvari, zaradi smrti, telesnih poSkodb, zamudnitesthrzunanjih cenilnih stroSkov
ipd. Metode za ugotavljanje neznanih porazdelitev so v vsmledenih primerih iste, zato
lahko v nadaljevanju te priloge izraz Skoda razumemo kaisspl izraz za Skodo, odSkodnino
ali celo del odskodnine.

Predpostavimo, da Stevilo izpostavljenih enot za éadizavarovalne vrste in znotraj njih za
razlicne homogene nevarnostne skupine poznamo, ker to priétvadin réunalniSkem infor-
macijskem sistemu ne bi smel biti problem. Za analizo Skqurgostosti potrebujemo le Se
podatke o porazdelitvi Stevila Skod. Stevilo Skod v deleem obdobju bomo modelirali z dis-
kretnimi sliajnimi spremenljivkami z zalogo vrednodfi= {0,1,2,...}. Pri tem se bodo
Skode lahko nanaSale na posamezno zavarovalno policornestao skupino ali pa celoten
portfelj istovrstnih polic.

Za Skode lahko predpostavimo, da so nenegativne. Vednahitolmodeliramo z diskretnimi
sluCajnimi spremenljivkami z zalogo vrednosfj Ce viSine Skod navajamo kot mnogokratnike
denarne enote ali njenega dela. Kljub temu jih bomo zaragjeviéeksibilnosti pri ugotavljanju
splosnih zakonitosti raje modelirali z zveznimi &jnimi spremenljivkami.

Naj bo IV diskretna slGajna spremenljivka z zalogo vrednostiy, 1, o, . . .} in verjetnostno
funkcijo P(N = zx) = pr zak = 0, 1,2, ... Ker bomo diskretne sltajne spremenljivke \&-
noma uporabljali za modeliranje Stevila Skod v d@oem obdobju, bo zaloga vrednosttive
nomakalN in p, = P(N = k) zak=0,1,2,...

Naj bo X slucajna spremenljivka irf’(x) njena porazdelitvena funkcija, definirana z éna
F(z) = P(X < z). Ce jeF(z) absolutno zvezna, kar pomeni, da jo za neko nenegativne funk
cijo f(x) lahko zapiSemo kok'(z) = ffoo f(t) dt, potem jeX zvezna slGajna spremenljivka.

V tockah, kjer jeF'(x) odvedljiva, jeF'(z) = f(x). V vseh primerih zveznih siajnih spre-
menljivk, ki jih bomo sréali, bo F'(z) ne le absolutno zvezna, ampak tudi povsod odvedljiva,
zato boF'(z) = f(x) za vsakz. MnoZico {z| f(z) > 0} bomo imenovali nosilec siajne
spremenljivkeX .

Izjemoma se bomo stali z meSanimi sléajnimi spremenljivkami, ki imajo odsekoma zvezno
in odsekoma odvedljivo porazdelitveno funkcidx) ter kortcno mnogo skokoyy, p1, . . ., Py

v tockahzy < 7 < ... < z,. Naj bo X taka sli€ajna spremenljivka. Vedno jo lahko zapi-
Semo kotX = (1—pq) X1 + pa Xo, Kjerjeps = >, _, vk, X1 zvezna sldajna spremenljivka s
porazdelitveno funkcijd’x, (z) = = (F(z) — Y., <, Px) in X, diskretna sldajna spre-

1—pg
menljivka z verjetnostno funkcij@ (X, = =) = i—’; k=0,1,2,... 0.




Naj bodoN;, NV, ..., N, neodvisne in enako porazdeljene diskretnéajine spremenljivke, Ki
za posamezne istovrstne zavarovalne police predstaglieyado Skod, ki so nastale v izbranem
obdobju. X1, X5, ..., X, naj bodo neodvisne in enako porazdeljene zvezneagie spremen-
ljivke s porazdelitveno funkcijd’(z) in gostoto verjetnostf (z), ki predstavljajo viSino Skod,
nastalih v izbranem obdobju. V praksi 6hjno tipa verjetnostne in porazdelitvene funkcije
ne poznamo, Se toliko manj pa njune parametre. Zato poskusampazovanih vrednosti
ny,na,...,n, slucajnih spremenljivkVy, Ns, ..., N, in iz opazovanih vrednosti;, z», . . . , x,
slucajnih spremenljivkX, X5, ..., X,, izlusCiti potrebne informacije.

Na podlagi opazovanih vrednosti lahko d@ilmo empirtno verjetnostno oziroma porazdeli-
tveno funkcijo v tabeladni obliki, ki pa za analittho obravnavo ni najbolj primerna. Zato
predpostavimo, da so opazovane vrednosti le nékijuzorec za raziine tipe porazdelitev, za
vsakega od predpostavljenih tipov pa ocenimo parametran¢ikos statistinimi testi s pri-
merjavo teoretinih verjetnostnih oziroma porazdelitvenih funkcij z emgno izberemo tisto
porazdelitev, ki se v nekem smislu najbolj prilega dejams&pazenim podatkom.

V nadaljevanju priloge bomo najprej definirali nekaj spib§pojmov ter navedli tiste njihove
lastnosti, ki jih bomo potrebovali kasneje. Nato si bomo pl&io ogledali Stiri metode, s
katerimi iz vzorca ocenjujemo parametre neznane verjgieaziroma porazdelitvene funkcije,
ter dve metodi ugotavljanja (ne)primernosti izbrane fuygkcdNa koncu bomo reSevali dilemo
pri izboru med dvema primernima funkcijama, od katerih jeapbolj verjetna, druga pa je
zaradi manjSega Stevila parametrov enostavnejSa.

P1.1 Splosne definicije

V tem razdelku bomo navedli nekaj osnovnih pojmov in njiloldstnosti, ki jih uporabljamo
v tem delu. O njih se lahko podrobneje @omo npr. iz (Jamnik, 1971; Chappell et al., 1997,
Feller, 1968, 1971).

Za diskretno sl@ajno spremenljivkadV z zalogo vrednostizy, x1, xs, . . .} in verjetnostno funk-
cijo P(N = zx) = pr, k =0, 1,2, ..., z&etni moment redg definiramo z enéo

m; = Y peal (=12, (P1.1)
k=0
centralni moment redapa z enébo
Nj = Zpk (l’k — ml)j (j = ].,2,) (P12)
k=0

V posebnem primeru, ko je zaloga vrednadstije p, = P(N = k) zak = 0,1,2,..., en&bi
(P1.1)in (P1.2) papreidetan; = >, spe k7 inp; = > 0 ope (b — ma)l, 5 =1,2,...

Ce je zaloga vrednosti stajne spremenljivkéV konéna, z&etni in centralni moment obstajata
zavsakj > 1, ker imata vsoti na desni strani eéfia(P1.1) in (P1.2) le kaino SteviloClenov. Za
slucajne spremenljivke z neskémo zalogo vrednosti pa ni nujno, da obstaja kakSen moment.
Vsote lahko presezejo vse meje.



Za zvezno sltajno spremenljivkoX z zvezno odvedljivo porazdelitveno funkcifo(x) in go-
stoto verjetnostyf (z) je zatetni moment reda definiran z enébo

m; = /00 o) f(x) dx (j=1,2,...), (P1.3)

o

centralni moment redapa z enébo

Wi = / (x — my) f(z)dx (j=1,2,...). (P1.4)
Za sliEajno spremenljivkoY, ki ima odsekoma zvezno porazdelitveno funkdijor) s kortno
mnogo skokipg, p1,...,p, V toCkahzy < 21 < ... < z,, drugje pa zvezni odvod oziroma
gostoto verjetnostf(x), je zaetni moment redg definiran z enébo

mo= [ Pf@de s Ypal  G=12.0)
e k=0

centralni moment redapa z enébo

L = /_OO (x — my) f(z)dw + Zpk (zp — my) (1=1,2,...).

o0 k=0

Ker bomo modelirali nenegativne Skode, por) = 0 zax < 0. Zato bomo v zgornjih dveh
endabah ter v enébah (P1.3) in (P1.4) lahko &ali integrirati pri0.

Mozno je, da navedeni integrali, s tem pa tudi ustrezni mdiyea obstajajo. Kadar pa obstaja
z&Cetni (centralni) moment) redaobstaja tudi centralni (Z&tni) moment redgater vsi z&etni

in centralni momenti niZzjega reda, kar velja tudi za diskeetli.€ajne spremenljivke. Obajno
zatetne momente laZe izranamo kot centraln€e enébe (P1.1) do (P1.4) uporabimo tudi za
j =0, jemy = up = 1, centralne momente pa lahko iz znaniltegih momentov izieunamo

z en&bo

J .
wo= ) (=1 (;) mi e (G=1,2....). (P1.5)
k=0
Najbolj pogosto uporabljamo njena posebna primera
pa = mp — mj, (P1.6a)
p3 = ms — 3mamy + 2m3. (P1.6b)

Nekateri momenti ali njihove funkcije so tako pomembni, dajo posebno ime in oznako.
Tako je E]Y] = m; matemaino upanje sléajne spremenljivk&”, var[Y]| = o njena vari-
anca,s = y/var[Y] standardni odklony = 25 koeficient asimetrije iny, = % — 3 koeficient
sploZenosti. \Easih bomo za matemaétio upanje namesta; uporabili tudi simbol..

Ce je sli€ajna spremenljivk&” = g(N) funkcija diskretne sléajne spremenljivkéV, njene
zaCetne momente izGainamo z enébo

mJ[Y] = Zpkg(xk:)] (]: 1727)a



kar zaj = 1 pomeniE[Y] = E[g(N)] = > 1y pr 9(x1). Od tu zag(N) = N’ dobimo
k=0
Centralne momente stajne spremenljivk&” izraCunamo z enébo
Y] = > mlglm) — ENV)Y (G=1,2,..).
k=0

Ce je sliajna spremenljivka” = g(X) funkcija zvezne sléajne spremenljivkel, njene zée-
tne momente izi@unamo z engbo

mlY] = /_Oog(:v)jf(x)dw G=12..)

o0

kar zaj = 1 pomeniE[Y] = Elg(X)] = [_g(z) f(x)dz. Od tu zag(X) = X dobimo

E[X] = /Ooxjf(x)dx — mX] (G =12..).

[e.9]

Centralne momente stajne spremenljivk&” izraCunamo z enébo

wlvl = [ @) - BV s G=1.200

[e.e]

Ratunanje momentov sidasih lahko precej olajSamo. Za diskretnoCslimo spremenljivko
N z verjetnostno funkcijaP(N = zx) = pg, k = 0,1,2, ..., definirajmo momentno rodovno
funkcijo z en&bo

My(t) = E[™N = ) pee™,
k=0

za zvezno sltajno spremenljivkoX z gostoto verjetnostf(x) pa z enébo

Mx(t) = E["] = /Ooet”"f(x)dx.

o0

Momentno rodovna funkcija ne obstaja vedte pa obstaja, endélo dol@&a porazdelitev. Ime
je dobila, ker lahko s pon@ijo njenih odvodov enostavno izZnanamo zéetne momente. Ker je

M](\?) (t) = Z Pr CL’{C €mk
k=0

MO = [ e ),

(e}

je za sli€ajno spremenljivkd’, ki je lahko diskretna ali zvezna,

d’ My (t)

dt’

= m; (] =1,2,.. ) (P1.7)

t=20



Teorettno je pomemben tudi naravni logaritem momentno rodovnkdije Njegovi odvodi
v to€ki 0 se imenujejo kumulante. Navedimo le prve tri kumulaster, in k3, ki pa jih pod
drugimi imeni ze poznamo. Hitro lahko preverimo, da je

log M
gy = o My(t) — ElY], (P1.8a)
it |,
2
Ko d”log My (t) = var[Y], (P1.8b)
|,
3log M
wy = LMYy (P1.80)
|,

dobljenega vzorca pa ne moremo posploSiti zatizrecentralnega momenta stopsjali ve€ v
eni potezi.

Opisani n&in izraCuna momentov pride zlasti prav, kadar moramodareati momente vsote
neodvisnih slgajnih spremenljivk.Ce soY7, Ys, ..., Y, neodvisne sltajne spremenljivke z
momentno rodovnimi funkcijamify, (t),: = 1,2,...,n,inY =" | Y;, potem je

Hem] =112 =],

My(t) = E[¢™] =[] = F

Za slitajno spremenljivkaV z verjetnostno funkcijoP?(N = x) = pr, k = 0, 1,2, .. ., defini-
rajmo karakteristino funkcijo z enébo

@N(t) _ E[eitN] _ Zpk’ eit:ck7
k=0
kjer je i imaginarna enota? = — 1, za zvezno sléajno spremenljivkoX z gostoto verjetnosti
f(x) pazenébo
ox(t) = B[] = / e f(z) da.

Karakterist€na funkcija vedno obstaja in en@hio dol&€a porazdelitev. Kako iz znane karakte-
risticne funkcije izr@unamo verjetnostno funkcijo oziroma gostoto verjetngstije razvidno
iz razdelka 3.6.

Ce so0Y;, Y, ..., Y, neodvisne sléajne spremenljivke s karakteri&timi funkcijami vy, (1),
i=1,2,...,n,inY =>"" Y, potem je

n n

HY] =12 =[Ten. (P19

i=1 i=1

pv(t) = E["] = B ["Z%] = B

Za slitajno spremenljivkaV z zalogo vrednosti in z verjetnostno funkcijd?(N = k) = py,
k=0,1,2,..., definirajmo Se rodovno funkcijo

Gy(s) = E[s"] = ) pes”.



Kerje> 2ok = 1, rodovna funkcija vedno obstaja vsajza< 1 in enolicno dol@a poraz-
delitveno funkcijo.Ce je dovoljkrat odvedljiva, tudi z njeno porgjo lahko izr&unamo zéetne
momente. Tako je npr.

Gy(1) = m, (P1.10a)
Gy(l) = my — my, (P1.10b)

Ce vrednosti odvodov v ki 1 obstajajo, sicer pa hamesto njih v zgornjih éoah upoStevamo
limite k 1 z leve.

CejeN = > N;insoNy, N, ..., N, neodvisne sléajne spremenljivke z rodovnimi funk-
cijamiGy,(s),i=1,2,...,v,]je

Gn(s)=E[s"] =E [SZLINZ} =K

HSNZ'] =[IE "] =] Gn(s).
=1 =1 i=1
Definirajmo Se nekaj funkcij, ki jih vtem delu Gkrat uporabljamo.

1 T
q)(l’) = E / 6_%t2 dt

je porazdelitvena funkcija standardizirane normalne gaeétve,

Na) = / t*tetdt
0

je gama funkcija,

1 x
MNoyz) = —/ tte tdt
= Ty
je nepopolna gama funkcija in
_ dlogl(z)  I'(z)
V) = dx - T(x)
je logaritemski odvod gama funkcije, za katerega velja reiaka engba
1
bla+ 1) = ) + -

(glej Abramowitz, Stegun, 1972, str. 258, €ba 6.3.5). Za povpime vrednosti funkcij kom-
ponent vektorjar = (ny, ny, ..., n,) ali z = (z1, 29, ..., ,) bomo \Casih uporabili krajsi za-
pis, npr.n? zaL 7 n? alilogx za% >, logz;. V sploSnem primeru naj pomeni

1=1""1

ter



P1.2 Ocenjevanje parametrov

Neznane parameti®, 0s, . .., 05 verjetnostne funkcijey, £ = 0,1,2,..., ali porazdelitvene
funkcije F'(x) ocenJUJemo s porigjo cenilk 61,65, ..., 6,, ki so pri dam velikosti vzorcas
oziroman funkcije sliEajnih spremenljivkV,, N>, . . ., Nl, oziromaXy, X, ..., X,. Izbiro na-

kljunega vzorca, ny, . .., n, 0ziromar,, r,, . . ., ¥, lahko interpretiramo kot naklgno rea-
lizacijo slucajnih spremenljlvlé) =0, (NI,NQ, ..., N, )ozwoma& =0, (Xl,Xg, e X)) g =
1,2,...,s, katere rezultat je ocen@] -y (N1, ng, ..., ny) 02|roma0 =0 (21, T2, ..., xy).

Cenllke oznaene z grskimirkami, bomo od ustreznlh ocencld le iz konteksta Tako je
npr. 91 X=1 ZZ 1X; cenilka za parametet, medtem ko 1691 =zg=1 ZZ 1T; ocena
parametrad);.

Zazeleno je, da paramet@rocenjwemo Z nepristransko ceml@g za katero je neodvisno od
velikosti vzorcaE[@ | =46, Ce ta pogoj ni izpolnjen, vendar Jan,, E[9 | =6,, je cenilka
QJ asimptottno neprlstransl@a Poleg nepristranskosti je zaZeleno Se, da je i2f&ZF (mean
squared error), definiran X/ SE = E[(6; — 6,)?], &im manjsi. Ce izr&unamo matematho
upanje izraza

0, — 0)° = ((6; — EB)]) +

= (9, — E0;]))* + (El6;] — 6;)* + 2(0; — E[0;]) (E[6;] — 6;),
zadnji€len odpade in dobimo
MSE(;) = E[0; — 0,)*] = var[d;] + (E[6;] — 0,)*

Za nepristranske cenilke jMSE(éj) = var[éj]. Ker imamo velikokrat opravka vsaj z asimp-
totiCno nepristranskimi cenilkami, lahko kot merilo kvalitetnilked; upostevamo kavar|6;]
ali palim,,_,, var[6;].

V nadaljevanju si bomo ogledali stiri konkretne metode, ptekih dobimo cenilke za ocenje-
vanje neznanih parametrov.

P1.2.1 Metoda momentov

Metodo momentov lahko uporabljamo za ddoje neznanih parametrov za diskretne in zve-
zne porazdelitve. V diskretnem primeru naj bo zaloga vretrmana, predpostavljena ver-
jetnostna funkcijao, = pr(01,6s,...,60,), k = 0,1,2,..., pa odvisna od neznanih parametrov
01,0s,...,05. V zveznem primeru naj bg(z) = f(61,0s,...,605,2). V obeh primerih mora
obstajati vsaj prvilsk momentov.

Ker so momenti odvisni od parametrovyig = m;(61,6a,...,0,) in pu; = p;(61,64,...,0,) za
j=1,2,...,s. Privzemimo, da je sistem eEtamog@e razresiti, torej; = 0;(my, mo, ..., ms)
oziromad; = 0,(u1, pto, ..., ps) zaj = 1,2,...,s. Cev prvi razreSeni sistem etfanamesto
my, ma, ..., Mg VStavimo vzoéne z&etne momenteh, mo, ..., m, ali pa v drugi razreSeni
sistem enab namestquy, uo, . . ., i1 VZOIENe centralne momengg, jio, . . ., ji;, dobimo oceno
01,0s, ...,0, neznanih parametrd(, 6, . . ., 0,. Z eksistenco funkc; = 6;(mq, mo, ..., my)

2Za diskretne sléajne spremenljivke bi morali pisdfim,, _. . E[éj] = 0,. Zaradi krajSega zapisa bomo v tem
razdelku predpostavili, da je = n, oziroma v podobnih primerih za velikost vzorca uporablgkh.



ing; =0;(p, pe, ..., 1s),j =1,2,...,s, se nismo ukvarjali, ne moremo pa zaGuatl dejstva,
da eksplicitni zapis ni vedno mogoZato navajamo Se konkretne €ba, ki jih lahko reSujemo
tudi numer€no, kadar ne gre analto.

Ce delamo z Zzetnimi momenti, moramo resiti sistem €&ban,;(6,,0s,...,0,) =m;, j =
1,2,...,s, kjerje

15w nl =ni zadiskretne sktajne spremenljivke

v

mj = (j:1,2,...78).

LS 2] =27 zazvezne skajne spremenljivke

n %
Ce delamo s centralnimi momenti, najprej @maamo prvi vzotni zacetni moment

15~ n;=mn zadiskretne siéajne spremenljivke

v

1 E?Zl x; =T zazvezne skajne spremenljivke

n

nato pa resimo sistem ettay.; (61,62, ...,65) = f1;, 7 =1,2,..., s, Kjer je

L5  (ni — m)? zadiskretne skéajne spremenljivke

[ = (j=1,2,...,5).
L5 (z; — T zazvezne skajne spremenljivke

Ker so z&etni in centralni momenti povezani z éf@ (P1.5), lahko sistem ena&b, ki ga

moramo reSiti, sestavimo tudi tako, da za vgaki = 1,2,...,s, vzamemo eno od ebh

mj(Ql, 0, ..., 93> = mj in uj(é’l, 0, ... ,05) = ﬂj'

Kakorkoli Ze sestavimo in re$imo sistem éharesitved; , b, .. ., §, privzamemo za neznane
parametrd;, 0, ..., 0, verjetnostne oziroma porazdelitvene funkcije.

P1.2.2 Metoda kvantilov

Za porazdelitveno funkcijd’(z) in za poljubenp, 0 < p < 1, je kvantil 7, vsako Stevilo, ki
zadoga neenébi lim._. .o F(m, — ¢) < p < F(m,). Neen&ba ima natanko eno resiteie je

F(z) strogo naraSajaza funkcija. Ce je poleg tega $e zvezna, meéh 7, obstaja povratno
enoliéna preslikava, saj je = F(r,) in 7, = F~!(p).

Naj bo xy, s, ..., x, nakljutni vzorec za neodvisne in enako porazdeljene zvezrjsie
spremenljivkeX, Xs, ..., X,, s predpostavljeno porazdelitveno funkcigx) z neznanimi pa-
rametri. Vzoreer, zo, . . ., x,, preuredimo ey, (9, - - ., T(n), dajerq) < xp) < ..o < agy).

En&aji so mozni, ker se vzone vrednosti lahko ponavljajo. Definirajmo véoo porazdeli-
tveno funkcijo

0 Zar < ()
F(x) = Maxj <;<n {%‘x(i) < x} zaxrn) <z < xm) (P1.11)
1 Z2ar > Tp)



Ker je F(g:) stopntasta funkcija, pri danem kvantil , ni vedno enoltno dolc&en,Ce pa je,
se nanasa na cel interval ralih p. Temu problemu se izognemoe odsekoma konstantno
funkcijo F'(x) nadomestimo z zvezno in odsekoma linearno funkcijo

(0 zar < ()
R F(x) zar =x3),1=1,2,...,n
F(zx) = . ]
Cn—2) F(I(,i))+£x_,x(i))F(%“)) Zar; < <xgpn,t=1,2,...,n—1
T(i+1) 7T (3)
. 1 2axT > Tp)

Na intervalu(z, () je F(z) strogo naraSajosa funkcija, zato je med vzonim kvantilom
#, = F~1(p) in p povratno enobina preslikava za vsgke (max; < ; < AE|lze =z} 1).

VzorEne kvantiler, lahko definiramo tudi tako, da iztanamoi = [(n + 1) p|, kjer [x] pomeni
celi del Stevilax (najvetje celo Stevilo, ki je manjsSe alienakd, h = (n+1)p—iin@, = (1—
h)xu) + hxy). Definicija je smiselna le Z%% <p < -, saj sicer indeks ali pai + 1

n+1"
pade zunaj dovoljenega obsegauip ali ;1) ni definiran. To se zgodi tudi pp = 2,
vendar ne moti, ker je takrat= 0. Ce so vse vrednosti vzorea, z,, . . . , z,, razliéne, medp

in 7, obstaja povratno endlna preslikava, sicer pa je pri danerkvantil 7, enolicno dolc&en,
vendar za raztinep lahko dobimo isti kvantil.

Metodo kvantilov uporabljamo le za dd@anje neznanih parametray, 0, ..., 0, porazdeli-
tvene funkcijeF'(z) = F (64,0, ..., 0, z) zvezne sldajne spremenljivk&. Najprej primerno
doloCimo s razlicnih vrednostp,, ps, . . ., ps, Nato pa vse poteka kot pri metodi momentov. Ker
so kvantili porazdelitvene funkcijé'(x) odvisni od parametrov, j&,, = m, (61,0, ...,0;),
j=1,2,...,s. Ce je sistem erth mogde razresiti, dobimé, = 6;(r,,, 7p,, ..., 7,,), kamor
vstavimo vzo€ne kvantiler,, , 7,,, ..., T, ter dobimo ocenél,ég, ..., 0, neznanih parame-
trov 6y, 0,,...,0,. Ker obitajno sistema et ne znamo reSiti analitno, ga v praksi reSujemo
numertno.

P1.2.3 Metoda najmanjsih kvadratov

Z metodo najmanjSih kvadratov, ki je primerna za @aloje neznanih parametréy, 0., . . ., 0,
porazdelitvene funkcijeg'(z) = F(0y,0,,...,0,,x) zvezne sldajne spremenljivkeX, lahko
odpravimo pomembno pomanijkljivost metode kvantilov. Vipiénih primerih obtajno Ste-
vilo neznanih parametrov ne presega tri, najbolj pogostsepaadovoljimo Ze z dvema. To pa
pomeni, da z metodo kvantilov izetieno porazdelitveno funkcij@'(z) in vzortno porazdeli-
tveno funkcijoF(x), definirano z enébo (P1.11), le v dveh ali treh &&ah, morebitnih razlik
medF(z) in F(z) v vseh ostalih tdkah pa sploh ne upo$tevamo.

Pri metodi najmanjsih kvadratov zahtevamo, da se funkgiji:) in £'(z) v nekem smislu
¢im bolj ujemata na izbranih &&ahc; < ¢ < ... < ¢,.. ObiCajno jer > s, tocke ¢, k =
1,2,...,r, pa naberemo kar med vZmimi vrednostmicy, o, . . . , z,,. Ce so vse vzdne vre-
dnosti razléne, lahko vzamemo kar=n in ¢, = x4, k = 1,2,...,r. Razdaljo med(z) in
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F(z), ki jo Zelimo minimizirati, merimo s
Q(017927"'a08) = Zwk’ [F(Ck) - F(017927"'79876k’)]2‘
k=1

Obicajno za vse uteii, vzamemal, Ce pa stopnja skladnodfi(z) SF(x) ni povsod enako po-
membna, razmerja med utezmi spremenimcj&erednosti priredimo utezem, ki se nanasajo
na interval, kjer Zelimo boljSe ujemanje. Povfme odstopanjé’(z) od F'(x) lahko merimo z
RM S (root mean square), kier @M S = . /% Manijsi RM S pomeni bolj$e ujema-
nje.

Ce ha@&emo minimiziratiQ(6;, 6, . . ., 6,), moramo resiti sistem ebia
1 0@ —~ OF |
58—93 = ;wk[F<Ck)_F<917627...,957Ck)]a—9j = 0 (1=1,2,...,s).

Minimum funkcije Q (01,65, ...,0,) lahko poi€emo s katero koli metodo za minimizacijo
funkcij veC spremenljivk. Za na$ konkretni problem se v praksi dobrpeske Levenberg-

Marquardtova metoda. Algoritem je opisan npr. v (Press.elfb2, str. 574), kjer je zapisan
tudi ratunalniski program. Omenjena metoda je vgrajena tudi veaaunalniSke programe,

npr. v program Gnuplot za risanje funkcij.

P1.2.4 Metoda najve Cjega verjetja

Metodo najvéjega verjetja lahko uporabljamo za déémje neznanih parametrov za diskretne
in zvezne porazdelitve. V diskretnem primeru naj bo zalagawosti znana, verjetnostna funk-
cijapy = pr(01,02,...,05), k = 0,1,2,..., pa odvisna od neznanih paramettqyds, . . ., 6;.

V zveznem primeru naj b@(z) = (61,09, ...,0, ).

Po metodi najvéjega verjetja neznane parametieds,, . .., 6, doloCimo tako, da je verjetnost
pojava opazovanih vrednosti, n., ..., n, neodvisnih in enako porazdeljenih diskretnih slu-
¢ajnih spremenljivkVy, Vs, ..., N, oziroma opazovanih vrednostj, z,, . . ., x,, neodvisnih in
enako porazdeljenih zveznih skjnih spremenljivkX,, X,, ..., X,, najv&ja. Verjetnost, da se
pojavijo daninq, ns, . ..,n, 0ziromaz, z., . . ., T,, j© dolaena s funkcijo verjetja

[l pni(01,62,...,0,)  zadiskretne siEajne spremenljivke
L(61,0,,...,05) =
[T=, f(61,04,...,0,,2;) zazvezne skajne spremenljivke

Pri tem naj za diskretne stajne spremenljivke&e zaloga vrednosti i¥, okrajSavap,,, pomeni
P(N; = n;), Cetudi je zan; € N dvoumna.

Ker je log x strogo nara&jaca funkcija, ima funkcija verjetja ekstreme v istilckah kot njen
logaritem

> logpy, (61,04, ....05)  zadiskr. sl. spr. (P1.12a)

1(01782,...,03> = 10gL = {
Sorlog f(64,0s,...,05,x;) zazveznesl. spr. (P1.12b)
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Potrebni pogoj za maksimum predstavlja sistenelinearnih enéb

o P Qlogpn, (8991;92 """ 6:) za diskretne sl. spr. (P1.13a)

O = _ = 02172,...78)-
89j n  Olog f(01,02,...,0s,2:) | b
Doy 20, za zvezne sl. spr. (P1.13b)

V sploSnem ni nujno, da sistem éia(P1.13a) oziroma (P1.13b) ima resitev, vendar pri dokaj
milih pogojih verjetnost, da jo ima, z ¢anjem vzorca tezi K (Klugman, Panjer, Wilimot,
1998, str. 62). Mogée je tudi, da ima V@ resitev. Ce ne najdemo prave, lahko dosezemo le
lokalni maksimum funkcije verjetja. V sploSnem sistem tnidanaliticno resljiv in ga moramo
reSevati numeéno. Ce resitevd,, 6,, . .., 0, najdemo, jo privzamemo za neznane parametre
01,0,,...,0, porazdelitve.

Ce delamo z diskretnimi sbajnimi spremenljivkamiVy, N,, . .., N, z zalogo vrednostN (pa
tudi v sploSnem primeru), ni nujno, da poznamo vse posameaunosting, no, ..., n,. Do-
volj je Ze, da poznamo frekvence pojavljamaposameznih Stevil iz zaloge vrednosti. Naj bo
kmar = max{k| vy # 0}. Tedaj je

kT,LUu'L'
du = v (P1.14)
k=0
in
kmaz 12
kv = Y om o= va (P1.15)
k=0 i=1
Enaba (P1.12a) preide v etlao
kma(l;
1(61,92,...,93) - Zyk logpk((917927"’798)7
k=0
(P1.13a) pa v eri@o
kmal
Y Oogpullibe, - .0:) g (19 ). (P1.16)
20,
k=0
Varianco cenilké;, 6,, ..., d,, dobljenih po metodi naj\idega verjetja, pri milih pogojih za

verjetnostno funkcijgy, k£ = 0,1, 2, ..., oziroma gostoto verjetnosfi(x) lahko ocenimo. Naj
bol,(0y,6,,...,6,) logaritem funkcije verjetja, definiran z ettao (P1.12a) oziroma (P1.12b),
pri cCemer r&unamo, kot da bi bila velikost vzorda namesta:; oziromax; pa vstavimoN,
oziromaX;. Izratunajmo Fisherjevo informacijsko matrif,, 0, . . . , 05) z elementi

0211(01,05,...,0,)

I4(01.6s....0) = —E k=12,

]k( 1,Y2, 9 ) ae] aek (.] S)
in njen obratX(0y,0,,...,0,) =171(01,0,,...,0,). Varianco sléajne spremenljivkéj oce-
nimoz<oj;,j=1,2,...,s, kovariancewov(0;, 0;) = E[(0; — E[0;]) (0x — E[6])] paz: oy,
j # k. Porazdelitvena funkcija vektorjgn (8, — 0,,0, — 05, ....0, — 0,) z vetanjem vzorca

pri ustreznih pogojih konvergira k porazdelitveni funkeiprmalno porazdeljenega vektorja
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X ~ N(0,X). Elementi kovariabne matrike>: so v splosnem funkcije neznanih parametrov
01,05, ...,0,, zato jih aprok5|m|ramos k= ajk(el, 62, . ,9 ), kar nam Zasih omogo6a eno-
stavno ocenltev napake&e je parametef; neodvisen od ostalih parametrov, za kar z&eos
o, =0, j # k, bi za dovolj veliko Stevilo neodvisnih nakfpaih vzorcev velikostin lahko
pricakovali, da bi z&5 odstotkov ocen neznanega paraméjraeljalo |6, — 6, < 1\/9_6 0jj
Cenilke, dobljene z metodo nagjega verjetja, so asimpt@tio nepristranske in imajo med
vsemi cenilkami z asimptdaino normalno porazdelitvijo najmanjSo asimptat varianco (so
asimptottno Winkovite). Po kriteriju minimalne asimpt@tie variance je metoda na@jega
verjetja najboljSa mozna metoda.

Ocene neznanih parametrov so invariantne na transforonaaipmetrov, saj je ocena vredno-

sti funkcije 9(91,02, ..., 0s) po metodi najvéjega verjetja kar enakg(6,,0s, . .. ,és). Njena
varianca jg(Vg)? ( 3)) Vg, kjer je Vg vektor stolpeqae ,6—62 ..,g—;QT. Invariantnost nam

vCasih olajSa delo zaradl pomanijkljivega dogovora o 6exmanju parametrov porazdelitvenih
funkcij. Tako Je npr gostota verjetnosti eksponentne pmeatve enkratf( ) = Xe 2, dru-

gic pa f(r) =

bo ¥, = gj(91,92,...,98), j =12,...,5 IinD Jacobljeva matrika z elementi, = %’
j,k=1,2,...,s. Novo kovariatno matriko dobimo kot produld (% 3) D7, v katerem upo-

Stevamo, da j@; = 0;(1,05,...,0,),7=1,2,....s

Kadar za neznano porazdelitveno funkcijo predpostavinoraelicnih tipov porazdelitev in
za vsakega od njih z metodo nafjega verjetja doloimo parametre, lahko kot enega od kri-
terijev za izbor konkretne porazdelitve upoStevamo vretfumkcije verjetJaL(Gl, bs,....0,)
oziroma njenega negativnega logaritmaog L(0y,0,,...,0,) = — l(@lA, 622 . 0) Ker je
0< L(91,92, 0, ) <1, je —1(01,62, .0, ) > 0. Manjsi je izraz—I(6,,0,, .. .,0;), boljSe
je, ker tedaj funkcija verjetja dosezetye vrednost.

P1.3 Ugotavljanje kvalitete aproksimacije

Ocene parametrov, tude so dobljene s cenilkami po metodi ndjjega verjetja, ki so v nekem
smislu najboljSe, v konkretnem primeru niso vedno dobréo Zabomo v nadaljevanju ogledali
dva testa, prEemer je prvi primeren za diskretne in zvezne, drugi pa zarevslajne spre-
menljivke. Za podrobnejSe informacije o obeh tu predstaidj testih, pa tudi ostalih, obstaja
precej literature (glej npr. Kendall, Stuart, 1979; Jama®80; Hogg, Klugman, 1984, Press et
al., 1992; Klugman, Panjer, Willmot, 1998).

Naj bony, ns,...,n, nakljutni vzorec za neodvisne in enako porazdeljene diskretriajsie
spremenljivkeNy, Ns, ..., N,. Verjetnostna funkcija,, k£ = 0,1, 2, ..., je neznana, znane pa
so vzoctne frekvences, k = 0,1, 2, ..., posameznih Stevil iz zaloge vrednosti, iz katerih se-
stavimo vzo€no verjetnostno funkcijg, = *, k = 0,1,2,... Naj box,, z,, ..., z, nakljucni
vzorec za neodvisne in enako porazdeljene zvezriagia spremenljivkeXy, Xs, ..., X, z
neznano porazdelitveno funkcijp(x). 1z vzorca sestavimo vzono porazdelitveno funkcijo
F(z), definirano z enébo (P1.11).

Predpostavimo, da smo za neznano verjetnostno oziromadmitzeno funkcijo privzeli ver-
jetnostno funkcija, £ = 0,1,2,. .., oziroma porazdelitveno funkcijg'(x), za katero smo tip
prosto izbrali. Tudi neznane parametrefs, ..., 0, lahko prosto izberemo, bolj okdajno pa
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je, da jih po eni od metod iz€anamo iz vzorcay, no, ..., n, oziromax;, xs, ..., x,. Funk-
ciji py, in p, k = 0,1,2,..., oziromaF(z) in F(x) se bolj ali manj ujemataCe so razlike
dovolj majhne, jih lahko pripiSemo nakfju, sicer pa je verjetno izbira tipa ali parametrov
verjetnostne oziroma porazdelitvene funkcije raga

P1.3.1 y*-test

Zalogo vrednost¥ sluCajnih spremenljivkV,, N, ..., N, oziromaX;, X, ..., X,, razdelimo
vrrazredovZ;, j = 1,2,...,r,takodajeZ = (J;_, Z; in ZiNZ, = () zai # k. Pridiskretnih
slucajnih spremenljivkah je obajnor = max{i|v; # 0} + lin Z; = {z,_1}, kar sefe je za-
loga vrednostN, poenostavi v = max{n,ns,...,n,} + 1inZ; ={j—1},j=1,2,...,r.
Pri zveznih slg@ajnih spremenljivkah razred., j = 1,2, ..., r, obiCajno dol@&imo kot interval
[cj—1,¢;), pricemer t@kec; doloCimo tako, daje, < ¢ < ... <c tercy < zq) i) < c.
V vsakem primeru naj bo prakovano Stevilo elementov vzorca, ki padej&@y vsaj5. Ce
ni, enostavno dva ali wesosednjih razredov zdruzimo v enega. Najghoj = 1,2,...,r,
verjetnost, da bo naklitno izbrana vrednost element mnozi¢e Ce je predpostavka, = py,
k =0,1,2,..., oziromaF(z) = F(x) pravilna, je v diskretnem primerg = > okez, P V

zveznem pd; = F(c;) — F(cj1),j=1,2,...,7.

PriCakovana frekvenca nakijno izbranih vrednosti v razredt; je vq; za diskretne oziroma
ng; za zvezne skkajne spremenljivke. Dejanska frekvenca, realiziranazeaou, je za diskretne
slucajne spremenljivke; = >, . ., v oziromawv; = >, . vy, Ce je zaloga vrednosH,

A

zazvezne p&; = n (lime_ o F(¢; —€) — F(c;1)),j=1,2,...,7.

Vrednosti neznanih parametrov verjetnostne funkgijek = 0,1,2,..., oziroma porazdeli-
tvene funkcijeF () lahko dol@imo neodvisno od vzorca, ali pa jih iZnanamo iz vzorca. V
prvem primeru je Stevilo prostostnih stopeh » — 1, v drugem pal =r — s — 1, Kjer je s
Stevilo neznanih parametrov, izxiananih iz vzorca. Naj bo

s - v6) 4 diskretne siEajne spremenljivke

)A(2 _ J=1 vqj
da = N ~
> i % za zvezne skajne spremenljivke
Ce je predpostavkgy, = p, k = 0,1,2,..., oziromaF(z) = F(z) pravilna, je velika vre-

dnosty? malo verjetna. x2 je slu€ajna spremenljivka. Z d@njem vzorca njena porazdeli-
tev konvergira k porazdelitvenemu zakogt(d) z gostoto verjetnostf(z) =0 zaz < 0 in
flx) = ﬁp(%) 25l e s zax > 0.
Tabela 10: Krit€ne vrednostj?-porazdelitve

| d | hass | haaw | d | hass | haaw | d | hass | haiw
1| 3,84| 6,63|| 6|12,59|16,81| 11| 19,68| 24,72
2| 599| 9,21 7|14,07|18,48| 12| 21,03| 26,22
3| 7,81|11,34| 8] 15,51|20,09| 13| 22,36| 27,69
4| 9,49|13,28| 9| 16,92| 21,67 | 14 | 23,68| 29,14
5|11,07| 15,09 10| 18,31| 23,21| 15| 25,00| 30,58

Vir: Abramowitz, Stegun (1972, str. 985, tabela 26.8)
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V tabeli 10 so za prostostne stoprj@d 1 do 15 navedene kritine vrednosth s in hg 19, Ki
zaX ~ x*(d) zado€ajo en&bi P(X > hgs94) = 0,05 0ziromaP(X > hg4) = 0,01.

Testirajmo domnevdi, : pj, = jy, k = 0,1,2, ..., oziroma domnevdi, : F(z) = F(z). Ce
je X3 > hqs%, domnevo zavinemo. Verjetnost, da zavrnemo pravilno demires tem nare-
dimo napako prve vrste, feodstotna. Analogno ravnamo pri stopnji tvegahjadstotek.

Ni€ neobtajnega ni, da postavimo ¥eazlicnih domnev o verjetnostni oziroma porazdelitveni
funkciji, med njimi pa je vé takih, ki jih pri dani stopniji tveganja ni treba zaireCe imajo
ustrezne funkcije enako Stevilo neznanih parametriovsmo testirali na istih razredih, je enako
tudi Stevilo prostostnih stopenj zaradiCesar lahko izberemo domnevfy z najmanj3o vre-
dnostjo y2. Ce &tevilo prostostnih stopenj ni enako, izberemo domneadsatero je verje-
tnost P(x% < ¢3) najmanjSa oziroma t. ip-vrednostP(x? > x?2) najveja, priemer je slu-
¢ajna spremenljivka;? porazdeljena po porazdelitvenem zakortid). Ce nimamo primerne
programske podpore, z&< 30 lahko uporabimo tabele, z4> 30 pa si lahko pomagamo z

3
aproksimacijsko eréo y; = d (1 — 9—2(1 + x4/ 92—d ) (Abramowitz, Stegun, 1972, str. 941,
en&ba 26.4.17), iz katere najprej izianamoz, nato paP(x? < x2) ~ ®(x) in p-vrednost

P(x%>x%) ~ 1 — &(z). Kljub opisanemu postopku izbire pa Se vedno lahko izbereazo
pacno domnevo in s tem naredimo napako druge vrste.

y2-test je zelo uporaben, ima pa tudi nekaj pomanijkljivostikd'se pri zelo majhnih vzorcih
lahko zgodi, da ni mogie definirati dovolj razredov, s katerimi bi ujemanje tedtina manjSih
razredih, na v§ih pa se lokalna velika odstopanja lahko tudi izravnajab8st je tudi odvisnost
rezultata od tega, koliko in kako smo izbrali razredg kar pride do izraza zlasti pri zveznih
slucajnih spremenljivkah.

P1.3.2 Test Kolmogorov-Smirnova

S testom Kolmogorov-Smirnova preverjamo, kako se domnganazdelitvena funkcija zve-
zne sli¢ajne spremenljivke prilega vzimi porazdelitveni funkciji na celotnem definicijskem
obmaju, kar ocenjujemo z

D, = sup |F(z) — F(z)).

Ceprav iz verjetnostnih funkcijjy in pr, & = 0,1,2,..., lahko sestavimo stoptasti poraz-
dAeIitveni funkciji F'(z) = >, . <, Prin F(x) = >, . -, DrOZiOmar (z) = >, prin
F(x) =, -, Dx, kadar je zaloga vrednosh, test Kolmogorov-Smirnova za diskretne slu-
cajne spremenljivke ni primeren (Klugman, Panjer, Willmk898, str. 208).

Oglejmo si intervall; = [z, z(i41)), i = 1,2,...,n — 1, na katerem imaf* () konstantno
vrednostF( ) Ker je F(m) ne padajoa funkcija, ko jeF(z @) > F(z) zavsake € I;, nal;
izraz|F(z) — F(z)| = F(zw) — F(x) doseze makS|mum vl z(;). Koje Fzu) < F(x)
zavsake € I;, nal; izraz|F(z) — F(z)| = F(z) — F(z@) maksimuma ne doseze njegovo
najmanjSo zgornjo mejo pa iZzvanamo tik precd ;. 1). Pri tretji mozZnosti, kd'(z) naintervalu

I, seka premicq = F(x (:)),» he dobimo ni novega. Zato je dovolj, da izrd# (z) — F(2)|
izraCunamo v tékahz;, i = 1,2,...,n, in tik pred njimi. Ce je F( ) zvezna funkcija, je
D, = |F(z;) — F(x;)| ali D, = hm€_>+0 |F'(z; —€¢) — F(x;)| vsaj za enega od
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D, je slitajna spremenljivkaCe je F(z) = F(z), je za veliken

kjer je

Vrsta na desni strani etlbe zelo hitro konvergira. Zato lahko brez tezav ugotovinie,je
Q(1,36) ~ 0,95 in Q(1,63) ~ 0,99, oziroma, e smo natainejsi, Q~'(0,95) = 1,36 in
Q~1(0,99) = 1,63, zaokroZeno na dve decimalni mesti. S tema dvema podatkoeraiibe

P(D,>7) ~ 1-Q(na)

lahko izr&&unamo krittno vrednostl,, 5, ki je reSitev enébe P(D,, > d,, 5%) = 0,05, in kri-
ticno vrednostl,, 1%, ki je resitev enébe P(D,, > d,,1%) = 0,01.

Ostane nam Se vpraSanje, kako velik morarhitia lahko uporabimo izhodigo predpostavko o
porazdelitvi sl@¢ajne spremenljivk®,,. V praksi Ze za» > 15 lahko upoStevamo aproksimacijo

1,36 . 1,63
dpsn = Jn in dp1n = i

vendar le, kar velja tudi za velike, kadar porazdelitveno funkcijé'(z) iz nicelne domneve
H, : F(x) = F(z) predpostavimo neodvisno od vzorca (Klugman, Panjer, VGil)rh998, str.
123). V praksi okiajno najprej doldimo tip funkcije F' (), parametre ocenimo iz vzorca, $ele
nato pa postavimo delno domnevo. V takem primeru bi morali kéitie vrednosti zmanj3ati,
za kar pa ni enostavnega pravila, analognega zmanjSawjlagtestostnih stopenj pi2-testu.
Zato v praksi kriténih vrednosti najuékrat ne zmanjSujenipkar verjetnost napake prve vrste
zmanjSa, zato pa pova verjetnost napake druge vrste. Ena od moznih korekagjdyitiCnih
vrednosti ne zmanjSujemo, s tem narejeno napako pa napbnali tako, da bi pri ocenjevanju
neznanih parametrov uposStevali le polovico podatkov izreappri testu pa vse (Klugman,
Panjer, Willmot, 1998, str. 123).

Testirajmo domnevdd, : F(z) = F(z). Ce jeD,, > d, 5%, domnevo zavrnemo, verjetnost,
da zavrnemo pravilno domnevo, pajeodstotna. Analogno ravnamo pri stopnji tvegamnja
odstotek oziroma stopnji zaupargja odstotkov.

Test Kolmogorov-Smirnova za majhne vzorce ni dovolj sedekt, saj z njim le redko zavr-
nemo domnevo, pri velikih vzorcih pa je slabsi gé-testa (Klugman, Panjer, Willmot, 1998,
str. 124). V starejsi literaturi, npr. (Kendall, Stuart,789 str. 484) ali (Patrik, 1980, str. 67),
pa je ravno nasprotno mnenje, da je test Kolmogorov-Smarmavzvezne sktajne spremen-
liivke boljSi od y2-testa. Karkoli je Ze res, test Kolmogorov-Smirnova imazbdgoma tudi
nekatere prednosti. Tako pri velikih vzorcih ket vrednostid,, 5% in d,, 1% lahko koristno
uporabimo za doléitev pasu okrog vz@ne porazdelitvene funkcijé(x), v katerem potekajo
vse mozne razline zvezne porazdelitvene funkciiéz), za katere domnevE, ne bi zavrnili.

3Tako smo delali tudi v 5. poglavju. Pri ocenjevanju parametn pri testu smo upostevali vse podatke iz vzorca.
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Ce za eno izmed njih delna domneva velja, potem v istem pasu v celoti poteka tednana
porazdelitvena funkcijd'(z), sicer pa ne. Na Zalost pravega odgovora ne moremo izvedeti.

Ce na nas$ edini vzorec gledamo kot na naidjol izbrani vzorec izmed dovolj velikega Stevila
neodvisnih nakljainih vzorcev velikosti, lahko ocenimo napak® = sup, |F(z) — F(z)],

ki je slutajna spremenljivka. Pri dabanju ntelne domneve bi za porazdelitveno funkdijér)
vsaj teorettno lahko izbrali dejansko porazdelitveno funkckdz), ki bi jo npr. uganili. Zato

je smiselna predpostavka, da je napakporazdeljena tako kab,,. Zato velja
P(sup |F(z) — F(z)| <dnsn) = 095,

P(sup |F(z) — F(z)| < dpiw) = 0,99.

Za funkcijo F(x) bi z verjetnostja),95 priCakovali, da bo na celotnem definicijskem olijuo
potekala znotraj pasu, ki ga ddlata funkciji /'(z) — d, 5% In F(z) + d,5%. Ker je vedno
0 < F(z) < 1, bi za prakttne potrebe za > 15 za vsakr z verjetnostjd,95 pricakovali

max{O,F(x) B 1,;%6} < P2 < min{l,F(az) + 1\,/?%6}

in z verjetnostjo 0,99

1 - 1
max{O,F(m) - ’T(;g} < Fx) < min{l,F(x) - ’Tig}
Kerje0 < F(x) < 1in ker se izraz, s katerim je definirana napdkane spremenite () in
F(x) zamenjamo, ju lahko zamenjamo tudi v zgornjih dveh nébah.

Zan > 15 je pri stopnji zaupanjab odstotkov maksimalna Sirina pa%%, pri stopnji zaupanja

99 odstotkov pa3’—jﬁ6, kar je uporabno kvgemu za veliken. Pricakovali bi, da bo vzama

porazdelitvena funkcijd' () z verjetnostjd®5 odstotkov potekala v pasu s sreigco F(z) in
absolutno Sirind),01 pri n > 73 984, z verjetnostjd9 odstotkov pa pri > 106 276. To pa ze

za srednje velike zavarovalnice in mn@e zavarovalne vrste niso pretirano velike vrednosti,
zlasti $e,ée analiziramo podatke o 3kodah z& yeeteklih let. Ce bi znali korigirati kriténo
vrednost:22 oziroma%, kadar neznane parametr&€uaamo iz vzorca, bi bil izhodi®i pas

n

malo ozji, s tem pa tudi minimalno Stevilo Skod, potrebnoirad pasu0,01.

Pri dani n€elni domnevi si manjSo vrednost, lahko razlagamo kot boljSe prileganje véoe
in neznane porazdelitvene funkcije, torej kot manjSo napdlato za kriterij izbire med radt
nimi porazdelitvenimi funkcijami, za katere domneig ne moremo zavi®, lahko uposStevamo
najmanjsiD,,.
Za dovolj veliko Stevilo nakljanih neodvisnih vzorcev velikosti, za katere bi izréunali kon-
kretenD,,, bi lahko prtakovali, da je neertha

max{0, F(z) — D,} < F(z) < min{l,F(z) + D,}

izpolnjena z verjetnostjo

P(D<D,) = QWnD,).
Od tu dobimo Se-vrednostP(D > D,,) =1 — Q(y/n D,,). Z raCunanjem ni vé&jih teZav, ker
vrsta za()(x) zelo hitro konvergira.
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P1.3.3 Test z razmerjem verjetij

Naj bo F 4 mnozica vseh porazdelitvenih funkcij nekega tipa, ki iima 2 prostih parametrov,

in F5 njena prava podmnozica, ki jo dobimo tako, da vnaprejcioio d < s — 1 parametrov.

Na porazdelitvene funkcije iZ5 lahko gledamo kot na porazdelitvene funkcije nekega novega
tipa, ki ima les — d prostih parametrov. Kot primer navedimo gama in eksporeeptmazdeli-
tveno funkcijo, ki ju bomo podrobneje obravnavali v prilét. Poljubno izberimo Se kriterij za
ugotavljanje skladnosti dveh porazdelitvenih funkcij miggimo F4(z) € F 4 ter Fp(x) € Fpg,

ki se najbolj ujemata s porazdelitveno funkcijgz), sestavljeno iz vzorca,, z,, . . ., x,. Ker

je Fs C Fa, seF,(x) z F(z) ujema vsaj tako dobro kdt(z).

Predpostavimo, da smB,(z) in Fp(z) poiskali po metodi najvgega verjetja, ustrezni vre-
dnosti funkcije verjetja pa naj bosta, in L. Ce sta obe funkciji pri stopniji tveganjaprestali
ustrezno testiranje, bi eno ali drugo lahko privzeli za reenporazdelitveno funkcijo. Glede
na dejstvo, da je.g < L4, bi bilo bolje izbrati F4(z), vendar se takoj zastavi vpraSanje, ali
razlika verjetij odtehta Vo zapletenost zaradi €gga Stevila parametrov. Odgovor p@#no
na osnovi dejstva, da porazdelitveni zakon statistike= 2 (log L4 — log L) konvergira k
porazdelitvenemu zakony?(d), Ee gre velikost vzorca proti neskimo. Ce je {2 < hy.,, za
neznano porazdelitveno funkcijo izberindg (), sicer pal's(z).

V ozadju zgoraj opisanega postopka pri milih pogojih, ki sakpicno vedno izpolnjeni, stoji
stroga matematna podlaga. To pa v praksta&sih nadomestimo kar z &@lom ekonon@nosti,

po katerem pri doléenih pogojih raje izberemo porazdelitveno funkcijo z n@zanametri. Tako
opisani postopek uporabljamo tudi v najbolj splonem primé&o je F4 N Fz = 0. Ce pri
stopniji tveganjav funkciji £4(z) in Fg(z) prestaneta ustrezne teste, za neznano porazdelitveno
funkcijo lahko izberemo eno ali drugd.4 (x) naj imad parametrov vé kot Fiz (). Kljub temu

je mozno, daje g > L. Vtem primeru brez pomislekov izbereni@ (). Ce pajelLp < Ly,
izberemoFz(z), kadar jex? < hg.., sicer paF4(z).

P1.4 Razmerja med viSino Skode in odSkodnine

Pri uporabi opisanih metod za modeliranje viSine Skod jegtwto upoStevati, da v praksi ob-
staja v&€ moznosti, zaradi katerih se viSina Skode in viSina odSkwdfahko razlikujeta. V
zavarovalnih pogojih je \i&krat dol@&ena zgornja meja, do katere bo zavarovalnica Skodo pla-
¢ala v celoti, za véje $kode pa bo ptala leu. Ce sliajna spremenljivk& pomeni $kodoy

pa odSkodnino, med njima velja zveza

Yy =

X zaX <u
(P1.17)

uw zaX >u

Na podoben primer naletimo, kadar je dogovorjena odbitaasiza v viSinid. V tem primeru
velja
0 zaX <d

Yy = (P1.18)
X —-d zaX >d
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Kadar nastopita obe moznosti, potem je
0 zaX <d
Y = X—d zad< X <u (P1.19)
u—d zaX >u

V tem primeru je med porazdelitvenima funkcijarfa(z) in Fx(z) zveza

0 zar <0
Fy(r) = (295 za0<z<u—d (P1.20)
1 zaxr > u—d
1—FX(u).

porazdelitvena funkcijdy (z) pa ima v t@&ki u — d skok Za )
Vcasih zada&, Ce iz vzoEnih podatkov o odSkodninah ddioo le Fy (x), najbolje pa jete
poznamo tud¥'y (x). Za ugotavljanje Ginkov morebitnih sprememb konstantn d na visino
zavarovalne premije, zlasti Sée upoStevamo tudi vpliv morebitne inflacije, je primeraejs
Fx(z). 1z znaneFy (x) bi vsaj za intervald, v) lahko izr&unali F'x (x), vendar dobljeni izraz
za analittno delo ne bi bil najbolj primeren. Zato funkcif (z) raje dol&imo iz modificiranih
vzorcnih podatkov. Tako iz vzéne vrednostij;, 0 < y; < u — d, izraCunamar; = y; + d. Za

y; = u—d vsaj n&eloma iz podatkov o prijavi oziroma cenitvi Skode lahko tagomo dejansko
visino 8koder;. Ce pa bi bilo ugotavljanje prezamudno, ker €uaalniskem zapisu o $kodnem
primeru shranjujemo viSino odSkodnine, ne pa tudi Skodstgyimoz; = u, zato pa moramo
postopke dolbanja parametrov porazdelitvene funkdije(x) ustrezno korigirati. Tako npr. pri
metodi najvéjega verjetja za vsak; = u v funkciji verjetja namesto faktorj#(z;) upoStevamo

1 — F(u).

Poseben problem so Skode, za katere je odskodnidz jey; = 0 zato, ker jer; < d, potem
zavarovalnica za tako Skodo sploh ne ve, ker je zavarovaagxijavi, saj Zze vnaprej ve, da
od3kodnine ne bo dobilCe pa jey; = 0, ker je zavarovalnica izp&ilo odskodnine odklonila
zaradi kak3Sne v zavarovalnih pogojih navedene iZiityee jamstva, imamo dve mozZnosti obrav-
navanja. Odskodning; = 0 lahko prezremo, ker nas ne zanimajo Skode, za katere niyamst
lahko pa jo upoStevamo in postavimp= 0. V prvem primeru je Skodna pogostost manj3a in
povpre&na odsSkodnina \@a, v drugem primeru pa je ravno nasprotno. Produkt Skodge
stosti in povpréne odSkodnine je v obeh primerih enak. Drugi pristop imasshpredvsem
zaradi nataénejSe analize obratovalnih strosSkov, saj ima zavarovalsiroSke zaradi obdelave
Skodnega primera tudi takrat, ko do iz@ila odSkodnine ne pride zaradi odklonitve ali kakSnega
drugega razloga. Zato bomo v nadaljevanju dopustili mazwlasie Skodd, z njo vred pa tudi
odskodnina.

ManjkajcCi podatki o Skodah, ki so manjSe od franSizevplivajo na porazdelitveno funkcijo
Fx(x), doloCeno iz korigiranega vzorca odskodnin. Ker pa so franSizgameav primerjavi z
moznimi Skodami, je pri zavarovalnicah omenjeni vpliv@no zanemarljiv. Tudi verjetno-
stno funkcijo Stevila Skod lahko iztanamo iz korigiranega vzorca odskodnin, vsaj v nekaterih
primerih pa jo lahko enostavno iZnanamo Kkar iz verjetnostne funkcije Stevila od3kodre
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za porazdelitveno funkcijo Stevila odSkodnin privzamenags8onovo, negativno binomsko ali
binomsko porazdelitev, ki jih bomo obravnavali v prilogi,R8oramo le korigirati parametre.
Za Poissonovo porazdelitev nameatezamema?, kjer jer = 1—F(d). Pri negativni binomski
porazdelitvi se parameter ohrani, namest@ pa vzamemao (3 (oziromaﬁ namest).
Pri binomski porazdelitvi se parameteohrani, namestp pa vzamemd'. Skodno pogostost
pa iz pogostosti odskodnin tudi v sploSnem primeru dobimelgdjem zr.

Oglejmo si e, kako vrednostiin u vplivata na povpréno odskodninoCe jeY definiran z
end&bo (P1.17), jeE[Y]| = E[X;u], kjer je omejeno matemdtio upanjeF[ X ; u] definirano z

ElX:u] = /Ouxf(a:)d:l:+u/uoof(x)dx _ /Oua:f(a:)d:)s+u(1—F(u)),

od koder z integriranjem per partes dobimo

E[X:u = /0 (1— F(2)) d.

Analogno ugotovimo, da j&[Y] = E[X] — E[X;d], Ce jeY definiran z enébo (P1.18), in
ElY] = E[X;u] — E[X;d], Ce je definiran z eréo (P1.19).

Na viSino Ciste odSkodnine, ki bremeni zavarovalnico, pomembnovagdiozavarovanje. Za-
varovalnica in pozavarovalnica lahko skleneta obveznayaovalno pogodbo, s katero se
dogovorita, da mora zavarovalnica vse rizike, ki izpolejajpogoje iz pogodbe, ponuditi v po-
zavarovanje, pozavarovalnica pa jih mora sprejeti. Zanngerizike, ki ne izpolnjujejo pogojev
iz obvezne pozavarovalne pogodbe, pa se neobvezno possmjaidita 0 pogojih sprejema v
pozavarovanje. V takih primerih govorimo o fakultativheozpvarovanju.

Naj boY =Y, + Y, kosmata odSkodnin&; Cista odSkodnina iy, del odSkodnine, ki odpade
na pozavarovalnico. Pri kvotnem pozavarovanju z lastnilezgena, 0 < a < 1,jeY; =aY
inY, = (1 —«)Y, kar velja za vse zavarovane rizike pride do Skode.

Pri vsotno presezkovnem pozavarovanju obstajata dvapaski se razlikujeta le po merilu,
na podlagi katerega med zavarovalnico in pozavarovalngimnd premijo in odSkodnine za
posamezni riziko. Pri prvem pristopu upostevamo zavamvaboto, pri drugem pa ocenjeno
maksimalno piakovano Skodd’ M L (estimated maximum loss). Pri nekaterih zavarovanijih,
npr. pozarnem ali strojelomnem, je za velike rizike popd@lkada, ko je odSkodnina enaka zava-
rovalni vsoti, zelo malo verjetna. Pri takih zavarovanghe v praksi izkazalo, da je bolje upo-
Stevati ocenjeno maksimalno gakovano Skodd’ M L, ki jo bomo uporabljali v nadaljevanju.
Ker sta ré&éunsko oba néina ekvivalentna, lahko v nadaljevanft// L povsod nadomestimo z
zavarovalno vsoto.

Pri vsotno presezkovnem pozavarovanju s samopridrzajeim m linijami nad samopridrza-
jem zavarovalnica v pozavarovanje prijavi le tiste rizika katere je ob sklepanju zavarovanja
ocenjena maksimalna pgakovana Skod& M L veCja od M. Za kosmato odSkodnin®, ki

se nanaSa néti riziko z ocenjeno maksimalno fxakovano Skodd@ML;, je Y, = «; Y in
Y,=(1—-ow)Y,Kjerje

1 zaEML;, <M

a = oI zaM < EML; < (m+1)M

1 — g zaEML; > (m+1) M
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V praksi je ocenjevanje maksimalnegakovane Skod& M L strokovno zelo zahteven problem.
Zato se ¢asih zgodi, da je dejanska Skoda&jeeod £ M L*, kar pa ne spremeni lastnega deleza
zavarovalnice. Zato pozavarovalnice iz previdnostcafro zahtevajo, da ocenjena maksimalna
pricakovana Skod# M L ni manjSa od doléenega odstotka zavarovalne vsote, ki predstavlja
teorettno maksimalno odSkodnino, ki jo @a zavarovalnica.

Kvotno in vsotno presezkovno pozavarovanje sta propoatimpozavarovaniji, ker si zavaro-
valnica in pozavarovalnica zavarovalno premijo in odSkoédrdelita v enakem razmerju, kot
delno nadomestilo za stro3ke pa pozavarovalnica zavanovgtizna dol@eno provizijo. Sko-
dno presezkovno pozavarovanjexdinijami nad maksimalnim samopridrzajeid, ki ga v tem
primeru imenujemo tudi prioriteta, je najpomembnej$e apprcionalno pozavarovanj€ista
odSkodnina je dokgena z

Y zaYy < M
Y, = M zaM <Y <(m+1)M
Y—-mM zaYy >(m+1)M

na pozavarovalnico pa odpadig=Y — Y. V tem primeru pozavarovalnica na osnovi svojih
izratunov dol@i pozavarovalno premijo. Ker je etlaa

0 zaYy <M
Y, = Y-M zaM <Y <(m+1)M
m M zaY > (m+1)M

pravzaprav eridba (P1.19) 21 = M in u = (m + 1) M, za prvi pozavarovani sloj medl/ in
(m + 1) M mimogrede ugotovimo, da je

ElY,] = E[Y;(m+1)M] — E[Y;M], (P1.21)
pri neomejenem kritju pa j&[Y,] = E[Y| — E[Y; M].

Kadar kritje pri vsotno presezkovnem ali Skodno presezkavipozavarovanju ni neomejeno,
lahko nad prvim dol6imo naslednje sloje in vsakega posebej pozavarujemo. |dgitwepoza-
varovalno za&ito obicajno kombiniramo raztne pozavarovalne oblike, za pravilno dtdnje
Ciste odSkodnin@; iz Y pa moramo upoStevati pogodbeno dogovorjeni vrstni redtepasja
posameznih pozavarovalnih oblik.

Pozavarovanje je v bistvu zavarovanje zavarovalnice maparovalnici. Odskodning, ki jo
zavarovalnica pléa zavarovancu za Skodo, ima za pozavarovalnico vlogo Skode. Pri kvotnem
pozavarovanju ima lastni delezvlogo odstotne soudelezbe zavarovanca pri Skodi, pri &odn
presezkovnem pozavarovanju pa ima prioritéfavlogo odbitne franSize. V tem primeru po-
zavarovalnica iz svojega vzorca odSkodnin ne more ugotistin Skod, ki so manjSe od/.

Ker je obitajno razmerje med zgornjo mejo + 1) M in spodnjo mejal/, gledano z vidika

4OkrajSavaF M L zaestimated (expected) maximum lsgato primernejSa od bolj pogoste okrajS®&! L za
probable (possible) maximum los8M L in PM L sta v praksi sinonima.

21



pozavarovalnice, mnogo manjSe od@dnega razmerja medin d, gledano z vidika zavaroval-
nice, so manjkajé podatki o Skodah, ki so manjSe od prioritétg za pozavarovalnico lahko
velik problem, ko hée ugotoviti porazdelitveno funkcijo Skod. Kako lahko pear@valnice ta
problem resSijo, bomo videli v razdelku P3.9.

P2 Nekatere pomembne porazdelitve Stevila odSkodnin

V zavarovalnih pogojih in zavarovalnih policah v okviru dangrjenega&asovnega obdobja Ste-
vilo Skodnih dogodkov, za katere bo zavarovalnica izala odSkodnino, obajno ni omejeno.
Le v izjemnih primerih je s plé&lom premije krito le omejeno Stevilo Skodnih dogodkovkda
je lahko pri pozavarovanju katastrofalnih rizikov, ki boakstali npr. v enem letu, dogovorjeno,
da pozavarovalnica krije le eno Skodo, pri tem pa za eno SKtele vse Skode, ki nastanejo
zaradi enega katastrofalnega dogodka, vendar v @aj2eurnem obdobju po izbiri zavaroval-
nice. Po izpl&ilu odSkodnine zaradi katastrofe, npr. poplave atetge ob€ajno s ponovnim
platilom pozavarovalne premije pozavarovalno kritje mégobnoviti.

Ker Skodne pogostosti za ves portfelj ni teZko @raati, je poznavanje porazdelitve Stevila Skod
oziroma odskodnin, ki se v enem letu nanaSajo na posamexawzalno polico, pomembno
predvsem za pravilno daittev raznih bonus/malus sistemov, pri katerih je viSingazavalne
premije v naslednjem letu odvisna od Stevila odSkodnin vetem letu, dol@itev porazdeli-
tvene funkcije agregatnih odskodnin, kar smo si ogledabglavju 3, itd.

Za zavarovalnice je smiselno prodajati predvsem take msaéive produkte, kjer je verjetnost
posameznega Skodnega dogodka majhna, zato pa so moznevek&de To je usklajeno z
obnaSanjem v@ne skleniteljev zavarovanj, ki imajo do rizikov odpor.i Bralo verjetnih Sko-
dah, ki pa so lahko zelo velike, je razmerje med moZzno viSkumé in zavarovalno premijo
vsaj navidez ugodno. Zavarovanje praviloma ni igra $gkovano rielno vsoto, je pa smi-
selno zaradi prenosa velike variance Skod, ki bi sicer brélmeavarovanca, na zavarovalnico.
Pri zavarovalnih produktih, kjer bi bila verjetnost Skodaelogodka relativno velika, Skode pa
relativno majhne, bi sklenitelj zavarovanja s premijo pi&ko Ze vnaprej pokril svoje frako-
vane bodoée Skode, zraven pa Se stroSke zavarovalnice. Razmerje matwmigino Skode in
zavarovalno premijo bi bilo izrazito neugodno. Zaradi rde@h razlogov je v zavarovalniski
praksi verjetnost, da Skode sploh ne bo, praviloma precgaa verjetnosti, da Skoda bo, Ste-
vilo Skodnih dogodkov pa je porazdeljeno podobno, kot sapaeljeni kakSni drugi nakljini
dogodki.

V nadaljevanju priloge si bomo ogledali le tri zelo pomemipoeazdelitve Stevila odSkodnin,
Ceprav je porazdelitev, ki so uporabne v zavarovalnistelg eliko (glej npr. Panjer, Willmot,
1984, 1992; Klugman, Panjer, Willmot, 1998).

P2.1 Poissonova porazdelitev

SluCajna spremenljivkaV je porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi s parametkamo0, kar
bomo oznéevali zN ~ Po()), Ce je

)\k -
o= o (k=012
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Karakteristike Poissonove porazdelitve sty (t) = e =D, oy (t) = MDD Gy(s) =
A=Y BIN] = A\, var[N] = A\, 0 = VAiny = %

Ce staN, ~ Po()\1) in Ny ~ Po(As) neodvisni sléajni spremenljivki, je
GN1+N2 (S) = G(N1 (S) GNZ(S) = e)\l(s_l) eAQ(S_l) = 6(/\1+>\2)(5_1),

iz Cesar sledi, da j&/; + N, ~ Po(A; + Aq). To je pomemben rezultat, ki ga lahko posploSimo
za poljubno vsoto neodvisnih Poissonovihésljnih spremenljivk.

Neznani parametex iz opazovanih vrqdnosh’l, na,...,n, PO metodi momentov izéanamo
iz en&bem; = 7y, kar nam da ocena =1 >°7  n, =n. Po metodi najvéjega verjetja iz
l0g P, = n; log A — X — log(n;!) sledi algp”i =% — 1, kar vstavimo v enébo (P1.13a)

in dobimoY""_, (% — 1) = 0. Od tu spet dobimo ocenb= 7 in privzamemaV ~ Po(}).

Cenilka\ = N = L 3™V N, je nepristranska, saj jB[\] = E[N] = \in var[\] = =M — A,

n

121 = Ny log A — A — log(N, 1) dobimo 2 = — 53 in — | 24 | = 1. Zatoje1(2) = |14

in 3(\) = || A||, porazdelitev izrazg/n (A — \) pa z v&anjem vzorca konvergira k porazdelitvi
N(0, ), kjer za prakino uporabo upoStevamo

P2.2 Negativna binomska porazdelitev

Najboa,3 > 0, o) = Llinag =a(a + 1)... (o + k — 1). Slk€ajna spremenljivka\’ z
verjetnostno funkcijo
P o

b = k"(ﬁ‘i‘l)aJrk (k:Oa1a27)

ima naslednje karakteristikéZy () = (ﬁ)a, on(t) = (ﬁ)a, Gn(s) = (#)a,

(0% « OZ(B + 1) H
E[N] =4, var[N] = *01 1 o = Y2 Ziny = 7_5(;j =
Evle definiramop = 72 in ¢ =1 — p = 51 ter upoStevamcyy = Fé‘z‘ajk’?), lahko zapi-
Semo
I(a + k) g\ 1\ e + k) ,

_ = I p® k=0,1,2,...).

Pk T(a) k! (ﬁ+1) <5+1) Ty P (k=012
(P2.1)
To pa zaa € N* ni ni€ drugega kot eden od dlaijnejSih zapisov za negativnho binomsko
porazdelitev
a+ k -1\ ,
P = ( k )p qk (k:071727"‘>7

ki se v posebnem primeru, ko je=1inp, = pq¢*, k = 0,1,2, ..., imenujemo geometrijska

porazdelitev.

G >0inp,0 < p < 1, sta povratno enalno povezana, saj je= 3 i’ -in 3 = ﬁ = %’ Zato

lahko kot osnovna parametra nameatm 5 uporabljamox in p ter oznakoN ~ NB(«, p).
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Sedaj jeMn (1) = (722)", on(t) = (=27)% Ga(s) = (7%5)%, E[N] = 24, var[N] = 2{,
o= @ in~y = \/;_qp.

Ce staN, ~ NB(a1, p) in Ny ~ NB(ay, p) neodvisni sléajni spremenljivki, je

a1 a2 al+ag
p p p
Griim(s) = Gu(s)Grls) = (1_q5> (1_q5) - (1_q5) ,

iz Cesar sledi, da j&V; + No ~ NB(a; + a2,p). Rezultat lahko posploSimo za poljubno
vsoto neodvisnih sktajnih spremenljivk, ki so negativho binomsko porazdedj@mimajo isti
parametep.

Kadar parametra in p nista znana in ju ocenjujemo po metodi momentov iz opazbvers-
dnostin, ny, ..., n,, izen&imom; =y in s = jio. Z upoStevanjem zveze, = my, — M3
med vzoEnimi momenti dobimo sistem eéla

% = Zz:; n; = ﬁ,

v v 2
% = 1;71@2— <%an> = F—EQ,

R =

X

ki ima reSitev

=2
. n _ _
« - _— — 77,2 - n,
n2
. n o
p = _— — .
n2
Ocenimo parametra Se po metodi n&jega verjetja. Ker iz znanihy, n,, . .., n, vedno lahko
izratunamo frekvence;, Stevilk, 0 < k < n,,4, = max{nq,ns,...,n,}, obratno pa ne, bomo

namesto erizbe (P1.13a) raje uporabljali etf@o (P1.16). Iz enzbe (P2.1) dobimo
logpr = logl(a + k) — logl(a) — log(k!) + alogp + klog(l — p), (P2.2)

parcialno odvajamo pp, vstavimo v enébo (P1.16), upoStevamo e (P1.14) in (P1.15) ter
dobimo

Nmaz

1 Nmazx —
Zukagipk = Zl/k; (g— i > = V(g— n ) = 0,

k=0 k=0 p L=p p 1=»p

od tu pap = = = H;E Ker je metoda najugega verjetja invariantna na transformacijo

parametrov, od tu sledy = ﬁ = % in % =n, kar pomeni, da bo matematio upanje do-

bljene porazdelitve enako vzoremu povpréju.
Enabo (P2.2) odvajajmo Se po

dlog pr Ma + k) T'(a)

oo - [(a + k) N () + logp = V(o + k) — ¢(a) + logp
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in vstavimo v enébo (P1.16)

Nmazx

> (w(a+k)—w(a)+log ! > = 0.

— I+ =

UpoStevajmo Se eho (P1.14) in vse skupaj za malenkost predelajmo

f v (e + k) — (v — 1) ¥(a) — vlog <1 + g) = 0. (P2.3)

k=1

Z vetkratno uporabo rekurzijske ettzey(z + 1) = (z) + I izpeljemo

Yla + k) = la) + ) L (P2.4)

in pomozni rezultat

fwﬂ/}(a—i—k) = fl/kw(a)—i— f(ykiai ) _

k=1 k=1 k=1 §=0 J
Nmaz—1 Nmazx 1
= (v — w)yY(a) + Z Z Vka—i—j)’
Jj=0 k=j+1
ki ga upoStevamo v ehi (P2.3). Kogno dobimo
ﬁ Nmaz—1 Co

viog |1 + —| — —— = 0, P2.5

g( a) > o5 (P2.5)
Kierjec; = > x5 v zaj = 0,1, .. Nypae — 1.

Za negativno binomsko porazdelitev je Zilao, da je varianca vedno &g od matematinega
upanja, saj jear[N| = E[N] % = @ Ce je nepristranska cenilka za variangg (n?—n?)
veCja odm, ima en&ba (P2.5) enatino resSitev. Za zzetni priblizek lahko vzamemo vrednost,
dobljeno po metodi momentov, in &ttzo numerEno resimo. Z reSitvijor izraCunamo Se
p = 5= In privzamemo, da jeV ~ NB(&, p). Ce pa POgoj-—"+ (n? — m?) > @ ni izpol-
njen, jed = oo. V takem primeru je zelo verjetno, da negativha binomskagpaelitev ni pravi
model, v poStev pa prideta Poissonova, ki ima varianco vetia&o matemathemu upanju, in
binomska, ki ima varianco vedno manjSo od matetmatga upanja.

Izratunajmo Se informacijsko in kovariéno matriko. 1z
li = logl(a + Ny) — logl(a) — log(N1!) + alogp + Ny log(1 — p)

z upoStevanjem odvoda et (P2.4) pa dobimo

0%l / /
mo= -B|g| = -EWe s N - vl -
Ni1—1 1 00 k—1
i D2y B MO ey
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in ostale elemente informacijske matrikey, p)

0?1, 0?1, 1
Iy, = In = -E = -E = —=
" . {aaap} {apaoj P
0?1 N
Iy = —E{Tl] :E{%+—12} -
9%p p (1 -0p p*(1 — p)
Z njimi pa
1 I —I
» a, = 1 1 a, _ 22 12
(@.p) (@) I1Iy — oy ‘—]21 I
oziroma
1 a p(1—p) 1 a  pg
Sa,p) = — .
(@.p) ali+p—1 Hp(l—p) p*(1—p) I aly—q ||lpg PPaln
Za prakttno uporabo kovariame matrikeX(«, p) moramo najprej zv = & in p = p izracunati
verjetnostipg, £ = 0,1,2,..., nato numegno izr&unati/;; in kontno kovariadno matriko
(4, p).
Ker matrikaX (., p) ni diagonalna, sta parametsan p korelirana. Ze z grobo oceno
) k—1 [e%s) k—1 )
11 1 1—p
— < — == k=— FE[N]|= ——
k=1 ]:0 k=1 7=0 k=1
dobimol;; I < 16”5 ﬁ) = Lterp= \/;1% > ,3/2 \/’ Dejanski korelacijski koefi-

cientp je Se vé&ji in je obiCajno vellk zato intervalov zaupanja za parametia p ne smemo
ocenjevati neodvisno. Pomagamo si lahko z invariantnosgjtnde najvéjega verjetja na trans-
formacijo parametrov. Paramet;ezamenjajmo s parametrom= E[N] = &4 = o) _ a

P p B
Kot smo Ze ugotovili, jei = E =mn. lzraCunajmo Se kovariamo matriko, ki se nanasa na
1— 0, a i
parametray in . KerJe% =Fing = —5.je
X(a,p) = DZ(a,p)D' =
1—
_ 1 1 p(l=p) |[ |1 F°|| _
aliy +p—1 Tp 1_ ) P’ (L—p)In| |0 —5
O4111?;‘]7_1 (P_ ) 04111 q 0
0 ap_QP 0 p_2q

Asimptoticno gledano, sta in p porazdeljena normalno in nista korelirana, zaréeBar sta

neodvisna. Zato lahko s standardnima odklonema- , /-—— in o, = , /7%, izratuna-
nima v t&¢kaha = & in u = fi, neodvisno ocenimo napako ocenjenega parandetiairoma

.

P2.3 Binomska porazdelitev

Slu€ajna spremenljivkaV je porazdeljena binomsko s parametroma N* inp, 0 < p < 1,
kar bomo oznéevali zN ~ Bin(n,p),Cejeq=1—pin

n
P = <k)pkq"k (k=0,1,2,...,n).
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Njene karakteristike sQV/y (t) = (pe'+q)", pn(t) = (pe+q)", Gy (s) = (ps+q)", E[N] =
np,var[N] =npq, o0 = /npqginy = f’/n_pz

Ce staV, ~ Bin(nq, p) in Ny ~ Bin(ny, p) neodvisni sléajni spremenljivki, je
Grnm(s) = Gn(s)Gny(s) = (ps+@)" (ps+9™ = (ps+q™'™,

iz Cesar sledi, da j&; + N, ~ Bin(n; + no, p). Rezultat lahko posploSimo za poljubno vsoto
neodvisnih sl@ajnih spremenljivk, ki so binomsko porazdeljene in imajb parametep.

Kadar parametra in p nista znana in ju ocenjujemo po metodi momentov iz opazbvers-
dnosting, ny, ..., n,, izen&imo m; = my in s = fi,. Z upoStevanjemi, = my — m? do-
bimo sistem enéb

1 v
np = - E n, = mn,
Vi
1 1 ’ —
_ = 2 - ) _ 2 =2
npq = V¢§1ni (V E nz) = n n,

ki ima reSitev

fl:—_

[N}
+
3|

|
3[\3

p =

3133

Iz prve endbe izr&unanin zaokrozimoge ni celo Stevilo, in poskrbimo, da 60> n,,.,. Sele
nato iz druge erze izr&unamap.

Ocenimo parametra in p Se po metodi naj\vgega verjetja z uporabo etize (P1.16).

logpr, = logT'(n+1) — logT'(k+1) — logT'(n+1—k) + klogp + (n — k) log(1—p),

I'(n+1)

kjer smo upoéteval(”) = Z'k DT TR Parcialno odvajajmo pp, vstavimo v
ena&bo (P1.16) in upostevajmo arta (Ié‘ £4) ter (Igl 15). Dobimo

Nmazx

8logpk ™ k ™k —np n—np\
Zk _Zyk(y;_l—p> Zk v a-p) 7Y

k=0 k=0 p(l = p)

od tu pap =

33

Iz en&be ) ;™" vy, algi”k = 0 s podobnim réaunom kot pri negativni binomski porazdelitvi
dobimo enébo
Z —|—1/log(1—ﬁ> = 0,
o n

Kierjec; = ZZ;”;L vpzaj =0,1,. .., N — 1. Ce znumenimi metodami najdemo resitev
n zgornje enébe na intervalw > n,,.., jo zaokroZzimo na tisto sosednje celo Stevilo, za katero
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ima funkcija verjetjal, oziroma njen logariteni veCjo vrednost, nato pa iz€anamop = %
Tudi tokrat bo matematho upanje dobljene porazdelitve enako ¥r@mu povpréju.
VCasih je Se najbolj enostaven iterativni postopek, po katex&€nemo ziy = na0, Po = %

inly = I(ng, Do), NAto pa za& = 1,2, ... izraCunamon, = g1 + 1, pr, = nl”k in i, = (A, Pr)-
Ustavimo se, ko je vrednogt manjSa od,_, zan pa vzamemay,_,. Ker je mog@e, da se
postopek ne bi nikoli ustavil, moramo Stevilo iteracij oitiejée najdemo lokalni maksimum
pri 7, le Se izrdunamop = Z in privzamemoN ~ Bin(n, p), sicer pa verjetno binomska
porazdelitev ni primerna izbira.

Pogosto je Ze zaradi narave problema paramegran, kot npr. pri skupinskih zavarovaniih
neodvisnih in enakih rizikov, pigemer je za posamezen riziko mozna le ena Skoda z neznano
verjetnostjop. V takem primeru izréunamo lgy = Z, pri testiranju s¢*>-testom pa upoStevamo,

da se na reun izr&una parametrov iz vzorca Stevilo prostostnih stopenj ¥ade zal.

Analogno kot pri negativni binomski porazdelitvi iznanamo elemente informacijske matrike,

kisolin = > ., pk Z?;é ﬁ Iy = Iy, = ﬁ i Iy =~ ter kovariatno matriko
S(n,p) = 1 n(l—p) —pl-p || _ 1 ng  —pq
’ n(l—p)IH—p —p(1—p) p(l—p)2]11 ngly —p ||—P4q pq2.711

Ker matrikaX(n, p) ni diagonalna, sta parametrain p korelirana. Spet parametgrzame-
njajmo s parametrom = E[N]| = n p. Kot smo Ze ugotovili, jg. = 7, nova kovariaina ma-
trika pa je

X(n,p) = 0 (n=p) pr

n

Ker mora bitin naravno Stevilo, je asimptétio gledanje zanimivo predvsem za S standar-
dnim odklonomo,, = 1 \/(n — p) p, izraunanim v tékahn = 7 in x = /i, lahko neodvisno
odn ocenimo napako ocenjenega paramgtra

P3 Nekatere pomembne porazdelitve viSine odskodnin

V razdelku P1.4 smo opozorili na pomembno razliko med Skadmlgkodnino ter navedli naj-
bolj pogoste funkcijske zveze med njima. V zavarovalnih@ibgin zavarovalnih policah je
zelo pogosto doleena zavarovalna vsota, s katero je navzgor omejenadjajgdSkodnina za
posamezen Skodni dogodek, mnogo redkejSa pa je t. i. ageegatejitev, s katero je navzgor
omejena tudi vsota odSkodnin za vse Skode, ki nastanejo¢elaéntasovnem obdobju. Ome-
nimo Se nekaj posebnosti, ki jih je potrebno upostevati moplikovanju vzorca odSkodnide
hoCemo iz njega poleg porazdelitvene funkcije odSkodnintiznati tudi porazdelitveno funk-
cijo Skod.

Najprej omenimo osnovni dve zavarovalni obliki. Pri kistm zavarovaniju pri sklepanju dolo-
¢imo zavarovalno vsotdCe je zavarovalna vsota manj$a od zavarovane vrednosthisprpri
poZarnem zavarovanju, govorimo o podzavarovanju. Do p@aesanja vékrat pride zaradi
Spekulacije sklenitelja zavarovanja, ki Zeli zmanjSatia za obraun zavarovalne premije.
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Da ne bi priSlo do nesporazumov ob Skodnem dogodku, je karie je stopnja podzavarova-
nosti ugotovljena ze ob sklenitvi zavarovanja, ker ob Skmdilogodku zavarovalnica kot izho-
disCe za izréun odskodnine uposSteva Skodo, pomnoZeno z razmerjem raactbzalno vsoto

in zavarovano vrednostjo. Moge je tudi, da je zavarovalna vsotaCje od zavarovane vre-
dnosti. V tem primeru zaradi Bala prepovedi obogatitve zavarovalnica odSkodnincima
tako kot v primeru, ko je zavarovalna vsota enaka zavarowaunosti,Ceprav je zaréunala
previsoko zavarovalno premijo. V nasprotju s k&msim zavarovanjem pri zavarovanju na prvi
riziko vedno dol@imo zavarovalno vsoto, ki je manjSa od vrednosti zavareswari oziroma
najvetje mozne Skode. Kot izhodi8 za izr&un odSkodnine zavarovalnica upoSteva Skodo v
celoti, Ce ne presega zavarovalne vsote, sicer pa zavarovalna vsoto

Namesto franSize v fiksnem znesku ali odstotku zavarovalog\ali zavarovane vrednosti je v
zavarovalni polici vékrat dogovorjen odstotek soudelezbe zavarovanca pri.S&dSkodnem
dogodku iz viSine Skode datimo izhodi€no odSkodnino za primer brez soudelezbe, nato pa jo
zmanjSamo za dogovorjeni odstotekCasih je ta néin kombiniran Se z najmanjSim in najve-
¢jim zneskom soudelezbe, ki bremeni zavarovanca. Vsekakoamo pri preoblikovanju viSine
Skode v viSino odSkodnine in obratno uposStevati vse dogereromejitve in pravilni vrstni red
njihovega uposStevanja. Tako v primeru, ko Skoda presegavdogno zavarovalno vsoto, za iz-
hodi&e namesto Skode upoStevamo zavarovalno vsoto, nato peewgpo® morebitno fransizo
ali z odstotkom dogovorjeno soudelezbo zavarovanca. IRravstni red je pomemben tudi v
primeru, ko imamo za iste rizike ¢evrst pozavarovalnega kritja. Giajno je dogovorjeno, da
najprej upoStevamo proporcionalna pozavarovalna krigdo pa neproporcionalna. V takem
primeru kosmate odSkodnine najprej zmanjSamo za pozaaaialel, ki izvira iz proporcio-
nalnega pozavarovalnega kritja, preostanek pa zmanjSamaeozebitni pozavarovalni del, ki
izvira npr. iz Skodno presezkovnega pozavarovanja.

Iz vsega navedenega lahko ugotovimo, da rekonstrukcijd gkadskodnin zaradi ugotavljanja
porazdelitvene funkcije Skod ni enostavna. Je pa potrebnaatagno dol@anje premij in
podobna opravila, kot je npr. dalanje odstotkov popusta za rdzie franSize ali dolcanje
odstotka dopléila zaradi podvojitve ol@iajne zavarovalne vsote pri nekaterih odgovornostnih
zavarovanjih.

V nadaljevanju predstavljene porazdelitvene funkcijesmerne za modeliranje viSine Skod in
odSkodnineprav ima porazdelitvena funkcija odSkodnin v nekaterimerih skoke. Tudi to
nam govori v prid iskanja porazdelitvene funkcije Skodddghko po podobnih edah, kot je
(P1.20), predelamo v porazdelitveno funkcijo odSkodnadde je ne potrebujemo za zapletene
analiticne obdelave. Poleg porazdelitvenih funkcij, obravndvamadaljevanju priloge, je Se
mnogo takih, ki so zelo uporabne v zavarovalnistvu (glej Ranjer, Willmot, 1992; Klugman,
Panjer, Willmot, 1998).

P3.1 Normalna porazdelitev

Zvezna sléajna spremenljivk&’, ki ima zac > 0 na nosilcuR porazdelitveno funkcijo

F(z) = 01% /;e (5 g — (p(x;/i)

—u

x 2 . . .
in gostoto verjetnostf (z) = —r e 3(55") , je porazdeljena normalno s parametrgmia o,
kar bomo oznéevali zX ~ N(u, o?).

N
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2

Karakteristike normalne porazdelitve sdfy (t) = e/ +27°"" oy (t) = ¢i*27°% | E[X] = p,
var[X]| = 0% in v = 0. Vsi centralni momenti siéajne spremenljivkeX obstajajo. Lihi so ri,
sode pa izrédunamo po eribi

poj=1-3-5---(2j — D)o  (j=1,2,...).
Ce staX; ~ N(uy,02) in X, ~ N(u,, 02) neodvisni sléajni spremenljivki, je

. 1.2,2 12,2 . 1( 20 2142
6“#1*5011‘/ eltl&*ggzt _ ezt(u1+u2)7§(01+02)t

PX14+Xo (t) = ¥x; (t) PXo (t) =

iz Cesar sledi, da j&; + Xy ~ N(uy + a2, 02 + 02). Rezultat lahko posplo$imo za poljubno
vsoto normalno porazdeljenih neodvisnihégjnih spremenljivk.

Y

Neznana parametrain o iz vzorcaxy, xs, . .., x, Po metodi momentov izéanamo tako, da
izen&imo my = my IN g = jiy. Kerjemy = u, uy = o2 in jiy = my — m3, je reSitev tega
sistema enéb

n
. 1 Z _
no = — xr, = T,
n <
=1
2
n n
~ 1 E 2 1 § 2 =2
g = - xr; — — ZT; = xre — X",
n < n <
i=1 =1

Po metodi najvéjega verjetja dobimo isti rezultat in privzamemo, d&je~ N(ji, 62).

Porazdelitev vektorjg/n (i1 — 1, 6 — o) z veCanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, ¥),
kjer je

a2 0
2(p,0) =

1 2
020

P3.2 Logaritemsko normalna porazdelitev

NajboY = log X oziromaX = e, kjerjeY ~ N(u,0?)ino > 0. Tedaj jeX zvezna sldajna
spremenljivka, ki ima na nosilcR™ porazdelitveno funkcijo

1 v 67%(1%;_“)2 1 Sae 1,2 logx — p
dt = —— e du = & ———
oV2r Jo V2T J s o
og T — 2 . .. - -
in gostoto verjetnostf(z) = Mf/ﬁ e (5 Slucajna spremenljivkaX je porazdeljena
logaritemsko normalno s parametroman o, kar bomo oznéevali zX ~ LN(u,0?). Vsi
zaCetni momenti sldajne spremenljivkeX obstajajo,Ceprav momentno rodovna funkcija ne
. - .. - : 1. .
obstaja. Izrdunamo jih z enébom, = e/ 27°7" j =12, ...

F(z) =

M

Neznana parametyain o iz vzorcar, xs, . . . , x,, PO metodi momentov in po metodi nagjega
verjetja ocenimo z

1 n
L = - 1 i = 1 5
i - ; ogw ogw

2
1 < 1 < —
o - ;:1 og“x <n ;:1 ogx) og x ogx

30



in privzamemo, da j&X ~ LN(ji, 6%).

Porazdelitev vektorjg/n (i1 — 1, 6 — o) z veCanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, X),
kjer je

a2 0
Y(p,0) =

P3.3 Transformirana gama porazdelitev

Slu€ajna spremenljivk&’, kiima zaa > 0, A > 0in 7 > 0 na nosilcuR* porazdelitveno funk-
cijo
@ = L [ e (o (")
F(x :—/ t* e tdt = T'(a;(Ax)”
I'(a) Jo
in gostoto verjetnostf(x) = W”a;(; 1)67(”’7 , je porazdeljena po transformirani gama poraz-
delitvi s parametriv, A in 7, kar bomo oznéevali zX ~ TT'(a, A, 7). Vsi z&etni momenti
IMNa + %) .

NI ORI 1,2,...

slucajne spremenljivke&X' obstajajo. Izraunamo jih z enébom,; =

Posebni primeri transformirane gama porazdelitve so: gaonazdelitevge jer = 1, Weibul-
lova porazdelite\ge jea = 1, in eksponentna porazdelitég jea = 7 = 1.

Neznane parametre A in 7 bomo iz vzorcar,, z», . . . , z, ocenili po metodi najv§ega verje
tja. Sestavimo funkcijo verjetja

AO[TTL Tn -
L(a,\,7) = - 2,071 e (mi) (P3.1)
a1
in njen logaritem
lla,\,7) = arnlogA + nlogt — nlogl(a) + (a7 — 1)Zlogxi - /\TZxZ =
i=1 =1
= n(atlog\ + log7 — logl'(a) + (a7 —1)logz — A" z7).
(P3.2)
Iz pogoja
1 0l aT 17 _
nox - oa A =0
dobimo\”™ = = oziroma
A = (x—) ' (P3.3)
(e
inlogA = — 2 logz™ + 1 loga. To upoStevamo v eidai
1 0l -
—— = 71logh — ¢Y(a) + Tlogz = 0 (P3.4)
n oo
ter dobimo
Y(a) — loga — 7logzx + logz™ = 0. (P3.5)
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V tretjem pogoju

101

1 S _ -
— = alogh + — + alogx — X" 27 logA — XN 27 logz = 0 (P3.6)
n Ot T

upostevama\” = — in po preureditvi dobimo

o — v . (P3.7)
T(z7 logx — 27 logx)

Ce desno stran eblbe (P3.7) ozrEmo z g(7) in jo namestoa vstavimo v enabo (P3.5),
dobimo en&bo

P(g(1)) — log(g(r)) — Tlogz + loga™ = 0, (P3.8)
v kateri nastopa le Se neznani parameter

Enatba (P3.8) je sicer zapletena, vendar se da bréghvezav numefino ugnati. Ce levo
stran oznéimo s f(7), jo lahko reSujemo npr. z Newton-Raphsonovo metodo, kjeoddv
aproksimiramo §’(7) ~ fa *TAA)) — @) Pritem jeA primerno majhno Stevilo, npt0~7, ki

ga dol&imo glede na natamost, s katero ainamo v enébi nastopajoe funkcije. 1z zaetnega
priblizka 7, raCunamo zaporedne priblizke z rekurzivno épa

. J (%) . A B
e A f(7)

Ustavimo se, ko sta dva zaporedna priblizka dovolj blizu.p@ul ostane le Se vpraSanje pri-
merne izbire zéetnega priblizka. Kot navaja Venter (1983, str. 176), Bktapomagamo z
dejstvom, da je za transformirano gama porazdelitev dwailkr&oeficienta variacije, deljen s
koeficientom asimetrije, hkratisenak, veéji ali manjSi od1. Trditev pa ne drzi, kar dokazuje
nasprotni primefl'T'(2, 1, 4), ko je omenjeni izraz-3,02. Za pravilnost Venterjeve trditve je
potrebno, da je koeficient asimetrije pozitiven. Domnevad®je ta pogoj tudi zadosten in
vedno izpolnjenge jer < 3. Kljub nepopolnosti je Venterjev napotek praiio uporaben, saj
imajo porazdelitve odSkodnin praviloma pozitiven koefitiasimetrije.

- D 12 - . y . VTR .
|1z koeficienta variacije’- = ’j;—l in koeficienta asimetrije = %3; za z&etni priblizek dobimo
Ha

izraz Wfl—“i Ce ga izréunamo z vzdinimi momentirhy, fi» in ji3 in je rezultat pozitiven, do-
bimo primeren zéetni priblizekr,, Ce pa je rezultat negativen, lahka&n&mo npr. 5 = 3,5. S
tako izr&unanim zaetnim priblizkom pa Se ne dobimo zagotovila, da bodo zapuonariblizki

To, T1, T2, ... KONvergirali h korenu erée (P3.8). Ker jéim,_,.o f(7) = 0, se pri uporabi
Newton-Raphsonove metode lahko zgodi, dénemo sr, ki lezi levo od pozitivnega lokal-
nega maksimuma funkcijé(r), zaporedni priblizki pa konvergirajo & medtem ko i§emo
pozitivho nilo funkcije f(7), ki je desno od lokalnega maksimuma. Poleg te sploSne dlabos
Newton-Raphsonove metode ima v naSem primeru opisana m&ddaslabost, da je pri vsaki
iteraciji potrebno izréunati vrednostt™ in 7 log x za dva razlEnar, kar je pri velikem vzorcu
zamudno. Vsekakor si tezave zmanjSai® za iskanje tie uporabimo sekantno metodo ali
metodo bisekcije. RasnejSo konvergenco vsaj delno ublazimo s tem, da na vdaieku iz-
razax™ in 7 log x izraCunamo le enkrat, predvsem pa z gotovostjo najdertio fie le uspemo

najti tocko, kjer je funkcija negativna.
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Kakorkoli ze izr&unamo korernr eng&be (P3.8), iz erébe (P3.7) izraunamoa, nato pa iz
enabe (P3.3) $a ter predpostavimo, da j§ ~ TT'(&, A, 7).

Transformirana gama porazdelitev je uporabna za mod@i@orazdelitve viSine posameznih
odSkodnin, ko imamo obajno na razpolago dovolj velik vzorec, pa tudi za priblipekazde-
litve agregatnih odSkodnin, ko primernega vzorca nimamanm pa oceniti prve tri momente
porazdelitve agregatnih odskodnin. V takem primeru patesrteansformirane gama porazde-
litve ocenimo po metodi momentov. Kako to naredimo, smo &aaji v podrazdelku 3.5.4.

P3.4 Gama porazdelitev

Zvezna sléajna spremenljivkaX, ki ima zaa > 0 in A > 0 na nosilcuR™* porazdelitveno
funkcijo

1 Az
Fx) = —/ ttetdt = Doz
@ = @/ (0 Aa)
in gostoto verjetnostf (z) = Aai(i je porazdeljena po gama porazdelitvi s parametroma
a in ), kar bomo ozngevali zX ~ T'(a, ). Njene karakteristike soMx(t) = ()" za

t< X ox(t) = (327)" E[X] =, var[X] = & in v = . Vsi z&etni momenti slbajne

)\’
Ma+y) _ Migla+d
Ajr(ag 05 J=1,2,...

spremenljivkeX obstajajo. Izraunamo jih z enébom; =

Ce staX; ~ [(aq, A) in Xy ~ I'(ag, A\y) Nneodvisni sléajni spremenljivki, je

A\ o A az A aito
pxirx(t) = ox () ex,(t) = (A_it) (A-z’t) - ()\—it) ’

iz Cesar sledi, da j&; + X5 ~ I'(a; + a9, \). Rezultat lahko posploSimo za poljubno vsoto
neodvisnih sldajnih spremenljivk, ki so porazdeljene po gama poraadeliistim parametrom
A

Po metodi momentov iz eBh m; = my iN o = fin oziroma<s =7y N 33 =My — m? iz

vzorcary, xs, . . . , I, izraunamo oceni neznanih parametroin A. Dobimo
. m? i
(e} = .9 = _—_2,
mg — my 2 - T
N m1 T
My — 1y 2 -7

Gama porazdelitev je le poseben primer transformirane garazdelitve, saj j& ~ I'(a, )
ekvivalentnaX ~ TT'(a, A, 1). Zato bomo za oceno neznanih parametrov po metodi éjajya
verjetja uporabili Ze znane rezultate.

V funkciji verjetja (P3.1) in njenem odvodu (P3.2) lahko fmsmor = 1. Zato tudi v enébi
(P3.3) in (P3.5), ki sta izpeljani le z upoStevanjem pamiabdvodov— |n £ lahko vstavimo
7 = 1. V primeru gama porazdelitve funkcija verjetja (P3.1) nampdvod nlsta odvisna od
zato namesto eighe (P3.6) dobimc% = 0, en&ba (P3.7) pa ne velja ¢te Neznani parameter
« je potrebno izraunati iz enébe (P3.5), ki se zaradi= 1 poenostavi v

(o) — loga — logx + logz = 0, (P3.9)
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A paiz engbe (P3.3), ki se poenostaviv= <.

Pri numerénem iterativnem iskanju korena éme (P3.9) za Z=ztni priblizek«, lahko vza-
memo ocenay, dobljeno po metodi momentov. Omenimo Se, da je v sploSneomertnega
stali¥a zelo ugodnoge so iskani koeficienti istega velikostnega reda, kar padjgsao od
enote, v kateri navajamo velikosti odSkodn@e jih v naSem primeru navajamo kot mnogokra-
tnike povpréne odskodnine, j& = 1. Zadnjiclen na levi strani er@e (P3.9) odpade, povrhu
paje) = «. Kakorkoli Ze izr&unamod in A, predpostavimo, da j& ~ I'(a, \).
Porazdelitev vektorja/n (& — o, A — \) z vetanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, ),
kjer je

1

S, N) = av(o) =1

o A
vl

P3.5 Logaritemsko gama porazdelitev

Naj boY = log X oziromaX = e, kjerjeY ~ I'(a, A), a > 0in X > 0. Tedaj jeX zvezna
slutajna spremenljivka, ki ima na nosil¢u|z > 1} porazdelitveno funkcijo

1 Alog x . .
F(z) = —— / t e tdt = T'(aj;Alogx)
I'(a) Jo
in gostoto verjetnostif (z) = Axﬁlflgifim) kar bomo oznéevali zX ~ LI'(a,)\). ZaCetni

momentim; sluCajne spremenljivkeX obstajajo le zaj < A, izraCunamo pa jih z er@o
_ (2 \*
mj = <>\ — j) .
1

Definirajmor; = + >°" | (log 7;)7, 7 = 1,2. Neznana parametrain A po metodi momentov
iz vzorcary, xg, . .., x, OCENIMO Z

. 2
. /2 log
(0% = =
0 512 27
my — my logz — logx
~ !
o 1 log
A= s = 3 —"
my — my log“x — logx

En&bi sta izpeljani pri predpostavki, da prva dva momentaayasdt, za kar pa mora biki > 2.
Zato je mozno, da rezultat ni smiseln.

Ocenimo parametra in A Se po metodi najvgega verjetja. Sestavimo funkcijo verjetja
n a 1 na N

“ (log x; (log z;
H /\i{f; ”H ng\ﬂ

1=1 =1

in njen logaritem

n

l(a,\) = nalogh — nlogT(a) + Z((a — 1)loglogz; — (A + 1) logx;).

=1
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Oceni neznanih parametrov iZiaamo iz sistema ebh

1 0l 1

—— =1 — — log 1 =
. og\ — Y(a) + - ;:1 og log x; 0,
1 0l « 1 — o

ﬁ 5 = X —_ — E logﬂ:z = - — logﬂ: = 0

Iz druge enébe izr&unamo\ = % vstavimo v prvo enégbo in po preureditvi dobimo

Y(a) — loga — log logz + log(logx) = 0.

Pri numerénem iterativnem iskanju korena zgornje ép@ za zaetni priblizeka, lahko vza-

6]

memo oceno, dobljeno po metodi momentov. Ko najdemo kéreémraCunamo) = oas in

predpostavimo¥ ~ LI(a, \).

~

Porazdelitev vektorjg/n (& — a, A — \) z vetanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, X),
kjer je

o A
—

P3.6 Eksponentna porazdelitev

Sluajna spremenljivkaX, ki ima na nosilcuR* porazdelitveno funkcija”(z) =1 — e=*?,

A > 0, in gostoto verjetnostf (z) = Ae~**, je porazdeljena eksponentno s parametiorkar
bomo oznéevali zX ~ Exp(\). Eksponentna porazdelitev je le poseben primer gama poraz-
delitve in poseben primer transformirane gama porazdglgaj jeX ~ Exp(\) ekvivalentno

X ~ T(1,)), to pa je ekvivalentnoX ~ TI'(1,\,1). Njene karakteristike soMx (t) = 125

zat < X\, px(t) = 12, E[X] = 1, var[X] = 55 in v = 2. Vsi zaetni momenti sldajne spre-
menljivke X obstajajo. Izraunamo jih z enébom; = i—]'] =1,2,...

Ce staX; ~ Exp()\) in X, ~ Exp(\) neodvisni sléajni spremenljivki, je

erenl = exOen®) = (12q)

iz Cesar sledi, da j&; + X, ~ I'(2, A). Rezultat lahko posploSimo tudi na vsotmeodvisnih
slucajnih spremenljivk, ki so porazdeljene eksponentno migtarametrom.

Neznani parametek iz vzorcax,, xa, ..., z, p0 metodi momentov in po metodi nagjega
verjetjia ocenimo 2\ = = in predpostavimaX ~ Exp()). Ker je 3 = ||A\?||, porazdelitev
slutajne spremenljivke/n (5\ — )\) z veCanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, \?).

P3.7 Weibullova porazdelitev

Zvezna sléajna spremenljivkaX, ki ima zac > 0 in 7 > 0 na nosilcuR™ porazdelitveno
funkcijo F(z) =1 — e~ in gostoto verjetnostif(z) = cT 271 e~¢*", je porazdelijena po
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Weibullovi porazdelitvi s parametromain 7, kar bomo oznéevali zX ~ W(c, 7). Vsi za-

J
cetni momenti sldajne spremenljivkeX obstajajo. Izraunamo jih z enébom,; = At I 2
j=1,2,...

c

Weibullova porazdelitev je le poseben primer transformergama porazdelitve, saj jJ§ ~
W(c, 7) ekvivalentnoX ~ TI'(1,c7, 7). Najbo\ = ¢+. TedajjeX ~ TT(1, A, ) in za oceno
neznanih parametrovin 7 po metodi najvéjega verjetja lahko uporabimo Ze znane rezultate.

V funkciji verjetja (P3.1) in njenem odvodu (P3.2) lahko msmoa = 1. Zato tudi v enébi
(P3.3) in (P3.7), ki sta izpeljani le z upoStevanjem pamiabdvodov— in £ lahko vstavimo
a = 1. V primeru Weibullove porazdelitve funkcija verjetja (RBin njen odvod nista odvisna
od «, zato namesto eghe (P3.4) dobimc% = 0, en&bi (P3.5) in (P3.8) pa ne veljata&e
Neznani parameter je potrebno izréunati iz enébe (P3.7), ki se zaradi = 1 po preureditvi
glasi

1 x7 logx

+ logz = 0. (P3.10)
T 7

Tudi v tem posebnem primeru transformirane gama porazdejldi za reéevanje z Newton-
Raphsonovo metodo primerencedni priblizekr, = =3, 5

Iz korena7 ena&be (P3.10) in zvez (P3.3) ter= )\T |zracunam0c = :T
X ~ W(¢, 7).

Porazdelitev vektorjg/n (¢ — ¢,7 — 7) z veCanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, 3),
Kjer je
T2 ct(1—C —logc)

7(1-C—1loge) ¢ <%+(1—C—logc)2)
in C'=0,5772156649 . . . Eulerjeva konstanta.

P3.8 Transformirana Paretova oziroma Burrova porazdelitev

Zvezna sléajna spremenljivkaX, ki ima zaa > 0, A > 0 in 7 > 0 na nosilcuR"™ porazde-
litveno funkcijo F(z) =1 — (ﬁ)a in gostoto verjetnostyf(x) = (‘;wa je poraz-
deljena po transformirani Paretovi oziroma Burrovi pordirdes parametric,, A in 7, kar
bomo oznéevali zX ~ Burr(a, A, 7). Momentno rodovna funkcija ne obstajaéemi mo-

menti mj slucajne spremenljlvkeX pa obstajajo le zg < a7. IzraCunamo jih z enébo
j=XTa - HT(A + 2)/T(a).

Neznane parametre A in 7 bomo iz vzorcar,, z», . . . , z,, ocenili po metodi najv§ega verje-
tja. Sestavimo funkcijo verjetja

n xz-,l
L(Oé, )\,7') = a"7" )\nanm (P311)
=1

in njen logaritem

lla,\,7) =nloga + nlogT + nalog\ + (T—l)Zlogxi - (a+1)210g()\+$2).
i=1 =

(P3.12)
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Iz ena&be
1 0l 1 1 &

n da

z upoStevanjem

1 < . 1 ¢ ] 1 ¢ ]
E;log(/\—f-xi) = 5210g<)\ (1—}-7)) = log)\—i—EZlog(l—FT)

dobimo
1 1 — x7 1 — A
— = —Nlog1+=2) = — =31
o n;()g( * )\) n;()g)\—l—x[
oziroma
1 & Ao\
a = - (—leog/\+ ) (P3.13)
Iz en&be
1 0l a 1 — 1 1 1 — A
- = - - 1) - = = — 1) - =
n O\ A (o + )nilx\—i-x{ )\(a (o + >n121/\—|—x[> 0
z uposStevanjem eghe (P3.13) dobimo
-1
1 & A a 1 1 — A
nizl)\—i—:rf a+1 1—|—é ( n;Og)\—i—xZ)
oziroma
1 — A 1 — A
1 — — | — -1 = 0. P3.14
( n;()g)\—i-:ﬂ)nizlk—kx; ( )
Iz en&be
1 0l 1 1 & 1 27 logz;
n ot T+n20gx (a—i_)nA A+ a7 0

z upoStevanjem eghe (P3.13) dobimo

-1

1 1« 1 «— A 1 < z7 log z;

4 = loga; — |1 — [= 1 - ——— = 0. (P3.15
T+n;ng <n§og)\+x{> n A+ ( )

i=1

ReSiti moramo Se sistem dveh nelinearnih@dmé3.14) in (P3.15) z neznankaman . Za
iterativno numeiino reSevanije je prakino,Ce vpeljemo pomozne spremenljivig\, 7) = %

in z;(\ 1) = ﬁ(m) Ker je zi(\, 7) = 5 jﬂ, lahko enébe (P3.13), (P3.14) in (P3.15)
zapisemo v obliki '
a = — 1/logz,
f1) = (1 — logz) z—1 = 0,
1
g\, T) = — + logz — (1 — 1/logz) yzlogx = 0.
T
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Sistem enéb f(\,7) = 0in g(\, 7) = 0 lahko reSujemo z Newton-Raphsonovo metodo, v ka-
teri parcialne odvode aproksimiramo z

af()"T) ~ f(/\ (1 + A)’T) B f(/\7T> f

o AA -
ofAnT) o AT+ A) = fAT)

or - TA = fo
dg(A 1) gAML+ A)7) —g(A\T)

on A -
ag<)‘77—) ~ Q(A,T(l + A)) B g(>‘77—)

or ~ TA -

Pri tem je A primerno majhno Stevilo, nprl0~7, ki ga dola@imo glede na natamost, s ka-
tero r&unamo funkcijif in g. 1z z&Cetnega priblizkd \g, 7o) raCunamo zaporedne priblizke z
rekurzivno enébo

(k=0,1,2,...).

Mot Tep1) = (Ak S =91 M)

g — an [+ xgr — g fr

Ustavimo se, ko sta dva zaporedna priblizka dovolj blizwEetai priblizek( A, 7o) lahko sesta-
vimo tako, da vzamema, = 1, za\, pa ocenao\, ki jo dobimo po metodi naju@gega verjetja
za Paretovo porazdelitev.

Ce imamo teZave s konvergenco Newton-Raphsonove metode, $itkm nelinearnih eiih
(P3.14) in (P3.15) alternativno reSujemo tudi z dvema vdaeima bisekcijama. Glede na
spremenljivkor reSujemo engbo g(\, 7) = 0, za kar pa moramo iZ (A, 7) = 0 pri znanemr
izlu&Citi A = A(7). Najprej dol&€imo za&etni interval zar z enim kraji€em v 1, na katerem
je funkcija v kraji€ih razlicno predznéena, ter izrdunamo zéetni priblizekr, kot sredi§e
intervala. Pri znani vrednosti, £ = 0,1,2,..., z bisekcijo reSimo er@o f(\, ) =0 in
dobimo \;, nato pa v odvisnosti od predznaka funkgjje\y, 7.) premaknemo eno od kragis
intervala zar v 7, in dolocimo 7,; kot sredi§€e novega intervala. Postopek zaklmo, Ce
naletimo na ntlo, sicer pa takrat, ko sta dva zaporedna priblizka dov@jib Kot bomo videli
v nadaljevanju, je iskanjg,, £ = 0,1,2,.. ., ekvivalentno iskanju neznanega parametza
Paretovo porazdelitev po metodi najjega verjetja, kjer namesto vzoreg i = 1,2,...,n,
upoStevamo vzorec*, i = 1,2,....n.

Kakorkoli Ze izr&unamo) in 7, ki resita sistem eréb (P3.14) in (P3.15), iz edhe (P3.13)
izratunamo Se in predpostavimoX ~ Burr(a, A, 7).

P3.9 Paretova porazdelitev

Zvezna sléajna spremenljivkaX, ki ima zaa > 0 in A > 0 na nosilcuR" porazdelitveno

funkcijo F(z) =1 — (52—)" in gostoto verjetnostj (x) = % je porazdeljena po

Paretovi porazdelitvi s parametromain A, kar bomo oznéevali z X ~ Pareto(a, \). Za-
cetni momentim; slucajne spremenljivkeX obstajajo le zg < a. Izratunamo jih z enébo
Mgl

"= e
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Neznana parametrain \ iz vzorcar,, s, . . . , ©, PO metodi momentov ocenimo z

A o 200 — i) 2(2” - 7
hay — 217 22 — 27
WL _ Ta?
C o — 2w 22 — 272

En&bi sta izpeljani pri predpostavki, da prva dva momentaayatt, za kar pa mora biti > 2.
Zato je mog@e, da rezultat ni smiseln, saj se v praksi pojavljajoctipprimeri, ko jea < 2
(glej npr. Schmutz, Doerr, 1998, str. 12).

Paretova porazdelitev je le poseben primer transformiRaretove porazdelitve, saj j§ ~
Pareto(a, A) ekvivalentnoX ~ Burr(a, A, 1). Zato bomo za oceno neznanih parametrov po
metodi najvéjega verjetja uporabili Ze znane rezultate.

V funkciji verjetja (P3.11) in njenem odvodu (P3.12) lahkaspavimor = 1. Zato tudi v enéabi

(P3.13) in (P3.14), ki sta izpeljani le z upoStevanjem zdndn odvodov— in %, lahko vsta-
vimo 7 = 1. V primeru Paretove porazdelitve funkcija verjetja (P3J. iranJen odvod nista
odvisna odr, zato je% = 0, en&ba (P3.15) pa ne velja #eNeznani parameterizraCunamo

iz end&be (P3.14), ki se poenostavi v

(1——Zlog)\+xz> Z/\+xz_ = 0,
a pa iz en&be (P3.13), ki se poenostavi v
1 & v\
= — (=) .
« <n ; 08 A+ xl>
Ce vpeljemo pomozne spremenljivkg\) = ——, lahko zapiSemo
a = —1/logz, (P3.16)
f) = (1-logz)z -1 = 0, (P3.17)

kar je enako zapisu, ki smo ga z vsebinsko @ithi pomoZznimi spremenljivkamy; dobili Ze
pri Burrovi porazdelitvi.

Pri numercnem iterativnem iskanju korena éhe (P3.17) za Zztni priblizek )\, lahko vza-
memo vrednost, dobljeno z metodo momentov. Kakorkoli Zetimmamo korem\ enabe
(P3.17), iz enébe (P3.16) izréunamod in predpostavimoX ~ Parcto(a, \).

Porazdelitev vektorja/n (& — o, A — \) z vetanjem vzorca konvergira k porazdelitv{0, ),
kjer je

o (a+1) ala+2)A

Y(a,\) = 1
(a; A) (a+1) wlat2) e
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Paretovo porazdelitev pogosto uporabljamo v pozavaraydger jo vekrat sréamo v al-
ternativni obliki s porazdelitveno funkcijé’(z) =1 — (%)%, = > M. Z njo modeliramo
predvsem odskodnine zaradi Skodno presezkovnega porawgadglej npr. Rytgaard, 1990;
Schmitter, Butikofer, 1998; Schmutz, Doerr, 1998). Kot smaeaili Ze v razdelku P1.4, pri
Skodno presezkovnem pozavarovanju pozavarovalnica mifoemacij o Skodah, ki ne prese-
gajo prioriteteM . Zato v sploSnem primeru iz vzorca znanih odskodnin teZkodilmo poraz-
delitveno funkcijo kodCe pa iz vzorca odSkodnin ugotovimo, da je za modeliranjeatsik
primerna Paretova porazdelitev, smo s tem reSili tudi gwbporazdelitve Skod. Razlog je
v lepi lastnosti, da iz ~ Pareto(a, \) za sli€ajno spremenljivkd” = (X — M|X > M)
vellaY ~ Pareto(a, A\ + M). Ker gostota verjetnosti Paretove porazdelitve v primeera
nekaterimi drugimi porazdelitvami gasi pada K, je pozavarovalnica z uporabo Paretove po-
razdelitve obtajno na varni strani. Paretova porazdelitev je primerdieza analittno uporabo.
Za izr&un pozavarovalne premije je najpomembnejS&eaa

—A logﬁ Zaa =1
a—1
ail<1_(>\—li\M) ) zaa # 1

ki jo z malo truda lahko sami izpeliemo. Skupaj z éba (P1.21) nam omoga izr&un pov-
precne odskodnine, ki jo plaa pozavarovalnicaCe pa nas zanimajo omejenicani momenti
viSjega reda, kljano en&bo najdemo v (Patrik, 1980, str. 85).

E[X:M] = (P3.18)

P4 Naklju cno generirane odskodnine

V tabelah 11 in 12 j&00 odSkodnin, ki smo jih po metodi iz razdelka 3.8 nakho generirali za
Paretovo porazdelitev s parametroma: 1,6 in A = 1.000, pri tem pa smo za enoto vzéalo00
SIT. V tabeli 11 so po vrsticah navedene odskodniner,, . . . , x50, kot so bile generirane, v
tabeli 12 pa so iste odSkodnine urejene po velikosti.

Tabela 11: 500 naklgno generiranih odSkodnin v 1.000 SIT

247,749| 1.191,974 21,208| 2.656,938 612,026 866,552
2.996,526| 204,570, 4.348,467] 224,986| 1.195,338| 511,063
605,355 135,030 218,773 781,531 2.065,059 175,609
993,445 601,027 611,979 108,718 53,575 611,462
1.447,458 1.659,470, 1.023,075] 353,503 195,126| 1.277,689
94,236 584,124 307,262| 51.975,626 354,494 1.879,875
823,140| 1.702,785| 4.460,194 20,626 22.035,211 3.932,265
4.985,104 46,621 44,107 3.055,264, 2.042,306 60,794
88,446 837,345 18,914| 2.275,224| 6.273,266| 1.318,317
528,591 1.556,163] 330,144 22,361 522,854 1.207,277
8,938 64,214 276,904 3.203,751] 232,040/ 1.681,412
625,848 471,114 80,652 345,219 1.517,030, 1.339,335
69,001 30,014 541,303 1.054,483 144,319 297,227
26,564 | 12.235,259 412,346 898,176/ 3.068,259| 602,733
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Tabela 11

: 500 naklftno generiranih odSkodnin v 1.000 SIT (nadaljevanje)

1.205,658 25,447 147,249 451,616 1.188,525 748,416
223,042 112,376| 1.036,520{ 661,204 207,550 197,085
1.929,813 3.131,742] 696,594 351,913 1.120,165] 524,795
31,917 101,132 147,630 359,437 6.052,069, 418,351
13,747 458,742 719,558| 3.749,690 272,997| 3.186,544
441,368| 2.379,103] 398,431| 1.489,626/ 890,483 21,690
8.498,798 906,417, 2.973,005 1.287,915 1.031,519] 228,798
1.097,265 6.296,491 2.252,387 76,573 1.255,932 1.476,745
271,347 739,601 381,940 556,063 273,734| 27.329,119
58,537| 2.424,468| 843,427 420,454 1.824,608 1.040,955
825,468 866,509 213,918 5.165,665 2.720,083| 10.405,172
660,705, 2.456,039 31,358 468,822 944,003, 4.458,903
125,101 472,155| 1.314,208| 1.081,874 44,426| 6.574,639
298,171 116,071, 2.018,722 107,104 73,447 892,760
228,556 1.835,513| 747,974 486,529 2.969,486| 960,314
501,085 75,716 761,024 421,825 52,925| 1.345,935
74,760 180,202 167,618 113,345 28,635| 1.486,152
412,234 113,324 1.429,487| 200,790 375,968, 1.043,471
1.189,714) 223,359 217,042 110,562 624,366 107,525
152,133 557,861 23,139| 2.096,758] 2.517,677 93,571
2.591,212| 276,068 903,336| 2.981,195  398,463| 2.921,639
560,757 8,889| 1.135,790] 513,993 239,498 356,290
193,180 43,333| 3.006,197| 1.017,991] 802,429 6.090,266
431,911 1.523,460, 1.542,800, 1.406,676] 782,376| 1.417,845
1.641,858 110,938 482,352 1.145,927 9,681 142,108
182,224 64,295 602,666 1.291,144| 2.530,281] 956,330
583,988 320,093 213,602 56,037 905,001 442,299
191,342| 4.930,923] 542,896 571,856 649,726/ 1.601,078
324,399 31,103 26,314 285,205| 1.928,779 1.018,016
3.174,863| 1.545,993| 1.677,371 3.452,275 14,812 1.421,029
330,501 107,507 1.364,787 829,256 2.163,331 2.236,648
100,123 254,341 683,098 343,398 86,036 1.994,230
757,623 360,778| 1.276,670 444,325| 4.460,507| 4.202,175
2.388,672 8,132 324,015 668,079| 1.046,462| 205,327
1.969,937 56,539 305,457| 3.514,660 3.042,258 12,583
575,245 165,022| 1.680,066| 2.971,316] 6.457,285 1.884,269
2.260,227| 2.345,539 158,889 36,445 722,681 838,575
4.057,840, 307,963 1.062,808 507,988 922,669 676,495
2.273,670 1.862,633] 418,776 2.818,846 9,699 2,158
187,436 106,860 318,180, 2.383,612] 961,352 16,096
51.608,973 234,805 63,602 561,009| 1.695,045 544,396
3.265,069 192,197, 1.136,066 197,144| 1.701,141] 336,570
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Tabela 11: 500 naklitno generiranih odSkodnin v 1.000 SIT (nadaljevanje)

52,411 28,499 730,787 503,012 632,842| 1.032,734

11,392 1.018,067| 1.251,038 522,179 197,656, 2.541,363

13,723 177,692 85,384 232,064 64,088 467,581

3.653,176/ 783,849 108,605 6.477,449] 206,672 158,543

633,814 2.788,057| 1.471,726 156,057 4.688,874| 7.960,386

634,864 127,943 58,653| 4.753,560, 868,266 104,927

11.260,514 6,354 17,301 48,781 1.460,174 150,521

76,045 368,090 94,358 94,040 196,962 734,039

6.150,255 13,043 505,322 534,593 263,420| 1.982,932

1.991,432) 3.305,428 6.126,099, 910,658| 2.230,692| 370,563

1.107,849 4,955 919,682 939,868, 1.247,367 32,386

1.421,742) 852,843 65,041| 15.681,547 21,786 560,001

545,427, 3.067,372 85,975 948,465 920,155 426,625

352,312 896,420| 4.025,567 83,043 322,006 629,048

220,874 617,434 597,609 426,507 161,400 725,959

362,584 314,862 3.639,768 24,607 25,494 201,056

1.119,157 164,826 218,132 501,785 515,893 1.884,150

151,915 268,160 65,146 322,259 95,507 1.506,638

653,262 238,799 342,548 588,807 424,382 211,610

3,559 299,068 63,421 800,188 813,326 490,932

309,500 625,852 317,199 823,628 547,797 165,696

257,128 136,782| 1.717,431] 1.460,473 582,592| 2.719,521

2.782,150 62,844 212,199 377,866/ 1.069,351 64,955

616,575| 4.331,742] 441,558 3.767,792] 1.914,592| 1.324,734

179,355| 2.271,901] 50.381,443 245,902 614,343 1.940,339

5.306,847| 569,514 403,470 556,892| 6.256,049, 796,349

4.540,015 75,244 33,395, 1.099,722| 1.010,169 25,848

181,152 834,860
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Tabela 12: 500 nakltno generiranih odSkodnin v 1.000 SIT - urejeno

2,158 3,559 4,955 6,354 8,132 8,889
8,938 9,681 9,699 11,392 12,583 13,043
13,723 13,747 14,812 16,096 17,301 18,914
20,626 21,208 21,690 21,786 22,361 23,139
24,607 25,447 25,494 25,848 26,314 26,564
28,499 28,635 30,014 31,103 31,358 31,917
32,386 33,395 36,445 43,333 44,107 44,426
46,621 48,781 52,411 52,925 53,575 56,037
56,539 58,537 58,653 60,794 62,844 63,421
63,602 64,088 64,214 64,295 64,955 65,041
65,146 69,001 73,447 74,760 75,244 75,716
76,045 76,573 80,652 83,043 85,384 85,975
86,036 88,446 93,571 94,040 94,236 94,358
95,507 100,123 101,132 104,927 106,860 107,104
107,507 107,525 108,605 108,718 110,562 110,938
112,376 113,324 113,345 116,071 125,101 127,943
135,030 136,782 142,108 144,319 147,249 147,630
150,521 151,915 152,133 156,057 158,543 158,889
161,400 164,826 165,022 165,696 167,618 175,609
177,692 179,355 180,202 181,152 182,224 187,436
191,342 192,197 193,180 195,126 196,962 197,085
197,144 197,656 200,790 201,056 204,570 205,327
206,672 207,550 211,610 212,199 213,602 213,918
217,042 218,132 218,773 220,874 223,042 223,359
224,986 228,556 228,798 232,040 232,064 234,805
238,799 239,498 245,902 247,749 254,341 257,128
263,420 268,160 271,347 272,997 273,734 276,068
276,904 285,205 297,227 298,171 299,068 305,457
307,262 307,963 309,500 314,862 317,199 318,180
320,093 322,006 322,259 324,015 324,399 330,144
330,501 336,570 342,548 343,398 345,219 351,913
352,312 353,503 354,494 356,290 359,437 360,778
362,584 368,090 370,563 375,968 377,866 381,940
398,431 398,463 403,470 412,234 412,346 418,351
418,776 420,454 421,825 424,382 426,507 426,625
431,911 441,368 441,558 442,299 444,325 451,616
458,742 467,581 468,822 471,114 472,155 482,352
486,529 490,932 501,085 501,785 503,012 505,322
507,988 511,063 513,993 515,893 522,179 522,854
524,795 528,591 534,593 541,303 542,896 544,396
545,427 547,797 556,063 556,892 557,861 560,001
560,757 561,009 569,514 571,856 575,245 582,592

Vir: Naklju€no generirane odSkodnine Xa~ Pareto(1,6,1000)
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Tabela 12: 500 naklitno generiranih odSkodnin v 1.000 SIT - urejeno (nadaljgjan

583,988

584,124

588,807

597,609

601,027

602,666

602,733

605,355

611,462

611,979

612,026

614,343

616,575

617,434

624,366

625,848

625,852

629,048

632,842

633,814

634,864

649,726

653,262

660,705

661,204

668,079

676,495

683,098

696,594

719,558

722,681

725,959

730,787

734,039

739,601

747,974

748,416

757,623

761,024

781,531

782,376

783,849

796,349

800,188

802,429

813,326

823,140

823,628

825,468

829,256

834,860

837,345

838,575

843,427

852,843

866,509

866,552

868,266

890,483

892,760

896,420

898,176

903,336

905,001

906,417

910,658

919,682

920,155

922,669

939,868

944,003

948,465

956,330

960,314

961,352

993,445

1.010,169

1.017,991

1.018,016

1.018,067

1.023,075

1.031,519

1.032,734

1.036,520

1.040,955

1.043,471

1.046,462

1.054,483

1.062,808

1.069,351

1.081,874

1.097,265

1.099,722

1.107,849

1.119,157

1.120,165

1.135,790

1.136,066

1.145,927

1.188,525

1.189,714

1.191,974

1.195,338

1.205,658

1.207,277

1.247,367

1.251,038

1.255,932

1.276,670

1.277,689

1.287,915

1.291,144

1.314,208

1.318,317

1.324,734

1.339,335

1.345,935

1.364,787

1.406,676

1.417,845

1.421,029

1.421,742

1.429,487

1.447,458

1.460,174

1.460,473

1.471,726

1.476,745

1.486,152

1.489,626

1.506,638

1.517,030

1.523,460

1.542,800

1.545,993

1.556,163

1.601,078

1.641,858

1.659,470

1.677,371

1.680,066

1.681,412

1.695,045

1.701,141

1.702,785

1.717,431

1.824,608

1.835,513

1.862,633

1.879,875

1.884,150

1.884,269

1.914,592

1.928,779

1.929,813

1.940,339

1.969,937

1.982,932

1.991,432

1.994,230

2.018,722

2.042,306

2.065,059

2.096,758

2.163,331

2.230,692

2.236,648

2.252,387

2.260,227

2.271,901

2.273,670

2.275,224

2.345,539

2.379,103

2.383,612

2.388,672

2.424,468

2.456,039

2.517,677

2.530,281

2.541,363

2.591,212

2.656,938

2.719,521

2.720,083

2.782,150

2.788,057

2.818,846

2.921,639

2.969,486

2.971,316

2.973,005

2.981,195

2.996,526

3.006,197

3.042,258

3.055,264

3.067,372

3.068,259

3.131,742

3.174,863

3.186,544

3.203,751

3.265,069

3.305,428

3.452,275

3.514,660

3.639,768

3.653,176

3.749,690

3.767,792

3.932,265

4.025,567

4.057,840

4.202,175

4.331,742

4.348,467

4.458,903

4.460,194

4.460,507

4.540,015

4.688,874

4.753,560

4.930,923

4,985,104

5.165,665

5.306,847

6.052,069

6.090,266

6.126,099

6.150,255

6.256,049

6.273,266

6.296,491

6.457,285

6.477,449

6.574,639

7.960,386

8.498,798

10.405,172

11.260,514

12.235,259

15.681,547

22.035,211

27.329,119

50.381,443

51.608,973

51.975,626
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