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Poglavje 1

Uvod

1.1 Zivljenjska zavarovanja

Zivljenjska zavarovanja postajajo iz leta v leto pomembnejsa, saj se posameznikova
varnost, ki mu jo je nudila drzava, iz leta v leto manjsa. Tako mora posameznik sam
poskrbeti za ustrezno varnost, med katero sodi tudi varnost druzine v primeru smrti
druzinskega ¢lana, in varnost za starost. Zivljenjska zavarovanja krijejo finanéno izgubo
v primeru smrti zaposlenega druzinskega ¢lana in pri tem pomagajo prebroditi druzini
financ¢no stisko, v katero sodijo ohranitev zivljenjskega standarda, poplacilo kreditov ali
kritje stroskov povezanih s pogrebom.

Poleg omenjenega pa lahko gledamo na zivljenjska zavarovanja kot obliko varcevanja.
Pod zivljenjska zavarovanja sodijo zavarovalni produkti klasicnega zivljenjskega zava-
rovanja, ki pa jim lahko dodamo rizike. Primer takega zavarovanja je zavarovanje za
primer smrti in invalidnosti, ki izplaca zavarovalno vsoto v primeru smrti in pri¢ne
izplacevati rento v primeru nastanka invalidnosti zavarovanca.

Zavarovalnice, ki ponujajo dogorocna zivljenjska zavarovanja, morajo oblikovati ma-
tematicne rezervacije. Le-te pripomorejo k financni stabilnosti zavarovalnice tudi v
primeru slabega skodnega izida. Zakon o zavarovalnistvu (ZZavar) in Sklep o podrob-
nejsih pravilih in minimalnih standardih za izracun zavarovalno-tehnic¢nih rezervacij
opredeljujeta do kaksne viSine in na kaksen nac¢in morajo biti matematicne rezervacije
oblikovane.

Za izracun matemati¢nih rezervacij morajo zavarovalnice oceniti verjetnosti nas-
tanka vsake bodoce skode, opredeljene v zavarovalnem produktu, in pricakovane bodoce
skode diskontirati v ¢asovno tocko izracuna. Ko imamo opravka s produkti z vec
riziki, na primer zivljensko zavarovanje za primer smrti in invalidnost, moramo tako
oceniti verjetnosti za vse mozne prehode med stanji, na primer iz stanja invalidnosti

je mozen prehod v stanje smrti, kot tudi prehod nazaj v normalno stanje. V takih
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primerih izracun matematicnih rezervacij ni enostaven. V primeru takih zavarovanj je
metoda, ki jo bomo predstavili v magistrskem delu, zelo u¢inkovita. Omogoca izracun
matematicnih rezervacij, kakor tudi ostalih vrednosti, ki jih mora zavarovalnica dolo¢iti,

na primer premije.

1.2 Problematika modeliranja zZivljenjskih zavaro-

vanj

Tradicionalno se matematicne rezervacije in ostale vrednosti portfelja zavarovalnih
polic, kot so premija, visji momenti sedanjih vrednosti izplacil in vplacil po zavarovalni
pogodbi racunajo tako, da se s pomocjo izbranih mortalitetnih tablic za vsako zavaro-
valno pogodbo dolo¢i vsa mozna bodoca izplacila oziroma bodoca vplacila in cas ¢, v
katerem naj bi bila le ta izvedena. Nato se z izbrano obrestno mero tako dolo¢ena neto
bodoca izplacila (tu neto pomeni razliko med izplaéili in vplacili) diskontirajo v ¢asovno
tocko, v kateri zelimo dolociti sedanjo vrednost bodoc¢ih neto obveznosti. Ti aktuarski
pristopi so dobro znani in razlozeni med drugim tudi v (Bowers et al., 1997). Problem
tradicionalnega nacina racunanja matematic¢nih rezervacij, premij in ostalih vrednosti se
pojavi, ko imamo opravka z zavarovalno polico, pri kateri so bodoca izplacila in bodoca
vplacdila vezana na stanje zavarovanca. Primeri takih zavarovanj so zavarovanje za in-
validnost in smrt, pokojninsko zavarovanje, zavarovanje za kriticne bolezni, pa tudi
zavarovanja, kjer se tablice smrtnosti spreminjajo glede na ¢as (uporaba selektivnih
tablic umrljivosti za prvih nekaj let zavarovanja, na primer 20 let, nato pa se uporabijo
ultimativne tablice). V teh primerih ima zavarovalna polica ve¢ stanj (tri ali ve¢) in
tako za tradicionalen nacin ra¢unanja potrebujemo vse mozne prehodne verjetnosti med
posameznimi stanji, ki pa jih je v realnosti tezko dolo¢iti (Jones, 1995, str.5).

Oglejmo si primer, ki prikazuje pravkar omenjeno tezavo. Vzemimo zavarovalno
polico s tremi stanji. To je lahko zavarovanje za invalidnost in smrt. Izracunati
zelimo sedanjo vrednost neto bodocih obveznosti za zavarovalno vsoto 1, ki se izplaca
zavarovancu v primeru nastanka invalidnosti. Zaradi lazje indeksacije oznacimo ob-
dobje, ko je zavarovanec v stanju invalidnosti kot stanje 2. Predpostavimo, da je
trenutno zavarovanec star x let in je v aktivnem stanju. Aktivno stanje bomo vedno

oznacevali z 1. Pricakovana izplacila pri jakosti 1 lahko zapisemo s formulo

/ vtplg(:p, x + t)dt,
0

kjer je p;; verjetnost, da bo zavarovanec v casovnem intervalu dolzine ¢ skocil iz trenut-
nega stanja ¢ v stanje j in je v' funkcija diskontiranja. Te verjetnosti pa ni enostavno

dolociti, saj je potrebno upostevati vsa ostala stanja, ki jih lahko na ¢asovnem intervalu
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(z,z + t) obisce, preden pride do konénega stanja j. Problem pri zavarovanjih z veé¢
stanji je torej v doloc¢itvi prehodnih verjetnosti, ki pa so kljuénega pomena za dolocitev
vseh ostalih aktuarskih vrednosti.

Pri tem problemu si lahko pomagamo z markovskimi verigami. V kolikor imamo kon-
stantne jakosti prehodov med stanji, lahko dokaj enostavno z enacbami Kolmogorova
doloc¢imo prehodne verjetnosti. To lahko posplosimo za primer, ko so jakosti prehodov
konstantne le za intervale dolzine 1 (med starostnimi obdobji enega leta). Glej v
¢lanku (Jones, 1995, str. 14-16). Smiselnost uporabe markovskih verig za modeliranje
zavarovanj je nekoliko odvisna od izbire stanj. Kot primer lahko vzamemo zavarovanje

za primer smrti in invalidnosti, predstavljeno s tremi stanji kot ga kaze slika 1.2.

1 2
aktiven invalidnost
3
smrt

Ce so izplacila po zavarovalni polici odvisna od tega, kako dolgo je zavarovanec
v nekem stanju, govorimo o semi-markovskih verigah. Tak primer zavarovanja je
tudi renta za invalidnost, ki se pri¢ne izplacevati po preteku cakalne dobe. Aproksi-
macija semi-markovskih verig z markovskimi verigami je obdelana v (Cox, Miller, 1965).
Metoda stanj omogoca aproksimacijo poljubne porazdelitve s primerno kombinacijo
stanj in kjer je ¢as, da proces ostane v tem stanju, porazdeljen eksponentno. V ¢lanku
(Jones, 1995, str. 18-24) je ta metoda predstavljena v primeru selektivnih in ultima-
tivnih tablic smrtnosti.

V magistrskem delu bom predstavila Norbergovo metodo izra¢una premij, visine ma-
tematicnih rezervacij in visjih momentov sedanjih vrednosti bodocih izplacil in vplacil
(Norberg, 1995a). Potek zavarovanja je modeliran z markovskimi verigami. V zadnjem
poglavju model razsirimo tako, da vpeljemo stohasticno obrestno mero, ki jo ravno
tako modeliramo z markovsko verigo (Norberg, 1995b). Pri tem predpostavimo, da
sta obe markovski verigi med seboj neodvisni. Prednost te metode je, da za izracun
matemati¢nih rezervacij in premij ne potrebujemo prehodnih verjetnosti, temvec le
jakosti prehodov med stanji zavarovanja. Matemati¢ne rezervacije dobimo tako, da
reSimo sistem diferencialnih enacb. V splosnem je za dobljeni sistem diferencialnih

enach tezko najti analiticno resitev, lahko pa enostavno dolo¢imo numericno resitev.
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Posebej enostavno je s to metodo racunati premije in matemati¢ne vrednosti tudi v
primeru, ko so stroski odvisni od trenutnih vrednosti matemati¢nih rezervacij, ali v
primeru, ko so odSkodnine odvisne od matemati¢nih rezervacij. Teorija je podkre-
pljena tudi z numeri¢nimi izra¢uni na izbranih zivljenjskih zavarovanjih, ki so modeli-
rana z markovskimi verigami. Za numeri¢ne izracune so bile uporabljene mortalitetne
tablice, ki jih uporabljajo zavarovalnice na Danskem in so aproksimirane z Gompertz-
Makehamovim modelom za jakosti prehodov. V magistrskem delu se dotaknemo tudi
analize obcutljivosti izracunanih vrednosti matematicnih rezervacij na spremembe para-

metrov pri ze prej predstavljenih primerih zavarovanj.

1.3 Princip ekvivalence in matematic¢ne rezervacije

1.3.1 Princip ekvivalence in zavarovalna premija

Kot pri ostalih storitvah, je tudi za sklenitev zavarovalne police potrebno placati dolo-
¢eno premijo. Premija za zivljenjsko zavarovanje mora zadostovati za pokritje bodocih
obveznosti zavarovalnice, ki jih je le ta prevzela z zavarovalno pogodbo. Princip ek-
vivalence omogoca dolocitev premije ob predpostavki, da sta ob sklenitvi zavarovanja
pricakovana sedanja vrednost bodocih premij in pricakovana sedanja vrednost bodocih
izplacanih Skod zavarovalnice enaki. To z drugimi besedami pomeni, da so ob sklenitvi
zavarovanja v povprecju diskontirane vrednosti bodoc¢ih premij in bodoc¢ih odskodnin
enake.

Premija se doloci za vsako polico posebej. Predpostavimo, da v izracunu premije
ne upostevamo stroskov zavarovanja. Premijo, ki jo dobimo s principom ekvivalence,
imenujemo neto premija.

Premija je lahko enkratna v primeru, ko zavarovanec placa vse na zacetku zavaro-
vanja za celotno trajanje zavarovanja. Ponavadi pa so enkratne premije za zivljenjska
zavarovanja prevelike, zato se veCina zavarovancev odloci placevati premijo mesecno
ali letno, skozi celotno trajanje pogodbe. Premija je placana le, ce je zavarovanec na
zacetku meseca oziroma leta Se ziv. Predpostavimo, da se premija placuje zvezno s
konstantno jakostjo vplacil 7, in si oglejmo primer m-letnega zivljenjskega zavarovanja
za smrt. Sedanjo vrednost bodoc¢ih premij oznac¢imo s 7PV *™ pricakovano sedanjo
vrednost bodoc¢ih premij pa ozna¢imo s ma,m;. Slucajna spremenljivka, ki predstavlja
sedanjo vrednost bodoc¢ih neto odskodnin za izbrano polico zZivljenjskega zavarovanja,
je

PV = PV® — zPV&™,
kjer PV’ predstavlja sedanjo vrednost bodo¢ih izplacanih $kod. Prikazano s formu-

lami, pricip ekvivalence pravi, da je matematicno upanje sedanjih vrednosti bodocih
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izplacanih neto odskodnin enako 0 oziroma
E(PV)=0.

Princip ekvivalence je zasnovan na principu razprsitve rizikov na velikem portfelju, s
predpostavko, da je bodoci razvoj obresti in drugih potrebnih ekonomskih in demograf-
skih parametrov vnaprej znan.

Vzemimo sedaj portfelj z m policami. Naj B! predstavlja razliko med denarnim
tokom pri¢akovanih bodo¢ih skod in pricakovanih bodo¢ih premij za polico i. Za B°
lahko tudi recemo, da je funkcija pricakovanih bodoc¢ih placil za polico 7. Sedanja
vrednost bodoc¢ih neto obveznosti je vsota diskontiranih vrednosti bodo¢ih pricakovanih

placil za posamezno polico i. S formulo to zapiSemo kot

Vi(t) = / e~ LT Bi (7).
t

Naj F; predstavlja zgodovino do trenutka ¢. To pomeni, da so v F; vsi dogodki, ki
so se dogodili pred in vkljuéno s trenutkom ¢ za vsako posamezno polico. Naj bo
& = EVI()|F], of = Var[Vi(t)|F] in s2, = > o07. Predpostavimo tudi, da so
police med seboj neodvisne in da portfelj raste omejeno, kar pomeni, da gre s2, proti
neskonénosti tako, da s2, ni nikoli manjsi od poljubnega posameznega ¢lena 2. Ob teh
predpostavkah po centralnem limitnem izreku (Grimmett, Stirzaker, 1992, str. 175)
sledi, da standardna vsota diskontiranih obveznosti konvergira k standardni normalni

porazdelitvi, ko Stevilo polic narasca ¢ez vse meje:

Zz‘zo(vi(t)_gi)i>N

Sm

(0,1). (1.1)

Predpostavimo, da zavarovalnica oblikuje matematicne rezervacije

V;Jiav = fz + 50'1'2 (12)
za nek € > 0. Potem je
oL o (Vi) =&
]P’[Z V() — sz(t) > 0|1F] = P[El:l( . ) = &) < e8| Fl.
i=1 i=1 m

Iz (1.1) sledi, da matemati¢ne rezervacije krijejo diskontirane bodoce neto obveznosti s
pogojno verjetnostjo, ki konvergira k vrednosti 1. Podobno, ¢e vzamemo ¢ < 0 v (1.2),
matematicne rezervacije krijejo diskontirane bodoce neto obveznosti z verjetnostjo 0.
Princip ekvivalence je definiran z izbiro ¢ = 0 in se za posamezno zavarovalno polico

glasi

V(t) = E| /t ' e~ IF s B ()| .

5
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Premija naj se torej doloci ob sklenitvi police tako, da bo AB(0) + V' (0) = 0.
Vzemimo primer mesanega zivljenjskega zavarovanja, ki vklju¢uje zavarovanje za

primer smrti in zavarovanje za primer dozivetja (izplaca se zavarovalna vsota, ¢e zava-

rovanec prezivi doloéeno obdobje). Naj bo zavarovanje sklenjeno za obdobje n let in

naj se premija placuje m let, pri ¢emer je m < n. Princip ekvivalence nam da enacbo

A:v:ﬁ\ — MQym = 07

v kateri pa je edina neznana komponenta vrednost 7, ki predstavlja zavarovalno premijo

za to zavarovanje.

1.3.2 Matematic¢ne rezervacije

Zavarovalnica, ki sklepa zivljenjska zavarovanja oziroma nezgodna ali zdravstvena za-
varovanja, za katera se uporabljajo podobne verjetnostne tabele in izracuni kot za
zivljenjska zavarovanja, mora v zvezi s temi zavarovanji oblikovati ustrezne matematicne
rezervacije (Zakon o zavarovalnistvu, 2004).

Po Sklepu o podrobnejsih pravilih in minimalnih standardih za izracun zavarovalno-
tehnic¢nih rezervacij morajo zavarovalnice oblikovati matemati¢ne rezervacije za vse dol-
gorocne obveznosti za vsako polico posebej. Matematicne rezervacije morajo biti ob-
likovane v visini, da krijejo za vsako polico pricakovano sedanjo vrednost vseh bodocih
izplac¢il in vplacil, dolo¢enih v zavarovalni pogodbi. Princip ekvivalence velja le ob
sklenitvi zavarovanja. Med trajanjem zavarovalne police pa se tako pricakovana sedanja
vrednost bodocih izplacanih skod kot tudi pricakovana sedanja vrednost bodoc¢ih premij
spreminjata. Razlog za to je, da se ob doloc¢itvi premije predpostavijo parametri, kot
so obrestna mera, verjetnost umrljivosti, ..., ki pa se v bodocnosti realizirajo drugace,
poleg tega pa imamo kasneje tudi ve¢ informacij o poteku zavarovalne pogodbe.

Vrednost matematicnih rezervacij za zavarovanca starega x ob sklenitvi zavarovanja
v ¢asu t in za zavarovalno polico, ki je aktivna do casa n, n > t, lahko zapiSsemo s

formulo "
‘/t = / UT*tr—tpqut{/iertbr - ﬂ-T}dT + bnvnitnftpaﬂrt;
t

kjer je b,, T € [t,n) zavarovalna vsota, ki se izplaca v primeru smrti in b, zavarovalna
vsota, ki se izplaca v primeru dozivetja. Vrednost 7 predstavlja premijo. Vrednost V; se
imenuje prospektivna matematicna rezervacija, saj bodoca izplacila in vplacila diskonti-
ramo v ¢asovno tocko t. Lahko bi definirali tudi retrospektivne matemeticne rezervacije,
kjer bi upostevali izplacila in vplacila v preteklosti in jih obrestovali v ¢asovno tocko ¢
(Bowers et al., 1997, str. 203-225). Pri obeh metodah dobimo popolnoma enako vred-
nost matematic¢nih rezervacij. Sklep o podrobnejsih pravilih in minimalnih standardih

za izracun zavarovalno-tehni¢nih rezervacij doloca, naj bodo matematicne rezervacije

6
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dolocene na prospektiven nacin, razen ¢e to ni mogoce, kot v primeru, ko se premija
ob sklenitvi ne doloci za celotno trajanje zavarovanja. V tem primeru je bolj obi¢ajen
retrospektiven nacin dolocanja matematic¢nih rezervacij.

Formula za matematicne rezervacije se poenostavi v primeru mesanega zivljenjskega
zavarovanja. Naj bo zavarovanje sklenjeno za obdobje n let in naj se premija placuje
m let, pri ¢emer je m < n. V tem primeru je po preteku casa t po sklenitvi zavarovalne

pogodbe vrednost matematicnih rezervacij enaka

Vi = Apsvin=n — Tprim=, t<m<n.

1.3.3 Thielejeva diferencialna enacba

Vzemimo zavarovalno polico s trajanjem n let ali drugace t € (0,n). Spreminjanje vred-
nosti matematic¢nih rezervacij v majhnem casovnem intervalu (¢, + dt) lahko opisemo
s formulo

Vi = byptgrdt — mpdt + (1 — ,Um+tdt)eirdt‘/;t+dt7

kar pomeni, da je vrednost matemati¢nih rezervacij v casu ¢ enaka vsoti izplacanih
skod b; (z verjetnostjo, da zavarovanec umre v ¢asovnem intervalu (¢,t+ dt)), negativni
vrednosti vplac¢anih premij m; v ¢asu ¢ (ob predpostavki, da je zavarovanec ziv v ¢asu t)
in pa seveda diskontirani vrednosti matemati¢nih rezervacij, potrebnih v casu ¢t + dt (z
verjetnostjo, da zavarovanec prezivi interval (¢, + dt)). Ce oditejemo na obeh straneh

enacbe Vi 4, delimo z dt in naredimo limito, ko gre dt v 0, dobimo enacbo

. Vi=Viia R et
W T Mmoo e
Upostevajo¢ dejstvo, da je limg g 645% = —r, dobimo naslednjo enacbo

%‘/t =Ty — bfgss + (7 + flate) Vi
Ta enacba se imenuje Thielejeva diferencialna enacba. Desna stran enacbe predstavlja
spreminjanje matematicnih rezervacij za prezivelega zavarovanca glede na cas, in sicer
se matematic¢ne rezervacije povecajo za razliko med placano premijo in izplacano skodo
(kar je seveda lahko tudi negativno), za obresti rV; in za sredstva, ki so ostala od tistih
zavarovancev, ki so umrli (p,,V;).

Ce upostevamo Se robni pogoj

an = bna

zgornja diferencialna enacba doloca matemati¢no rezervacijo V; za fiksne b in 7. Seveda
morata biti b in 7 usklajena z enacbo principa ekvivalence. Torej Voj—my = 0. Thielejeva
diferencialna enacba bo v nadaljevanju kljucnega pomena, saj bomo z njeno pomocjo

numericno dolocali matematicne rezervacije.

7



Uvod

Ce malo preuredimo Thielejevo enaébo na nacin
d
me = V= Vi (b= Vi,
vidimo, kako se premija v vsakem c¢asu t lo¢i na varcevalni del
d
= —V, =1V,
et
in rizicne del
7Ttr = (b - ‘/t),uert-
Varcevalni del premije doprinese k vzdrzevanju matematicnih rezervacij znesek, ki je

potreben nad zasluzenimi obrestmi, rizi¢ni del premije pa doprinese sredstva, ki so

potrebna v visini nad dosezenimi vrednostmi matematicnih rezervacij za kritje zavaroval-

nih skod.



Poglavje 2

Markovske verige v Zivljenjskih

zavarovanjih

2.1 Zvezne markovske verige

2.1.1 Proces Stetja
Navedimo najprej nekaj definicij, ki so kljuénega pomena za nadaljnje razumevanje.

Definicija 2.1.1. Zvezni stohasti¢en proces na prostoru F, opremljen z o-algebro &,
je druzina (X;)ier+ slucajnih spremenljivk, ki so definirane na verjetnostnem prostoru

(Q, F,P) z vrednostmi v merljivem prostoru (E,&).

Definicija 2.1.2. Naj bo (€2, A, P) verjetnostni prostor. Filtracija (F;)i>o je naraséajoca

druzina o- algebr, ki so poddruzine v A.

o- algebra F predstavlja informacije, ki so na razpolago v ¢asu ¢t. Pravimo, da je proces

(Xt)i>0 prilagojen v (Fi)i>0, Ce je za vsak t slucajna spremenljivka X; merljiva v F;.

Definicija 2.1.3. Naj bo S stohasti¢en proces na verjetnostnem prostoru (€, F,P).
Par (S, F) = {(Sn, Fn) : n > 0} je predvidljiv, ¢e je S, merljiva slu¢ajna spremenljivka

v F,_1za vse n > 1.

Predvidljiv proces (.S, F) je narascajoc, ¢e je Sop = 0 in P(S,, < S,41) = 1 za vse n.
Proces stetja je stohasti¢en proces N = { N, }o<i<r, ki pricne v Ny = 0 in nato naraste
za 1 ob vsakem skoku. Mnozica skokov je diskretna mnozica. Naravna filtracija procesa
N je FN = {FN}ocier, Kjer je FYN = o{N,;s < t} zgodovina procesa N v ¢asu t. To
je najmanjsa filtracija, v kateri je N prilagojen. Stroga zgodovina procesa N je F}Y.
FN — predvidljiv proces {A; }o<i<7 se imenuje kompenzator procesa N, ¢e obstaja proces
M, ki je definiran kot

My = Ny, — Ay



Markovske verige v zivljenjskih zavarovanjih

in je FV — martingal, za katerega je matemati¢no upanje konstantno 0. Ko je A abso-

lutno zvezen, kar pomeni, da se da predstaviti kot

t
A:/ \ods,
0

imenujemo proces A jakost procesa IN.
Preden se lotimo markovskih verig, si oglejmo Se Doob-Meyerjevo dekompozicijo

submartingala, ki jo bomo potrebovali kasneje.

Izrek 2.1.4. Submartingal (Y,F) s koncénim matematicnim upanjem se da zapisati kot
Y, =M, + S,,

kjer je (M,F) martingal in (S,F) narasc¢ajo¢ in predvidljiv proces. Razclenitev je

enolicna.
Proces (S, F) se imenuje tudi kompenzator submartingala (Y, F).

Dokaz. Definirajmo M in S na slede¢ na¢in: My = Yy, S = 0,
Myi1— M, =Y, 1 —E(Y,1|Fn), Spi1 — Sn = E(Y, 1| Fn) — Ya,
zan > 0. M je oCitno martingal, saj je
E(M,+1 — M,|F,) =0,

kar pomeni, da je E(M,,1|F,) = E(M,|F,) = M,. S je o¢itno narascajo¢ in predvidljiv
proces.

Da pokazemo enoli¢nost, predpostavimo, da obstaja Se ena razclenitev in jo oznacimo
z Y, = M| +S]. Potem velja

Yo = Yo = My — M) + (S0 — Sh)
= (Mn-i-l - Mn) + (Sn—I—l - Sn)'
Ce izra¢unamo pogojno matemati¢no upanje glede na F, zgornje enacbe, dobimo Sy —

S = Spi1 — Sp, zan > 0. Glede na zacetni pogoj mora veljati S| = Sy = 0 in zato je
S/ = S,. To pa tudi pomeni, da je M = M,. O

2.1.2 Markovske verige

Markovske verige so podrobneje predstavljene v (Grimmett, Stirzaker, 1992, str. 194-
270). Tu si oglejmo le najbolj bistvene lastnosti. Naj Z(t) predstavlja stanje posameznika
v Casu (starosti) t > 0 in naj bo {Z(t);t > 0} stohasti¢ni proces na verjetnostnem pros-

toru (Q,F,P). Naj bo Z = {1,2,...,k} kontna mnozica stanj danega stohasti¢nega

10



2.1 Zvezne markovske verige

procesa Z(t). Stohasti¢ni proces {Z(t);t > 0} je markovska veriga, ce za vsak s,t > 0
in i, j, z2(t) € Z velja

P(Z(s+1t)=72(s) =14, Z(u) = 2(u),0 <u<s)=P(Z(s+t) = j|Z(s) =1i).

Torej, kaj se bo dogajalo v bodo¢nosti s procesom Z(t), to je po trenutku s, je odvisno
le od tega, kje je proces v trenutku s in ne od tega, kaksno pot je napravil proces do
trenutka s.

Definirajmo prehodne verjetnosti
pij(s,s +1) =P(Z(s +1) = jlZ(s) =4), i,jeZ

in predpostavimo, da je

> pilscs+t)=1, zavset >0
=1

in je
1, tei=j,
pii(t,t) = . (2.1)
0, sicer.
Za markovsko verigo Z(t) velja,
p
P[Z<th) = jhv h = 17 S 7p] = Hpjhfljh(th*h th)? (2'2)
h=1

zat) <---<t,v[0,n]inj,...,j5, € Z.
Prehodne verjetnosti lahko definiramo tudi bolj splosno kot verjetnost prehoda iz

stanja 7 v neko podmnozico stanj L C Z

pix(t,u) =P(Z(u) € K|Z(t) = pilt,u)
kek

Seveda v splosnem primeru, ko vzamemo za mnozico kar celo mnozico stanj Z, dobimo

piz(t, u) ijk t,u) (2.3)

kez

Definicija 2.1.5. Markovska veriga {Z(t);t > 0} je homogena, ¢e zanjo velja za vsak
s,t€[0,n]ini, j€Z

P(Z(s +1) = jl2(s) = 1) = P(£(t) = j|Z(0) = ©).

11



Markovske verige v zivljenjskih zavarovanjih

2.1.3 Enacba Chapman-Kolmogorova

Ker so stanja procesa {Z(t) }+>o razlicna in je unija verjetnosti, da je proces v dolo¢enem

trenutku v enem izmed teh stanj skoraj gotov dogodek, velja

P(Z(u) = k|Z(s) =) = Y P(Z( Z(u) = k|Z(s) = i)

jEZ (2 4)
= P(Z(t) = j|Z(s) = i) P(Z(u) = k|Z(s) = i, Z(t) = j).
JEZ
Ce je Z markovski proces in 0 < s < t < u, lahko enac¢bo (2.4) zapisemo
pzk S, U szg S tp]k t u) (25)

JjEZ

Enacba je znana kot enacba Chapman-Kolmogorova (Grimmett, Stirzaker, 1992, str.

196).

2.1.4 Jakosti prehodov

Za i # j definirajmo

_9 o Pt h) —py () pi(Et+h)
i (t) = apij(v, )=t = }llli% 3 = /111—% T
saj je zaradi lastnosti (2.1) p;; = 0 za i # j.

Relacija med prehodnimi verjetnostmi in jakostmi prehodov je

pij(t,t+ dt) = piy(8)dt + o(dt), cei # (2.6)

kjer je limp,_o % oh) — .

Prehodne Verjetnostl so na nekem majhnem casovnem intervalu priblizno propor-
cionalne dolzini casovnega intervala in faktorji proporcionalnosti so natanko jakosti
prehoda med stanji, ki so lahko tudi odvisni od casa. Kako opredeliti majhen casovni
interval je odvisno od velikosti jakosti prehoda. Ce so wik(7) priblizno konstantni in
manjsi od 1 za vse k # j in 7 € [t,t + 1], potem p;;(t) aproksimira verjetnost prehoda
pk(t,t +1). V splosnem lahko jakost prehoda doseze poljubno vrednost in zato je ne
smemo mesati z verjetnostmi.

Za j ¢ K C Z definiramo jakost prehoda iz stanja j v mnozico stanj I v ¢asu ¢



2.1 Zvezne markovske verige

V sposnem primeru pa celotno jakost prehoda iz stanja j v casu ¢t oznacimo z i z_ ;3 (t)
oziroma skrajSano kot

OS]

kik#j

Iz enacb (2.3) in (2.6) dobimo

ki predstavlja verjetnost, da stohasti¢ni proces ostane v stanju j na ¢asovnem intervalu
(t,t + dt).

2.1.5 Diferencialni enacbi Kolmogorova

Predpostavimo, da je markovski proces Z v stanju j v casu ¢t. Napisimo enacho za
verjetnost, da bo proces v stanju k£ v nekem ¢asu v v bodocnosti. Najprej poglejmo, kaj
se lahko zgodi v majhnem ¢asovnem intervalu (¢, ¢ + dt]. Proces lahko ostane v stanju
J z verjetnostjo 1 — p;.(t)dt ali pa skoc¢i v neko drugo stanje g z verjetnostjo p;,(t)dt.
Verjetnost, da bo proces v bodoc¢nosti u v stanju k pogojno na dogodek, da je proces na
(t,t+dt] ostal v stanju j, je enaka p;(t +dt,u). Verjetnost, da bo proces v bodo¢nosti
u v stanju k pogojno na dogodek, da je proces na (¢, ¢+ dt] skocil v stanje g, pa je enaka

Pgk(t + dt,u). Torej je skupna verjetnost, da bo proces Z v ¢asu u v stanju k, enaka

par(t,u) = (1= iy (dOpsu(t + dtu) + 3 ugglt) de plt + dt,w) +o(dt), (2.8
9977

Ce oznaéimo d;p;i,(t,u) = px(t + dt,u) — p(t,u) v infinitizimalnem smislu, dobimo

dipj(t,u) = () dt piit,u) — > pjg(t) dt per(t, u). (2.9)
G977
Za dana k in u zgornje diferencne enacbe enolicno dolocajo funkcije pji(-,u), za j =
0,...,7, ob pogoju, da je pjp(u,u) = ;5. Zgoraj J;;, predstavlja Kronekerjev delta
definiran kot
1, cej=k,

0, sicer.

Enac¢bo (2.9) lahko izpeljemo tudi z uporabo ena¢be Chapman-Kolmogorova

pjk(ta u) = ijg(tav)pgk(va u)a 0<t<v<u,
geEZ

13



Markovske verige v zivljenjskih zavarovanjih

in sicer lahko razliko verjetnosti p;(t + dt, ) — p;x(t, u) zapiSemo kot

pix(t + dt,u) — pr(t,u) = p(t + dt,u) — ijg(t, t+ dt)pgr(t + dt, u)
geZ

= pik(t +dt,u) = Y piglt,t + db)pgr(t + dt, u) — pj;(t, t+ dt)pi(t + dt, u) (2.11)
9:977
= pi(t + dt, u) (1= pjj(t,t+dt)) — Y pjg(t,t+ d)pgr(t + dt, u).
9:977
Delimo obe strani z dt, upostevamo enacbo (2.7) in naredimo limito, ko gre dt — 0.
Tako dobimo

0

atpjk(t u) = pj(t, up;.(t Z Dok (L, u)pje(t). (2.12)
9977

Zgornja enacba se imenuje leva diferencialna enacba Kolmogorova. Ime izhaja iz

dejstva, da odvajamo po zacetnem casu, ki se v oznakah nahaja na levem mestu v
intervalu [t, u.

Zgoraj smo lahko delili z dt in dobili limito le v tockah, kjer so jakosti prehodov
zvezne. Ker pa smo privzeli, da so jakosti prehodov le kosoma zvezne, zgornji odvodi
obstajajo le kosoma. Zato bomo raje uporabljali diferencno obliko, saj velja tudi ob
nasi predpostavki. Seveda obstaja tudi desna diferencialna enacba Kolmogorova . To
dobimo, ¢e se osredotoc¢imo na konéni cas (Norberg, 2001a). S podobnim razmislekom

pridemo do enache

pij(s,t+dt) = > pigls, )i ()dt + pii(s, 1) (1 — pj.(t)dt) + o(dt), (2.13)
9977
torej
dipij(5,t) = > Dig(s, ) g (1)t — pi(s, t)p;. ()t (2.14)
93977
Za dana 7 in s diferencialne enacbe enolicno dolocajo funkcije p;;(s,-), za j =0,...,r,
ob pogoju

pij(s,s) = d;.
V nekaterih enostavnih primerih imajo diferencialne enacbe analiti¢ne resitve, v splo-
Snem pa jih je potrebno resevati z numeri¢nimi metodami, kot na primer Runge-Kutta
metodo (Dormand, Prince, 1980).

Ko dolo¢imo vse enostavne verjetnosti prehodov, lahko izracunamo verjetnost katere-
gakoli dogodka v Fy, . 4.1 iz kon¢no dimenzionalnega verjetnostnega prostora s pomocjo
formule (2.2).

Za konec si poglejmo Se formulo za verjetnost, da proces Z(t) ostane neprekinjeno

v trenutnem stanju neprekinjeno dolocen cas,
p(t,u) =P(Z(1) = j,7 € (t,u]|Z(t) = j).

14



2.2 Modeli za razlicna zivljenjska zavarovanja

Ocitno je pr(t,u) = p7(t, s)p7(s,u) za t < s < u. Izberimo s = t + dt in uporabimo
enacbo (2.7)
pji(t,u) = (1 — py.(t)dt)ps;(t + dt, u) + o(dt).
Pogoj je p=(u,u) = 1. To enacbo zopet nastavimo kot diferenéno enacbo
pi;(t +dt,u) — pi(t,u) = py.(t) dt py(t, ).
Delimo s dt, naredimo limito, ko gre dt proti 0 in resimo enacbo, da dobimo resitev

pi(t,u) = e i,

2.2 Modeli za razliéna zivljenjska zavarovanja

2.2.1 Zavarovanje za riziko smrti

Zivljenjska doba za zavarovano osebo je modelirana s pozitivno slu¢ajno spremenljivko
T s funkcijo prezivetja F. Zavarovanje lahko predstavimo z modelom, ki ima dve stanji:
stanje smrti in stanje prezivetja. Ce stanji ozna¢imo z 2 (smrt) in 1 (prezivetje), potem

lahko proces stanj Z oznacimo kot
Z(t) = 1[T§t}7 t e [O,TL]

Proces Z je v stanju 1, dokler je T' > t. V primeru, ko je zivljenjska doba 7" manjsa
od casa t, pa pomeni, da je oseba umrla Ze pred ¢ in tako je trenutno stanje enako
2. Proces Z je zvezen z desne in je o¢itno markov proces, saj je v stanju 1 preteklost

ocitna, v stanju 2 pa je ocitna prihodnost. Prehodna porazdelitev je

F(t)
) = ——2.
pu(s, t) F(s)
Enacba Chapman-Kolmogorova se poenostavi v
F(t) F(u)
) = 7t tu = = — )
p11(s,u) = pui(s, t)pu(t, u) F(s) F(D)

_ F(u)
pui(s,u) = F(s)

~—

Edina nenicelna jakost prehoda je pio(t) = p(t). Kot vemo, je
pu(t,u) =e” Jona
Diferencialna enac¢ba Kolmogorova se poenostavi
Ip1(v,t) = pra(v, t)par (t) — pra(v, ) pa.(£) = —pua (v, t)p(t)
in zato
p1i(v,t) = e~ o,

1Oznaka u pod integralskim znakom v tem primeru predstavlja mero p(s)ds.
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Markovske verige v zivljenjskih zavarovanjih

1
zivljenje
i
2
smrt

Slika 2.1: Zivljenjsko zavarovanje, modelirano z dvema stanjema

2.2.2 Zavarovanje za riziko smrti z r riziki

To je posplositev predhodnega primera v smislu, da zamenjamo eno stanje za rizik smrti
z r stanji za razlicne rizike smrti, na primer smrt zaradi nesrece, smrt zaradi bolezni
srca in tako dalje. Skupna jakost prehoda iz stanja 1 oziroma aktivnega stanja v stanje

smrti 2,...,7 + 1 oznac¢imo z
= () =Y pia(t),
j=1

V formuli smo oznacili py ;41(t) z pj11(t), saj je v tem primeru oznaka zacetnega stanja
1 nepotrebna, ker je le eno stanje iz katerega sploh lahko gremo v ostala, in ko smo v

stanju, ki je razlicno od 1, se ne moremo ve¢ premakniti v nobeno drugo stanje.

1
zivljenje
2%) Hji+1 et
2 j+1 r+1
smrt: razlog 1 smrt: razlog j smrt: razlog r

Slika 2.2: Zivljenjsko zavarovanje za riziko smrti z r razlogi za smrt

Prehodna verjetnost, da oseba, stara t let, umre za rizikom j pred letom u, je

pitn) = [ e ryar

t
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2.2 Modeli za razlicna zivljenjska zavarovanja

Ce pogledamo formuli zgoraj, lahko opazimo, da povecanje jakosti prehoda 1, povaroéi
zmanjsanje verjetnosti prezivetja in ravno tako zmanjSanje verjetnosti smrti za druge
rizike smrti j # k. Ker pa se verjetnosti sestejejo v ena, to pomeni, da se poveca
verjetnost smrti zaradi rizika k. V tem smislu lahko pojasnimo povecano smrtnost
zaradi bolezni srca in raka, saj je tehnoloski razvoj v medicini prakti¢no izni¢il smrtnost

zaradi pljucnice, otroske vrocice in stevilnih drugih bolezni (Norberg, 2001a, str. 33).

2.2.3 Zavarovanje za riziko smrti in invalidnost z moznostjo

ozdravitve

Slika 2.3 prikazuje model, primeren za analiziranje zavarovanj z izplacili, ki so odvisna
od zdravstvenega stanja zavarovanca. Kot primera vzemimo zdravstveno zavarovanje,
pri katerem zavarovanec za cas bolniske prejema rento, in zivljenjsko zavarovanje, pri
katerem je zavarovanec oproscen placila premije v ¢asu, ko je v stanju invalidnosti. V ta
model lahko vklju¢imo tudi pokojninska zavarovanja z dodatnimi izplacili za zakonca,
kjer stanji 1 in 2 ustrezata stanjema ”porocen”in "neporocen”.

Za zdravega in aktivnega zavarovanca v ¢asu s nam da desna diferencialna enacba

Kolmogorova

2 pu(s,t) = prals, Dolt) — pus, ) (1) + o(0),

%p12<87 t) = pu(s,t)o(t) — pia(s, t)(v(t) + o(t)).

Verjetnost p13(s,t) je dolocena z zgornjima verjetnostima. Zacetna pogoja sta
pu(s, s) =1,

p12(s,s) = 0.
Ce so jakosti prehodov zadosti enostavne funkcije, na primer konstantne, lahko najdemo
eksplicitno resitev za verjetnosti prehodov.

V nadaljevanju predpostavimo, da so p;;(t) = p;; konstantne za vse t (takSen
markovski proces se imenuje stacionaren ali éasovno homogen proces). Ta predpostavka
nam pove, da je ¢as, ki ga proces prezivi v vsakem stanju porazdeljen eksponentno. Prav
tako so verjetnosti p;;(s, s + t) enake za vse s > 0 in jih zato lahko oznacimo s p;;(t).

Izrazimo prehode jakosti in verjetnosti v matri¢ni obliki. Naj bo ) k x k& matrika z
(¢, j)-tim elementom ;; in naj bo P k x k matrika z (7, j)-tim elementom p;;(t). Enacba

Chapman-Kolmogorova (2.5) je podana z
P(t+u) = P(t)P(u).
Podobno lahko diferencialni enacbi Kolmogorova zapisemo kot

P'(t) = P()Q (2.15)



Markovske verige v zivljenjskih zavarovanjih

1 o 2
aktiven invalidnost
P
V /
3
smrt

Slika 2.3: Zivljenjsko zavarovanje za riziko smrti in invalidnosti s tremi stanji

n

P'(t) = QP(t), (2.16)

z robnim pogojem

Enacbi (2.15) in (2.16) imata resitev

P(t) =e9!
:I+Qt+Q;t2+~-~ 217
V kolikor ima matrika () lastne vrednosti, ki so med sabo razlicne, na primer dy, ds, . . ., dj,
lahko matriko () predstavimo kot
Q= ADA™,

kjer je D = diag(dy,...,d;). Matrika A je matrika lastnih vektorjev, in sicer je i-ti
stolpec matrike A desni lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti d;. Prehodno matriko

P(t) lahko razélenimo na slede¢ nacin
P(t) = Adiag(e™, ... e™)A™".

Torej, problem iskanja prehodnih verjetnosti se prevede na iskanje lastnih vektorjev
in lastnih vrednosti matrike jakosti prehodov (). Predpostavka, da ima () razlicne
lastne vektorje, ne predstavlja prakticnih omejitev, saj v nasprotnem primeru lahko
uporabimo Jordanovo kanoni¢no obliko. V praksi pa imamo opraviti z jakostmi pre-
hoda, ki so odvisne od ¢asa oziroma kosoma konstantne, saj se spreminjajo s starostjo
zavarovanca. V tem primeru na vsakem ¢asovnem intervalu, kjer je jakost prehoda kon-
stantna, uporabimo predstavljeno metodo iskanja prehodnih verjetnosti (Jones, 1995,
str. 14-16).
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2.3 Model standardne zavarovalne pogodbe z ve¢ stanji

2.3 Model standardne zavarovalne pogodbe z vec

stanji

2.3.1 Zavarovalna polica kot stohasti¢ni proces

Vzemimo poljubno zavarovalno polico, izdano v ¢asu 0, sklenjeno za n let. Lahko si
zamislimo zavarovalno polico za zivljenjsko, pokojninsko ali invalidsko zavarovanje v
poljubni obliki. Obi¢ajno so zavarovalne premije in Skode vezane na prehod police med
stanji, ki so dolo¢ene v zavarovalni pogodbi.

Predpostavimo, da ima polica kon¢no sStevilo stanj. Ozna¢imo mnozico stanj z
Z ={1,...,r}. Naj bodo stanja taka, da je polica v vsakem trenutku lahko le v enem
stanju. Pri¢nemo v ¢asu 0 v zacetnem stanju 1. Stanje police v ¢asu ¢ oznac¢imo z Z ().

Z(t) je funkcija, ki slika iz [0, n| v Z, je zvezna z desne in ima konéno mnogo skokov.
Zaradi predpostavke, da je zavarovalna polica na zacetku v stanju 1, je Z(0) = 1. Da
bi zajeli nakljuéno pot, ki jo naredi zavarovalna polica, jo modeliramo kot stohasticni

proces na nekem verjetnostnem prostoru (€2, F, P).

2.3.2 Modeliranje izplacil in vplacil za zavarovalno polico

Definirajmo procesa
L) = 1iz()=)
in
Ny (t) =t{r; Z(r—) =4, Z(7) = k,7 € (0,]}.
Proces I; ima vrednost 0, ¢e proces Z ni v stanju j oziroma 1, ¢e je proces Z v stanju
j. Proces Njj pa steje prehode iz stanja j v stanje k (kK # j) v Casovnem intervalu
(0,n]. Oba zgoraj definirana procesa sta vezana na proces Z. Ker je Z zvezen z desne

s kon¢no mnogo skoki, lahko enako zaklju¢imo tudi za procesa I; in Njj.

Stohasti¢na procesa I; in Nj;, povezuje enacba
dI;(t) = dN;(t) — dN;.(1),
kjer pika v indeksu pomeni vsoto po vseh stanjih, razli¢cnih od stanja zraven pike oziroma

Nj.= > Nj. (2.18)

kik£j

Enacba (2.18) nam pove, da ko se I; poveca (zmanjsa) za 1, pomeni, da je proces naredil

skok v stanje j oziroma iz stanja j.
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Denarni tok police je sestavljen iz izplacanih Skod brez vplacanih premij. V za-
varovalnistvu imamo opraviti z zavarovalno pogodbo med zavarovalnico in stranko.
Zavarovalna pogodba nalaga stranki placilo premije, zavarovalnici pa placilo za nastale
in vnaprej v pogodbi dolocene skode. Vse te denarne tokove police oznacimo z B(t).

Cas t = 0 predstavlja zacetek zavarovanja. Tako dobimo enacbo

dB(t) = Z Ie(t)dBy(t) + Z bra (1) d N (1), (2.19)

Lk
kjer je
dBy(t) = b(t)dt + By (t) — Br(t—), za vsakk.

Funkcija dBy je deterministicna in predstavlja placila v stanju k. Funkcija by; je prav
tako deterministicna funkcija, ki predstavlja placila po zavarovalni polici ob prehodu
iz stanja k v stanje [. Funkcijo b, si lahko predstavljamo kot zvezno neto placilo v
stanju k, funkcija b, pa predstavlja zavarovalno vsoto ob prehodu v stanje k. Kadar
je razlika By(t) — By(t—) razlicna od 0, le ta predstavlja placilo zavarovalne vsote v
casu t, v kolikor zavarovanec ostane v istem stanju k. Funkciji bp in by naj bosta
kon¢ni in kosoma zvezni. Mnozica nezveznosti za poljubno zivljenjsko rento By naj bo
D = {to,t1,...,1,}.

Pozitivne vrednosti funkcij dBy in by predstavljajo skode in negativne vrednosti
predstavljajo premije. V splosnem so premije le v obliki rent. Ce t ¢ [0,7], potem so
vsa placila enaka 0.

Navedimo nekaj primerov. Vzemimo najprej diagram 2.1, ki predstavlja zivljenjsko
zavarovanje za zavarovanca s placili, ki so odvisna le od prezivetja oziroma smrti

zavarovanca. Naj ZV oznacuje zavarovalno vsoto. Nastejmo osnovna zavarovanja:

e n-letno zivljenjsko zavarovanje z ZV za smrt enako 1 (bjy = 1), torej dB(t) =
leg(t),

e n-letno mesano zivljenjsko zavarovanje z ZV za smrt enako 1 in ZV za prezivetje
enako 1 (b2 = 1, AB;(t) = 0,t # nin ABy(t) = 1,t = n), torej dB(t) =

e n-letno rento placljivo enkrat letno (AB;(t) =1, t=1,...,n), torej dB(t) =

e n-letno rento placljivo zvezno in sicer 1 letno (b1(t) = 1, ¢ € (0,n)), torej

dB(t) = I,(t) dt na (0,n);

(n —m)-letno odlozeno rento za m let, ki placuje zvezno 1 letno (b1(t) =1, t€
(m,n)), torej dB(t) = I1(t) dt na (m,n);
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e n-letno zivljenjsko zavarovanje z ZV za smrt enako b in zvezno letno premijo ¢
dB(t) = bdNio(t) — cl1(t)dt za 0 <t <nin dB(t) =0zat > 0.

Diagram 2.3 predstavlja zavarovanje, kjer je izplacilo skode zavarovancu odvisno
od zdravstvenega stanja zavarovanca. Primer takega zavarovanja je n-letno mesano
zivljenjsko zavarovanje z zavarovalno vsoto za smrt enako b, zavarovalno vsoto za
prezivetje enako b ter zvezno letno premijo ¢, vendar le ko je zavarovanec aktiven.
Tu lahko plagila, povezana z zavarovalno polico, opisemo kot dB(t) = b(dNy3(t) +
dNa3(t)) — eli(t)dt, za 0 <t <nin dB(t) =0zat > n.

Podajmo Se primer zavarovanja za tri zivljenja. Slika 2.4 prikazuje model stanj.

P RN
X X
N~

Slika 2.4: Zavarovanje, ki vkljucuje tri zivljenja x, y, z. Smrt je prikazana z znakom f.

Zivljenjsko n-letno zavarovanje za tri osebe, izplaca zavarovalno vsoto b, ko zadnji izmed
treh zavarovanih oseb umre, in zvezno letno premijo ¢, ki se placuje le, dokler so vsi

trije zavarovanci zivi. V tem primeru je
dB(t) = b(dNag(t) + dNG,g(t) + dN778(t>> —cly (t)dt, za0 <t <n

in
dB(t) =0 zat>n.
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2.3.3 Obresti

Predpostavimo, da zavarovalnica vlaga sredstva za kritje obveznosti po zavarovalnih
pogodbah tako, da doseze zvezen donos r(t) v ¢asu t. Torej, za vnaprej dani scenarij
obrestnih mer r(-), je vrednost ene enote, vlozene v ¢asu 7, enaka ef:”, et > 7 in
e~ ffr, ¢e t < 7. Predpostavimo seveda, da je donos r kosoma zvezen in da je fOTr

koncen. Definirajmo tudi funkcijo diskontiranja z

v, = e fg T(T)dT.

2.4 Izracun viSine matematicnih rezervacij in pre-

mij

Ze prej smo nekaj povedali o matemati¢nih rezervacijah. Kot smo ze omenili, mora
zavarovatelj za dolgoro¢na zavarovanja po zakonu oblikovati matematicne rezervacije za
kritje vseh bodocih obveznosti, dolocenih v zavarovalnih pogodbah. Ker pa se bodoce
obveznosti tezko natancéno dolocijo, saj v ¢asu izracuna nimamo podatkov o vseh para-
metrih, je matematicna rezervacija le priblizek, ki ga dolo¢imo na osnovi informacij, ki
so nam na voljo v ¢asu izracuna. ViSina matematic¢nih rezervacij je tako definirana v
casu t kot pogojna pricakovana vrednost razlike bodocih skod in bodoc¢ih premij, pri

dani zgodovini F;, z naslednjo formulo
V(t) =E| / e 7T dB(r)|F).
t
Zvezne formule se da aproksimirati z markovskimi verigami kot

V() = Vo (t) = 3 I OV5(0),

kjer je V; pogojno matematicno upanje sedanjih vrednosti bodocih neto izplacil, ko je

stohasti¢ni proces Z v stanju j oziroma s formulo:
Vitt) B[ e ()| 2() =
t

n . (2.20)
= /t e fir ijg(t, T) (ng(T) + Z bgh(T),ugh(T)dT>.

h;h#g

Enac¢bo (2.20) dobimo, ¢e zamenjamo integral in matemati¢no upanje ter vstavimo

formulo za dB(7). Pri tem uporabimo naslednji enakosti

E[l,(7)|Z(t) = j] = pjy(t, 7),
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E[dNu (1) Z(t) = 5] = piglt, D)ptgn(7)dr.

Enac¢bo (2.20) lahko razlozimo na slede¢ naé¢in. Zavarovalna polica je v stanju k v
¢asu 7 z verjetnostjo p;i(t, 7). V kolikor v nekem majhnem intervalu dolzine dr okoli
¢asa T tudi ostane v stanju k, je dBy(7) enak kar zivljenjski renti na tem ¢asovnem

intervalu. Torej je pricakovana vrednost tega slucajnega dogodka v ¢asu t enaka
pjk(t, 7)67 I rdBk<7')

Z verjetnostjo pjx(t, 7)pr(7)dT pa zavarovalna polica skoci iz stanja k v stanje [ v
majhnem casovnem intervalu dr okoli ¢asa 7. V tem primeru je pricakovana vrednost

slucajnega dogodka v ¢asu t enaka

pik(t, T)p (T)dTe” Jom by (7).

Ko sestejemo po vseh bodocih ¢ in vseh vrstah izplacil, dobimo natanko enac¢bo (2.20).
Najbo 0 <t < u < n. Ce loéimo enacbo (2.20) na ¢asovne intervale (¢, u] in (u, n] na
desni strani enacbe in uporabimo enacbo Chapman-Kolmogorova na drugem intervalu,

dobimo naslednje

vj(t):/ e T ijgm )(dBy(7) + Y byn(7)ptgn(r)dr)+
t

h;h#g
s [t S ltTNAB )+ 3 b))
U h;h#g
S L YRR e
hih#g
e [ S B+ 5 i
g lez h;h#g
[ S e+ S bt
t h;h#g
e path / TS N AB) 3 b))
leZ u h;hg

/ ijg (t, 7)(dBy( Z bgn (T) pgn (7)dT)+

h;h#g
re I Zpﬂ t,u)Vi(u).

ez
(2.21)

S pomocjo enacbe (2.21), v kateri smo poslali u proti ¢, lahko izpeljemo Thielejevo

diferencialno enacbo, ki opisuje dinamiko matematicnih rezervacij.
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Predpostavimo, da je polica v stanju j v ¢asu t ¢ D, kjer je D mnozica nezveznosti za
zivljenjsko rento By. Glede na to, kaj se zgodi v majhnem casovnem intervalu (¢, ¢+ dt]
(ki ne preseka D), lahko zapisemo

Vit) = by(0)dt + 37 () debiut) + (1 — () OV (¢ + )
kskj
+ > () dt e TNV (¢ + dt).
k:k#j

Nastavimo diferen¢no enacho V4 —V;, delimo z dt in nastavimo limito, ko gre dt proti 0.

(2.22)

Dobimo Thielejevo diferencialno enacbo s kosoma zveznimi koeficienti za prospektivno
matematicno rezervacijo

d

g Vi) = (r(t) + 1.(6) V5 (t) — D HnEVi(t) = by (6) = D bir(Ogalt).  (2.23)
kik#j kik#j

Diferencialne enacbe so dobro definirane na odprtih intervalih (¢,_1,t,), kjer je p =

1,2,...,q, in morajo zadoscati robnemu pogoju

Skupaj z robnim pogojem diferencialne enac¢be dolo¢ajo funkcije V;(t) enoli¢no.

V tockah zveznosti funkcij b;, bjx, pjx in 7 ni problemov z diferenciabilnostjo funkcij
Vj, saj je desna stran zgornje enacbe zvezna. V tockah, kjer pa so funkcije na desni
strani enacbe nezvezne, pa %Vj ne obstaja. Ker je takih tock le konéno mnogo, in imajo

tako mero 0, ne vplivajo na resevanje diferencialne enacbe (2.23).

2.5 Visji momenti sedanjih vrednosti in ocena tve-
ganja

Visji momenti sedanjih vrednosti neto izplacil za zavarovalni portfelj so koristni za
merjenje nihanja premij in vrednosti matematic¢nih rezervacij. V kolikor so variiranja
vecja, je dobro vsaj del teh nihanj vkljuciti v premijo oziroma matemati¢no rezervacijo
(Norberg, 1995a) kot varnostno rezervo. Ravno tako tudi uporabimo visje momente za
dolocitev ocene tveganja zavarovalnega portfelja.

Predpostavimo, da imamo standardno zavarovalno polico. Mnozica ¢asovnih tock,
v katerih so mozna izplacila vecjih zavarovalnih vsot pri placilih rent oziroma tock
nezveznosti funkcije V' (t,u), je D = {to,t1,...,tm}, kjer je to = 0 in ¢, = n. Oznacimo
z V(t,u) sedanjo vrednost placil po zavarovalni pogodbi v ¢asovnem intervalu (¢, u] v
casu t. Naj bo V(t) = V(t,n) sedanja vrednost vseh bodocih neto izplacil. Zelimo

dolociti visje momente V' (¢) in jih oznac¢imo z

VOt =EVH)Z(t) =4, q¢=12,....
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2.5 Visji momenti sedanjih vrednosti in ocena tveganja

Predpostavimo, da velja E( [ vd|B|)? < oo in da so funkcije 7, bj, bj, in pj; kosoma

zvezne.

Izrek 2.5.1. Funkcije Vj(q)(t) so dolocene z diferencialnimi enacbams
d V(q t (¢ V(Q) —ab V (q—1) t
() = (gr(t) + 1. () V3 (1) = abs(t) (t)

dt 7
S e Z (p) (byu)PVE (1),

k:k#j

(2.24)

ki so dobro definirane na intervalu (0,n) \ D. Robni pogoj je
q
q _
V0 =3 (1)@ - B, (229

teD.

Dokaz. Zapisimo konstantno obrestno mero v obliki r() = >, I;(t)r;. Ce je obrestna

mera konstantna, so vsi r; med seboj enaki. Definirajmo funkcije
17 - ¢ r(s)das
‘/;(Q)<t) —e qfo (s)d ‘/J(q)< ) — vtV ( ) (226)
Odvod zgornjih funkcij je
dv?(t) = —qu} Z Li(t)r(t) dt VIO (t) + ofdVi?(2). (2.27)
Naj bo F; informacija, ki jo vsebuje proces stetja Nj; do Casa t, to pomeni, da je F;

najmanjsa o-algebra generirana z Njx(7), j # k, 0 < 7 < t. Za vsak ¢ definiramo
martingal M@ kot

MY = E[(/n vdB)?| Fy).

Ce razélenimo ¢-to potenco integrala fon vdB = fot vdB + ftn vdB z binomsko formulo

M@ = E[zq: <Z> ( /O t vdB)Y( / " dB) | F.

p=0 t

dobimo

Definirajmo funkcijo U; = fot vdB. Opazimo lahko, da je neodvisna od o-algebre F; in
zato velja E[U;|F;] = U;. Uporabimo enakost

E[(/ vdB)1P|F] = ZI (VP
t

in zapisemo
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)

Izberemo le desno-zvezni del funkcije M\?. Tako so desno-zvezni tudi ‘z(q)(t), saj

sta U; in I;(t) tudi desno-zvezni funkciji. Ta argument lahko ponovimo za vse g. V

diferencialni obliki zapiSemo
(@) "~ (q 17 (@—p)
dM," = E () E d(l/pl-tv»qu t). 2.28
t e P - t J( ) J ( ) ( )

To odvajamo in ozna¢imo zvezni del funkcije X z X.
a(UrLOV @) =3 [p0r av ()7 @)
J

P T (.17 (@—P)
+U; dfj(t)Vj( )(t) (2.29)
~\qg—p

+UPL(t)dV,; ~ (t)
+ UPLOVIP () = UP LtV P ()|

J

Opazimo naslednje:

1. Prvi ¢len na desni strani enacbe (2.29) vsebuje dU;, kar lahko zapisemo kot dU; =
v Y e (t)by(t)dt in uporabimo dejstvo I (t)1;(t) = 1;(t)d .

2. Drugi ¢len na desni strani enacbe na desni strani enacbe (2.29) je niceln, saj je

zvezni del funkcije [;(t) konstanta.

3. Zadnja dva ¢lena na desni strani (2.29) predstavljata skok funkcije Uf I; (t)f/j(q*p )(b),

ki pa ima lahko skok le iz dveh razlogov:

(a) Zaradi skoka v novo stanje. V tem primeru se lahko enacbi, ki predstavljata

skok, zapiseta kot

> (U + wbau VO @) = ULV (1) ) dN(0).
J7#k

(b) Zaradi nezveznosti rente v istem stanju. V tem primeru se lahko enacbi, ki

predstavljata skok, zapiseta kot

>0 (U +wAB @)V (@) — ULV P (1))

ki pa je lahko razlicen od nic le za case t € D.

V zgornjih enacbah lahko zamenjamo [;(t—) z I;(t), saj se ujemata z verjetnostjo 1
na D. Zaradi istega razloga so prispevki zveznih skokov rent in prehodov med stanji

nicelni z verjetnostjo 1 in jih lahko zanemarimo. Zaradi skoraj gotove zveznosti funkcije
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[ vdB namnozici ¢t ¢ D so funkcije ";;(qu ) zvezne v teh tockah in nimajo drugih skokov.

Definirajmo Se okrajsave za diskontirane vrednosti funkcij

bi(t) = vibi(t), by(t) = vibji(t), AB;(t) = vAB;(t)

in zdruzimo zgoraj napisane ugotovitve
=~ (¢-p)
a (UPLOV P (0) = }:1 (lﬁlb(ﬂ/qm(Mt+Wﬂpr@0

+ Z (U= + b)) = U2 V0= ) dN(t) (2.30)
k#j

+ 350 (U + AB @)V () - VRV ) )

Ce uporabimo enacho (2.30) v (2.28) in uporabimo
dMj(t) = dNji(t) — 1; (1) pi(t)dt,

upostevajoc¢ splosno pravilo X, dt = X,;dt, dobimo enacbo

OIS ( ) (U + B OPTE0) ~ ULT (1)) dMu(r) =

k#j p=0

=2 L) i (Z) [pUZ 0, () V" () dt + Updv(q_ ')
s (w (2.31)

=(a-p)
Oglejmo si funkcijo deq ’ (t) in jo pomnozimo z I;(t). Po (2.27) produkt lahko

zapisemo kot
(a—p)

v, () = —quir;(8) dE VIO (1) + ofdV (1), (2.32)
To uporabimo v enacbi (2.31).

V enachi (2.31) je leva stran enacbe enaka razliki diferencialov martingalov. Torej
mora biti tudi desna stran enacbe diferencial martingalov. Martingal pa je predvidljiv
in ima omejeno variacijo, torej mora biti konstanten zaradi Doob-Meyerjeve dekom-
pozicije. Zaklju¢imo lahko, da morata imeti tako diskretni kot zvezni del dekompozicije

martingala prirastke, ki so identi¢no enaki ni¢. To pa je res za vse mozne izide indika-
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torskega procesa natanko takrat, ko je

0= Z( ) U,V () dt
+ Z: (z) UPdV ) (1)
+i (1) % > (3) et Gt T oy

kik#j 1=0
—Z( )Upvq D () (1)t

za vse jinvset € (0,n)\ D in

0=>(") <Z (})vr @By 7o - i) e

p=0 p

(2.33)

zavset €D.
Najprej pokazimo, da je enacba (2.24) ekvivalentna enacbi (2.33). Uporabimo

enakost
(Z)p = (pﬁ 1) (¢—(p—-1))

v prvem ¢lenu desne strani enacbe (2.33)

Z (pz 1) (¢—(— 1))Uf*13j(t)‘7j(q71—(p71))(t)dt

q (2.35)
_ > (Z) (q — p)UPb; (VP (1) dt.

Definirajmo 17}(_1)(75) = 0. Tretji ¢len desne strani enacbe (2.33) lahko zapisemo kot

> (;ﬂ) 2 Z (]j) Ut (i)~ Vi (8 je(t)

p=0 kikj 1=0

= ; U} ; (Z) (f) kzﬁ (gjk(t))pfl?k(qu) () e (t)dt (2.36)
q q q q— l N . o

3 (9 () S

Za zadnjo enakost smo uporabili enacbo

GO =(00)
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2.5 Visji momenti sedanjih vrednosti in ocena tveganja

Ce zamenjamo p — [ s p in zamenjamo imena indeksov, ki tecejo v vsotah, dobimo:

> (1) 3 3 (D)ot TP v

p=0 kikj 1=0
1 ar (2.37)
B Z (}Z) Uf Z <q ;p) Z (gjk(t))lvqu_p_l)(t)ujk(t)dt.
P=0 1=0 kj

Zgornje izpeljave uporabimo v enacbi (2.33) in zdruzimo ¢lene z istimi potencami U,

kar nas privede do enacbe

q

0= (q)de@§q‘p’<t>,
o \P

p=

kjer smo definirali

+ @ > GV Opgu(t)dt (2.38)

Jasno je, da je ng-O) (t) = 0, in zato je po indukciji tudi ng-q) (t) = 0 za vse q. Ce
zdruzimo to z (2.26) in (2.32), smo dokazali (2.24). Prav tako lahko zaklju¢imo, da

(@)
odvodi dvjdt © obstajajo v tistih tockah ¢t € (0,n) \ D, kjer so funkcije r(t), b;(t), bjx(t)

in p,(t) zvezne.

Kon¢no, pogoj (2.25) je dobljen iz (2.34), ¢e ponovimo izra¢une v (2.37). O

Centralni momenti so lazje predstavljivi, saj opisujejo nihanja okoli povprecja. Ozna-
(9)

¢imo z m;" (t) g-ti centralni moment.

miP () =V (1),

J

) =3 e (v o (2.29)

2.5.1 Ocena tveganja portfelja zivljenjskih zavarovanj

Naj bo Y slucajna spremenljivka, ki predstavlja sedanjo vrednost vseh bodocih neto

obveznosti v celotnem zavarovalnem portfelju. Oznacimo g-ti centralni moment slucajne
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spremenljivke Y z m(@. Aproksimirajmo z y;_. vrednost slu¢ajne spremenljivke Y, pri

kateri je verjetnost, da je Y manjsa od y;_. enaka 1 — ¢ kot

N U

yroe =mM + e Vm® 4 A= ———

6 m®
kjer je ¢1_. zgornji e-fraktil za standardno normalno slu¢ajno spremenljivko (Norberg,
2001a, str. 43). Vrednost y;_. lahko razumemo kot minimalni kapital, ki je potreben
za kritje matematicnih rezervacij v dolocenem trenutku. Matematicne rezervacije je
mogoce razdeliti na premijski del, m™") in pa fluktuacijski del, y;_. — mY. Za oceno

tveganosti portfelja lahko uporabimo koeficient

Y1—e — m(l)
P )

kjer je P primerno izbrana mera velikosti portfelja, npr. skupna letna premija.

R:

2.6 Numericni izracuni

2.6.1 Metoda izracuna

Resitev zelimo poiskati na intervalu [0,n]. Dani interval razdelimo na majhne podin-
tervale [ts,ts11], kjer je s = 0,...,m in je ty = 0 in ¢,, = n. Najprej resimo sistem
diferencialnih ena¢b na zadnjem intervalu [t,,_1,n], na katerem Vj(q) zadosca robnemu
pogoju
V¥ (n=) = (B;(n) = Bj(n-))",

saj je v enachbi (2.25) Vj(q)(n) = 0,0 (Kroneckerjev delta). Nato, v kolikor je m > 1,
resimo sistem diferencialnih enac¢b za naslednji interval, in sicer (t,,_o,t,_1) 7z rob-
nim pogojem (2.25) s t = t,,,_;. Tako nadaljujemo, dokler ne dosezemo zacetne tocke
t = 0. Seveda pa si lahko pomagamo z Ze obstojec¢imi metodami za reSevanje sistemov
diferencialnih enacb, ki so obicajno ze vgrajene v matematicne programe in so osno-
vane na numeri¢nih metodah, kot so Runge-Kutta metoda in podobne. Za numeri¢no
reSevanje primerov v nadaljevanju sem uporabljala MATLAB®), v katerem je ze vgra-
jena funkcija, ki uporablja metodo Runge-Kutta. Posvetimo se sedaj prakti¢ni uporabi

teorije, ki smo jo obdelali do sedaj.

2.6.2 Primeri zivljenjskega zavarovanja, modeliranega s tremi
stanji

V modelu za zivljenjska zavarovanja bomo predpostavili, da so vplacila in izplacila za

izbrano zavarovalno polico markovska veriga na treh stanjih, in sicer stanje 1 (zavarova-
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nec aktiven), stanje 2 (zavarovanec invalid) in stanje 3 (smrt). Izracunali bomo prve tri

momente (povprecje, varianco in gladkost) za zavarovanja z razlicnimi vplacili oziroma

vplacili.
1 o 2
aktiven invalidnost
p
y /
3
smrt

Slika 2.5: Zivljenjsko zavarovanje s tremi stanji

Predpostavimo, da je obrestna mera konstantna, in sicer 2.75% letno, kar lahko
zapisSemo
r = In(1.0275).

Nadalje predpostavimo, da so jakosti prehodov med stanji odvisne le od starosti zava-

rovanca x, in sicer

fte = vy = 0.0005 + 0.000075858 - 10°-05*
o, = 0.0004 + 0.0000034674 - 10%95* (2.40)

Jakosti prehodov p, v in o so bile dolocene tako, da so mortalitetne tablice za moske,
ki jih uporabljajo zavarovalnice na Danskem (Norberg, 2001a, str. 14), aproksimirali z
Gompertz-Makeham mortalitetnim modelom. V Gompertz-Makehamovem modelu ima
jakost smrtnosti obliko
p(t) = a+ By

Izbrana baza, ki so jo uporabili za doloc¢itev jakosti prehodov sicer ne dopusca ozdravitve
oziroma prehoda iz stanja invalidnosti v aktivno stanje, vendar bomo v nasem primeru
predpostavili, da je to mogoce. Vzemimo torej moskega zavarovanca, ki je ob sklenitvi
30-letnega zivljenjskega zavarovanja dopolnil starost 30 let.

Jakosti prehodov so sledece

ps(t) = pos(t) = paott,
p12(t) = 03044,

o1 (t) = psote
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Slika 2.6: Jakost smrtnosti v odvisnosti od starosti zavarovanca po danskih mortalitet-

nih tablicah.

za 0 < t < 30(= n). Numeri¢ne vrednosti matematicnih rezervacij in visjih centralnih
momentov so prikazane za zacetni stanji 1 in 2 (zaCetno stanje 3 je nezanimivo, saj se iz
njega ne da nikomor premakniti) za ¢t = 0,6, 12, 18,24 in 30. Slika 2.5 prikazuje model

zavarovanja.

Najprej vzemimo zivljenjsko zavarovanje, ki izplaca zavarovalno vsoto 1 v primeru

smrti. V tem primeru je bj3 = beg = 1 in je torej

dB(t) - leg(t) + dNQg(t) za 0<t< n, (2 41)
0 za t>n. .

Za izracun numericnih vrednosti premij in prvih treh visjih momentov sedanjih

vrednosti neto izplacil je potrebno resiti naslednji sistem diferencialnih enacb:
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Slika 2.7: Jakost prehoda iz aktivnega stanja v stanje invalidnosti v odvisnosti od

starosti zavarovanca po danskih mortalitetnih tablicah.

dgf) (1) = (r+ 0u(t) + eV (1) = 0 (V37 (1) = pa®) (V1) + rs)
d?:) (1) = (4 v () + pa )V, V(1) = o)V (1) = v (V3" (8) + i)
%U(t) =V (1)
dgf) () = (2r + 0u(t) + o)V (1) = (V37 (1) = pa (1) (V3™ () + 201V () + by
d?f) () = (2r + v (t) + pe@)VE (1) = palOVE (1) — v (D) (VED (1) — 205 Vi () + 13y
%m(w = 2rV32 (1)
d?f) (1) = B+ 0a(t) + )V (1) = oa (V27 (1) -
= s (VY (1) + 3bi3V5™ (1) + 30,V (1) + by
dﬁg) (t) = B+ va(t) + pa(D)V2” (1) = pa()V (1)
= va(t) (V3P (1) + 30V (1) + 363,V (1) + b3y)
%@(w =3V (1)

33 (2.42)
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Trajanje

zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
m{V (1) 0.0921 | 0.0973 | 0.0980 | 0.0894 | 0.0624 0
miP(t) 0.0921 | 0.0973 | 0.0980 | 0.0894 | 0.0624 0
m{?(t) 0.0491 | 0.0580 | 0.0654 | 0.0672 | 0.0535 0
m$? (t) 0.0491 | 0.0580 | 0.0654 | 0.0672 | 0.0535 0
m{¥(t) 0.0237 | 0.0305 | 0.0383 | 0.0450 | 0.0426 0
m$ (t) 0.0237 | 0.0305 | 0.0383 | 0.0450 | 0.0426 0

Tabela 2.1: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje za primer smrti z zavarovalno
vsoto 1 (by3 = beg = 1).
Vir: Lastni

z robnim pogojem
(9) _ P
Vi¥(n) =0, j,q=1,2,3.

V sistemu opazimo, da so diferencialne enacbe za stanje 3 resljive neodvisno od
drugih enacb in zaradi robnega pogoja nicelne. Zato jih tudi lahko spustimo. Sistem
diferencialnih enacb resimo z numeriécno metodo Runge-Kutta stopnje 4 in nato po
formulah (2.39) izra¢unamo centralne momente mg»q) (t)zaj,q=1,2,3.

Prva centralna momenta z za¢etnim stanjem 1 (mgl)(t)) in z zaCetnim stanjem 2

(mgl)(t)) predstavljata vrednosti matemati¢nih rezervacij ob ¢asu ¢. V tabeli 2.1 lahko
opazimo, da so v tem primeru vrednosti matematic¢nih rezervacij za zacetni stanji 1 in
2 enake. To je zato, ker sta v tem primeru jakosti prehodov iz obeh stanj v stanje 3
enaki.

Druga centralna momenta z zacetnim stanjem 1 (mf)(t)) in z zacetnim stanjem

2 (mg)(t)) predstavljata varianco vrednosti matematicnih rezervacij ob ¢asu t. Z
drugimi besedami nam ta koli¢ina pove, koliko lahko dejanska vrednost matemati¢nih
rezervacij odstopa od pricakovane vrednosti matemati¢nih rezervacij. Vidimo tudi, da
se matematiCne rezervacije pocasi vecajo, nato pa zopet padajo in so ni¢ ob izteku
pogodbe.

Vzemimo sedaj rentno zavarovanje, ki izplacuje zvezno rento 1 na leto, dokler je
zavarovanec v aktivnem stanju. Tu imamo b; = 1. Sistem diferencialnih enacb se
seveda v tem primeru spremeni. Vrednosti centralnih momentov so prikazane v tabeli
2.2. Opazimo, da so vrednosti matematicnih rezervacij za zacetno stanje 1 precej visje
kot za zacetno stanje 2. To je razumljivo, saj, v kolikor zavarovanec sklene zavarovanje
v aktivnem stanju, takoj pri¢ne prejemati rento. Ce pa je zavarovanec ob sklenitvi
zavarovanja invalid, pri¢ne prejemati rento le, ¢e se povrne v aktivno stanje.

Oglejmo si Se primer rentnega zavarovanja, ki izplacuje zvezno rento 1 letno, dokler
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Trajanje

zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
m{V(t) 19.2666 | 16.4545 | 13.2262 | 9.5273 | 5.2399 0
) 1.1601 | 0.8254 | 0.5192 | 0.2609 | 0.0752 0
m{? (t) 10.6554 | 9.1761 | 6.8353 | 3.7755 | 0.9435 0
m$? (t) 13.3138 | 8.3681 | 4.3780 | 1.6348 | 0.2647 0
m{¥(t) ~113.8696 | -85.4780 | -52.8214 | -22.0244 | -3.2637 0
) 166.9980 | 93.3626 | 40.9061 | 11.4256 | 1.0444 0

Tabela 2.2: Centralni momenti za zvezno zivljenjsko rento v vrednosti 1 letno, dokler

je zavarovanec aktiven (b; = 1).

Vir: Lastni

Trajanje

zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
m{P(t) 0.3950 | 0.3887 | 0.3564 | 0.2748 | 0.1274 0
) 18.5015 | 16.0177 | 13.0634 | 9.5412 | 5.2921 0
m{?(t) 32223 | 29422 | 23950 | 1.4740 | 0.4129 0
m$? (t) 19.9499 | 14.1796 | 8.6964 | 3.9568 | 0.8103 0
m{¥(t) 36.3118 | 29.2188 | 20.0460 | 9.3810 | 1.5270 0
m$ (t) -213.8660 | -134.2188 | -69.1952 | -24.0652 | -2.9222 0

Tabela 2.3: Centralni momenti za zvezno zivljenjsko rento v vrednosti 1 letno v primeru
invalidnosti (by = 1).
Vir: Lastni

je zavarovanec invalid. V tem primeru je b = 1. Vrednosti momentov so prikazane
v tabeli 2.3. Iz podatkov lahko vidimo, da je v tem primeru vrednost matematic¢nih
rezervacij visja v stanju invalidnosti in nizja v aktivnem stanju. Razlika v vrednostih
matematicnih rezervacij v zacetnima stanjema je vecja v primeru rente za invalidnost,

saj je manjSa verjetnost za prehod iz stanja invalidnosti v aktivno stanje kot pa obratno.

Vzemimo zdaj zavarovanje, ki izplac¢a zavarovalno vsoto 1 za smrt (b3 = boz = 1)
in izplacuje zvezno invalidsko rento 0.5 na leto (b = 0.5), Ce je zavarovanec in-
valid. Iz obravnavanih primerov lahko dolo¢imo zvezno letno neto premijo, ki jo mora
zavarovanec placevati, dokler je v aktivnem stanju. Ce je bil zavarovanec ob sklenitvi
zavarovanja aktiven, je premija enaka 0.01503 (= (0.0921 +0.5-0.3950)/19.2666). Ce pa
je bil zavarovanec ob sklenitvi zavarovanja v stanju invalidnosti, je neto premija enaka
8.05351 (= (0.0921 + 0.5 - 18.5015)/1.1601).
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Slika 2.8: Vrednosti prvega in drugega centralnega momenta za zivljenjsko zavarovanje

z zavarovalno vsoto za smrt enako 1 in zvezno invalidsko rento 0.5 letno. Premija se

placuje, dokler je zavarovanec aktiven in znasa 0.01503.

Trajanje

zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
m{V(t) 0 0.0444 | 0.0775 | 0.0836 | 0.0474 0
mi)(t) 9.3254 | 8.0938 | 6.6219 | 4.8560 | 2.7074 0
m{?(t) 0.8958 | 0.8289 | 0.6914 | 0.4520 | 0.1621 0
m$? (t) 47397 | 3.2269 | 1.8482 | 0.7419 | 0.1131 0
m{P(t) 4.8164 | 3.8540 | 2.6345 | 1.2442 | 0.2351 0
m$ (t) -26.0443 | -15.5134 | -7.3429 | -2.1786 | -0.1752 0

Tabela 2.4: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje z zavarovalno vsoto 1 za smrt,

z zvezno invalidsko rento 0.5 letno. Zavarovanec placuje zvezno neto premijo 0.01503,

dokler je aktiven.
Vir: Lastni
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Tako lahko izracunamo vrednosti matematicnih rezervacij in visje momente za ziv-
ljenjsko zavarovanje z zavarovalno vsoto 1 za smrt, z zvezno invalidsko rento 0.5 letno.

Zavarovanec placuje zvezno neto premijo P = 0.01503. Rezultate prikazuje tabela 2.4.

2.6.3 Ohranjevanje fluktuacijskih rezervacij v viSini propor-

cionalni varianci

Thielejevo enacbo lahko uporabimo tudi za doloc¢itev visine matemati¢nih rezervacij
in premije za zavarovalne produkte, kjer so izplacila po zavarovalni pogodbi odvisne
od matemati¢nih rezervacij. Diferencialne enacbe za visje momente pa omogocajo
izracun vrednosti matematicnih rezervacij in premij pri zavarovalnih produktih, kjer
so odskodnine po zavarovalni pogodbi odvisne ne samo od vrednosti matemati¢nih rez-
ervacij in premij, ampak tudi variance oziroma visjih momentov. Oglejmo si primer
zavarovalnega produkta, kjer zavarovalnica zeli imeti poleg matematicnih rezervacij v
visini pricakovanih vrednosti bodoc¢ih neto odskodnin tudi rezervacije za kritje bodocih
neto obveznosti, ki so nad pricakovanimi bodo¢imi neto obveznostmi. Slednje rezer-
vacije imenujemo fluktuacijske rezervacije.

Privzemimo, da so za izbrano zavarovalno polico fluktuacijske rezervacije, ki krijejo
bodoce neto obveznosti nad pricakovanimi neto bodo¢imi obveznostmi, proporcionalne
varianci sedanjih pricakovanih vrednosti neto bodocih odskodnin oziroma so v casu t
fluktuacijske rezervacije enake emg?t) (), kjer X; predstavlja stanje zavarovalne police
v casu t, konstanta e pa je proporcionalnostni faktor. Naravna pot za oblikovanje in
ohranjanje fluktuacijskih rezervacij je, da povecamo premijo ob sklenitvi zavarovalne
pogodbe. Premija pa naj se poveca za toliko, kolikor se povecajo fluktuacijske rezer-
vacije. To pomeni, da se fluktuacijske rezervacije v ¢asovni tocki t = 0 povecajo za
em'”(0) na vsakem intervalu [t,t + dt) pa za edmg?t)(t), kjer je 0 < t < n. Zacetni
prispevek v ¢t = 0 k fluktuacijskim rezervacijam je pozitiven, kasneje pa so prispevki
lahko tudi negativni. Vsota vseh prispevkov fluktuacijskih rezervacij na ¢asovnem in-
tervalu, na katerem je zavarovalna polica aktivna, pa mora biti ni¢. Torej mﬁ?f (n) =0
in

m?0) + [ dm(e) = m (m) = 0.
0

Oglejmo si sedanjo vrednost vseh bodocih prispevkov fluktuacijskih rezervacij

m{ (0) + / vidm') () = m? (0) + vm ) (1)) + / vbimS) (¢)dt
0 0 (2.43)

0

To nam pove, da prispevki fluktuacijskih rezervacij povecajo visino premije, kljub temu,

da se sestejejo v 0.
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Vzemimo sedaj primer standardne police in predpostavimo, da so B; in bj; neod-
visne funkcije vrednosti Vj(q) in da v zavarovalni polici ni predvidenih nobenih nezveznih
izplacil. To pomeni, da so funkcije Vj(q) (t) zvezne na intervalu (0,n). V primeru, ko
zavarovalnica za tako zavarovalno pogodbo vpelje fluktuacijske rezervacije, se izplacila

po zavarovalni polici spremenijo na slede¢i nacin:

e Zvezno placilo v stanju j

bi(t) = by(t) + edmP (1) = by (1) + ed(V2 (1) — (VY (1))
= b;(t) + e(aV,P (1) — 2V V(1) aVV (1)).

j
e Placilo v stanju k£ v primeru skoka iz stanja j v stanje k

bj(t) + e(m (t) — m{P (1))
bi(t) + e[V () — (VI ()2 = V() + (v (1)),

J J

by (t)

2)

Diferencialne enacbe (2.24) postanejo

SVt = RO(0) — geS, (V) (2.44)
kjer so
RO(t) = (qr(t) + p.())V,(t) — gby (VD (2)
_ ~ (4 S
> 3 (p) (byu()PVI (1),
5,(1) = SV @) 20 SV,

Ker je S;(t) funkcija odvodov matematic¢nih rezervacij, jo poskusimo malo preoblikovati.
Pomnozimo prvo enacbo za ¢ = 1 v (2.44) z 2\/j(1)(t) in odstejmo dobljeni rezultat od
druge enacbe za ¢ = 2. Dobimo

Si(t) = RP () — 2V )RV ().

J J

S tako izbranim S;(t) lahko resimo sistem diferencialnih enacb (2.44). Princip ekviva-
lence je v tem primeru

vV(0) = —ABE — em!{P(0),

j
ki jo izpolnimo s poskuSanjem s spreminjanjem premije.

Oglejmo si ta primer na ze prej predstavljenem primeru zivljenjskega zavarovanja z
zavarovalno vsoto za smrt 1 in zvezno letno rento 0.5 v primeru invalidnosti. Pred-

postavimo, da zelimo imeti fluktuacijsko rezervacijo v visini 10% variance oziroma
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Trajanje

zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
miP(t) -0.09074 | -0.04431 | -0.00129 | 0.02735 | 0.02320 0
) 8.94986 | 7.82420 | 6.45011 | 4.78725 | 2.69639 0
m{?(t) 0.90727 | 0.83717 | 0.69707 | 0.45539 | 0.16329 0
m$? (t) 481154 | 3.25988 | 1.86038 | 0.74521 | 0.11358 0
m{¥(t) 4.92460 | 3.91536 | 2.66538 | 1.25637 | 0.23745 0
m$ (t) -26.72788 | -15.78472 | -7.42516 | -2.19561 | -0.17650 0

Tabela 2.5: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje z zavarovalno vsoto 1 za smrt,
z zvezno invalidsko rento 0.5 letno. Zavarovanec placuje zvezno neto premijo 0.01672,
dokler je aktiven.

Vir: Lastni

prispevke k fluktuacijski rezervaciji v visini 10% spremembe v varianci. Rezultate

prikazuje tabela 2.5.

Primerjamo lahko tabeli 2.4 in 2.5, ki prikazujeta vrednosti momentov sedanjih
vrednosti neto obveznosti brez in z dodanimi fluktuacijskimi rezervacijami. Najprej
opazimo, da se premija pri zavarovanju s fluktuacijsko rezervacijo poveca, in sicer z
0.01503 na 0.01672, kar predstavlja kar 11% porast v premiji. Opazimo tudi, da je
vrednost matematicnih rezervacij v tem primeru negativna na zacetku. Razlog za to
je, da mora zavarovalnica dati na stran znesek emf)(()) ob sklenitvi zavarovanja za

oblikovanje fluktuacijske rezervacije.

Sicer pa ta primer nima prave prakti¢ne vrednosti, saj se v praksi odlo¢imo za
dolocitev vrednosti fluktuacijskih rezervacij za celoten portfelj zavarovanj in ne za vsako
posamezno polico posebej. Problem pri dolocanju visine fluktuacijskih rezervacij po
policah pa je tudi, da bi v tem primeru morali resiti sistem diferencialnih enacb za
vse police v portfelju naenkrat, kar bi predstavljalo velik problem. V élanku (Nor-
berg, 1995a, str. 179) Norberg navaja, da je mogoce uporabiti predstavljeno tehniko v
primeru, ko predpostavimo, da je portfelj zavarovalnih polic stacionaren skozi celotno
obdobje obravnavanega zavarovanja. V tem primeru lahko namrec¢ razstavimo fluk-
tuacijske rezervacije za celoten portfelj linearno kot vsoto fluktuacijskih rezervacij indi-

vidualnih zavarovalnih polic tako, da vzamemo konstantne koeficiente v razcepu.
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Slika 2.9: Vrednost matematic¢nih rezervacij za zivljenjsko zavarovanje brez in z ob-
likovanjem fluktuacijskih rezervacij. Zavarovanje krije zavarovalno vsoto 1 za smrt in
zvezno invalidsko rento 0.5 letno. Zavarovanec placuje zvezno premijo, dokler je aktiven.
Matematic¢ne rezervacije so nizje, ko zavarovalnica oblikuje fluktuacijske rezervacije, saj
se premija povisa najbolj zaradi povecanja fluktuacijskih rezervacij v tocki 0, ko fluk-
tuacijske rezervacije narastejo od 0 do m§2)(0). Za t > 0 so prispevki k fluktuacijskim
rezervacijam dm?) (t) precej manjsi oziroma skoraj nicelni (glej sliko 2.10), premija pa

je Se vedno enako visoka.
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Slika 2.10: Vrednost variance sedanjih vrednosti za zivljenjsko zavarovanje brez in z
oblikovanjem fluktuacijskih rezervacij. Zavarovanje krije zavarovalno vsoto 1 za smrt
in zvezno invalidsko rento 0.5 letno. Zavarovanec placuje zvezno premijo, dokler je

aktiven.

2.6.4 Primer zivljenjskega zavarovanja za dve osebi, modeli-
ranega s Stirimi stanji

Poglejmo si sedaj zivljenjsko zavarovanje, imenovano tudi vdovska pokojnina. Za za-
varovanje se zvezno placuje letna neto premija ¢, dokler sta ziva oba zakonca. V
primeru mozeve smrti se pri¢ne zeni zvezno izplacevati vdovska pokojnina b letno. V
kolikor je ob mozevi smrti zena ze pokojna, pa se zavarovalna vsota s izplaca otrokom
oziroma drugemu upravicencu. Zavarovanje ugasne po n letih. Markovski model za to
zavarovanje je prikazan na sliki 2.11.

Za to zavarovanje zelimo izracunati le vrednosti matematicnih rezervacij. Pred-

postavimo, da je jakost umrljivosti enaka za oba zakonca
pa(t) = paz(t) = ps(t) = paa(t) = psa(t)
in da imamo konstantno obrestno mero
r = In(1.0275).

Sistem diferencialnih enach, ki ga je potrebno resiti, je naslednji:
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1 2
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Slika 2.11: Model za vdovsko pokojnino, pri kateri se izplacuje ob mozevi smrti renta

zeni oziroma, Ce je zena ze pokojna, se zavarovalna vsota za smrt izplaca otrokom.

Trajanje
zavarovanja v 0 6 12 18 24 30

letih (t)
m{V(t) 0.8019 | 0.7395 | 0.6152 | 0.4166 | 0.1645 0
miP(t) 19.6616 | 16.8431 | 13.5826 | 9.8021 | 5.3673 0
mi(t) 0.0921 | 0.0973 | 0.0980 | 0.0894 | 0.0624 0

Tabela 2.6: Vrednosti matematic¢nih rezervacij za vdovsko pokojnino brez upostevanja
premije.
Vir: Lastni

dvy” &) M ()

(1) = (r 4+ 2 ()0 — (O (0 + R (0) + e
%(t)ﬂrwxa»v;”(t)—b, (2.45)
d‘/é(l)

(1) = (r 4 ()37 () = pa(0)s.

z robnim pogojem
avn) =0, j=1,2 3.

V sistem nismo vkljucili diferencialne enacbe za absorbirajoce stanje 4, saj je nicelna.
Sistem diferencialnih enacb zopet resimo z numeri¢no metodo Runge-Kutta stopnje 4.
Vrednosti matematicnih rezervacij za razlicna zacetna stanja so prikazana v tabeli 2.6.
V primeru smo vzeli s =11in b = 1.

Iz tabel 2.6 in 2.7 se vidi, da je zavarovanje vdovska pokojnina smiselno le, kadar se

zavarovalna pogodba sklene v stanju 1 oziroma, ko sta oba zakonca Se ziva. Za zacetno
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2.6 Numeric¢ni izra¢uni

Trajanje
zavarovanja v 0 6 12 18 24 30

letih (t)
m{P(t) 0 0.0547 | 0.0638 | 0.0174 | -0.0567 0
m{ (t) 19.6616 | 16.8431 | 13.5826 | 9.8021 | 5.3673 0
mi (t) 0.0921 | 0.0973 | 0.0980 | 0.0894 | 0.0624 0

Tabela 2.7: Vrednosti matemati¢nih rezervacij za vdovsko pokojnino z neto premijo

0.0425065 za zacetno stanje, ko sta oba zakonca ziva.

Vir: Lastni
Trajanje
zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
m{"(t) 0.8185 | 0.7545 | 0.6271 | 0.4235 | 0.1663 0
ms" (t) 19.6616 | 16.8431 | 13.5826 | 9.8021 | 5.3673 0
mi (¢) 0.0921 | 0.0973 | 0.0980 | 0.0894 | 0.0624 0

Tabela 2.8: Visina matematicnih rezervacij za vdovsko pokojnino z dodatnim izplacilom
zavarovalne vsote v velikosti polovice trenutnih matematicnih rezervacij v primeru, ko
zena umre pred mozem. Premija se ne placuje (¢ = 0).

Vir: Lastni

stanje 2 je to kar navadna renta Zeni, za zacetno stanje 3 pa je to zivljenjsko zavarovanje
za smrt moza z zavarovalno vsoto s.

To zavarovanje lahko malo spremenimo in predpostavimo, da v primeru ko zZena umre
pred soprogom v ¢asu trajanja zavarovanja, zavarovanje izplaca 50% trenutne vrednosti
matematicnih rezervacij. To je smiselno, saj se v tem primeru vdovska pokojnina ne bo

nikoli zacela izplacevati. V tem primeru potrebujemo nov sistem diferencialnih enacb

PATAS " y .
dlt (t) = (r+ L.5u. (8)V3 7 (t) — e () (Vo (8) + V37 (1)) + ¢,
dv) 1
di (t) = (r + pa )V (1) — b, (2.46)
(1)
d‘;‘i () = (r 4 pa(0))VA (1) — pa(t)s.

z robnim pogojem

av(t) =0,

. ji=1,2 3.

Ce primerjamo tabelo 2.6 in tabelo 2.8, lahko opazimo, da se spremeni le mgl) (1), saj

ima dodatno izplacilo vpliv le na matematicne rezervacije v stanju, ko sta oba zakonca
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Trajanje

zavarovanja v 0 6 12 18 24 30
letih (t)
m{P(t) 1.2192 | 1.0302 | 0.7867 | 0.4899 | 0.1783 0
) 25.6870 | 20.9459 | 16.0487 | 10.9823 | 5.6894 0
m§ (t) 0.1345 | 0.1304 | 0.1209 | 0.1021 | 0.0665 0

Tabela 2.9: Matematicne rezervacije za vdovsko pokojnino s dodanimi stroski 2% od
trenutnih matemati¢nih rezervacij

Vir: Lastni

Ziva, v ostalih stanjih pa ne. Ce primerjamo rezultate za mgl)(t) v tem primeru s prej
obravnavanim primerom, vidimo, da se vrednosti malenkostno povecajo, kar je smiselno,
saj imamo v slednjem primeru dodatno izplacilo zavarovalne vsote in mora zato tudi
matematicna rezervacija biti visja. Zvezna premija, dolo¢ena po principu ekvivalence,
se pri tako spremenjeni zavarovalni polici spremeni iz prejSnje vrednosti 0.0425065 na
0.0433829, kar pomeni povisanje premije za 2%.

Osnovno polico lahko spremenimo tudi tako, da v izracun vrednosti matemati¢nih
rezervacij vklju¢imo tudi stroske, ki so odvisni od vrednosti trenutnih matemati¢nih
rezervacij. Kot primer takih stroskov je upravljavska provizija povezana z upravljan-
jem kapitala za kritje matemati¢nih rezervacij. Predpostavimo torej, da se stroski
obracunavajo zvezno v odstotku a od trenutnih matematicnih rezervacij skozi celotno

trajanje zavarovanja [0, n]. Sistem diferencialnih enacb je sledec:

av 1 1 1 1
dlt (t) = (7” + 1.5[%(15))‘/1( )(t) - ,ux(t)(VQ( )(t) — V3( )(t)) te— CZVI( )(t),

d‘ﬁl) (t) = (r+ :LL:I«“(t))V;l)(t) —b— CLVQ(l)(t), (2.47)

d‘/é(l)

(1) = (r+ pa (WA (t) — pa(t)s — aVi (1),

dt

z robnim pogojem
@y — .
dvi’(n) =0, j=1,2,3.
Iz sistema diferencialnih enac¢b (2.47) opazimo, da imata upostevanje stroskov v
matematicnih rezervacijah v odstotku a od trenutnih matematic¢nih rezervacij in znizanje

obrestne mere r za vrednost a enak vpliv na visino matematic¢nih rezervacij.
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Slika 2.12: Vrednost prvega, drugega in tretjega centralnega momenta sedanjih vred-
nosti bodocih neto izplacil za vdovsko pokojnino v primeru, ko sta oba zakonca ziva ob

sklenitvi zavarovanja. Premija se ne placuje.
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Slika 2.13: Odvisnost matematicnih rezervacij od trajanja zavarovanja za vdovsko po-
kojnino v primeru, ko sta oba zakonca ziva ob sklenitvi zavarovanja. Premija se ne

placuje.
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Slika 2.14: Vrednosti matemati¢nih rezervacij za razliécne oblike vdovskih pokojnin, ¢e

je polica sklenjena, ko sta oba zavarovanca ziva. Premija se ne placuje.

46



Poglavje 3

Modeliranje v okolju stohastic¢nih

obrestnih mer

V tem poglavju bomo razsirili modele iz prejsnjega poglavja tako, da bomo vkljucili
stohasti¢no obrestno mero. Uporabili bomo Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR) za sto-
hastiéno modeliranje obrestne mere v prihodnosti. Stohasti¢no generirano pot obrestne
mere bomo aproksimirali s stopnic¢asto funkcijo in tako dolocili niz moznih vrednosti
(stanj) za obrestno mero. Predpostavili bomo, da se obrestna mera lahko premakne le
za eno stanje levo ali desno, in sicer z enako verjetnostjo, iz stanj na skrajni levi (desni)
pa je mogoc le skok v desno (levo).

Tako bomo imeli dve markovski verigi, eno za model zavarovalne police in drugo
za model obrestnih mer. Predpostavili bomo, da sta ti dve med seboj neodvisni, in
tako pokazali, da obstaja posplosen sistem diferencialnih enacb za momente sedanje
vrednosti denarnega toka, povezanega s privzetim zavarovanjem.

Ponazorili bomo uporabo predstavljenega modela na primerih iz prejsnjega poglavja.
Ker pa je za izracun visine matemati¢nih rezervacij pomembna tudi izbira primernih
parametrov, si bomo v tem poglavju ogledali, kako analizirati ob¢utljivost matemati¢nih

rezervacij na parametre in teorijo podkrepili s primeri.

3.1 Klasiéni modeli stohastiénih obrestnih mer

V model zelimo vpeljati Se negotovost, povezano z bodoc¢imi obrestnimi merami. Narav-
na pot je, da obrestno mero modeliramo kot slu¢ajno spremenljivko. Pri vrednotenju
matematicnih rezervacij dolgoro¢nih zavarovanj je to Se posebno pomembno, saj lahko
sprememba obrestnih mer veliko prispeva k variabilnosti matematicnih rezervacij.
Modelov, ki generirajo pot obrestne mere, je veliko, vsak model ima svoje posebne

lastnosti. Nastejmo le nekaj modelov:
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

e Vasickov model

e Dothanov model

e Cox, Ingersoll in Ross (CIR) model
e Eksponentni Vasickov model

Opisi in glavne lastnosti teh modelov so povzeti po (Brigo, Mercurio, 2001, str. 50-63).

3.1.1 Vasickov model

Vasicek je predstavil ta model ze leta 1977. Predpostavil je, da se zvezna trenutna
obrestna mera giblje kot afina transformacija Ornstein-Uhlenbeckovega procesa! s kon-

stantnimi koeficienti.
dr(t) = k[0 — r(t)]|dt + odW (t), 7(0)= 7o, (3.1)

kjer so 7, k, 6 in o pozitivne konstante.

Integriranje enacbe (3.1) nam da za vsak s <t,
¢
r(t) = r(s)e "7 4 g(1 — e HI79)) ¢ cr/ e MDA (u), (3.2)

kar pomeni, da je r(t) glede na verjetnostni prostor F; normalno porazdeljena z

E[r(t)|Fs] = r(s)e*k(t*s) +6(1 — e’k(t’s)),
2
o

2k

(3.3)

Var [r(t)|F] (1 — e 2kt=2)),

Iz zgornjih enacb lahko opazimo, da je obrestna mera r(t) lahko tudi negativna s po-
zitivno verjetnostjo. To je glavna slabost tega modela. Lastnost tega modela je tudi,
da tezi k povprecni obrestni meri, saj matematicno upanje tezi k vrednosti 6, ko gre t
v neskon¢nost. To lahko vidimo tudi iz enacbe (3.1). Zaradi tega dejstva imenujemo
konstanto € kar dolgoro¢no povprecje obrestne mere. Sprememba obrestne mere je po-

zitivna vedno, ko je konstanta 6 vecja od trenutne obrestne mere 7(t) in sicer negativna.

3.1.2 Dothanov model

Dinamika obrestne mere je sledeca
dr(t) = ar(t)dt + or(t)dW (t), (3.4)

kjer je a realna konstanta.

1Ornstein-Uhlenbeckov proces je modeliran kot dr = —r(t)dt + dW .
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Integriranje enacbe (3.4) nam da za vsak s <t,

r(t) = r(s)ela 3=tV O-W () (3.5)

kar pomeni, da je r(t) glede na verjetnostni prostor F, lognormalno porazdeljena z

Elr(t)|F] = r(s)e""™,

. 3.6
Var [r(t)|Fs] 7’2(5)6%(“3)(6” (t=s) _ 1). (3:6)

Zaradi tega, ker je r(t) lognormalno porazdeljen, je r(t) vedno pozitiven za vsak t.

3.1.3 Cox-Ingersoll-Rossov (CIR) model

Cox, Ingersoll in Ross so v svojem modelu vrinili koren obrestne mere v difuzijski ¢len
Vasickovega modela. Tako je postal dobljeni model najbolj priljubljen, predvsem zaradi
njegove analiticne preglednosti in dejstva, da je za razliko od Vasickovega modela tu

obrestna mera vedno pozitivna:

dr(t) = k[0 — r(0)]dt + o/r(t)dW (L), 7(0) = rq, (3.7)

kjer so rg, k, 6 in o pozitivne konstante.

V modelu moramo zadostiti pogoju
2k0 > o2,

¢e zelimo, da ostane r(t) pozitiven. Matemati¢no upanje in varianca sta naslednja

Efr(t)|Fs] = r(s)e ") 4 0(1 — e H=9)),
2

Var [r(§)F)] = r(s) -

k(t 2k (t 0’ k(t—s)\2 (3.8)
(e7Flt=s) _ o=2hk(t=s) +9ﬂ(1 — e k=92,

3.1.4 Eksponentni Vasickov model

Naravna pot, da za proces obrestne mere dobimo lognormalno porazdelitev, ki je al-
ternativa Dothanovemu modelu, je, da predpostavimo, da logaritem r sledi Ornstein-

Uhlenbeckovem procesu y, ki je definiran z
dy(t) = [0 — ay(t)]di + odW(t), y(0) = wo, (3.9)

kjer so 6, a in o pozitivne konstante, yo pa je poljubno realno stevilo. Ce tako postavimo

r(t) = e¥® za vsak t, dobimo naslednjo dinamiko za obrestno mero:

2

dr(t) = r(t)[0 + % —alnr(®)]dt + or(t)dW (t). (3.10)
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Ta model je zelo podoben Vasickovem modelu, in ¢e se spomnimo enacbe (3.2), je proces

r za vsak s < t, eksplicitno podan kot

r(t) = e I+ 1met )t [feme (T (w) (3.11)

(
To pomeni, da je r(t) pogojno na Fs lognormalno porazdeljena z
(¢

[7" )‘f] lnr(s)e—a(t—s)+g(1ie—a(t—s))+<z717a[176—2a(t—s)}
) (3.12)

E[Tz(t)‘fs] _ 62lnr(s)e*“(t75)+2g(lfe*a(tfs))Jr%[1fe’2a<t’s)}.
Opazimo lahko, da, za razliko od Dothanovega modela, obrestna mera v tem modelu

vedno tezi k povprecni vrednosti procesa obrestne mere. To je res zaradi
lim E[r(t)|Fs] = eE+_a.
t—o00

Opazimo lahko tudi, da varianca tezi h kon¢ni vrednosti

2 02 02
lim Var [r(t)|F,] = e "5 [e3 — 1].

t—o00

3.2 Aproksimacija stohasti¢nih obrestnih mer z Mar-

kovskimi verigami v zveznem casu

3.2.1 Model za obrestne mere

Predpostavimo, da se da ekonomija oziroma vsaj tisti del ekonomije, ki vpliva na
obrestne mere predstaviti kot homogena zvezna markovska veriga Y na kon¢nem pros-
toru stanj JY = {1,...,J¥}, z jakostmi prehodov A4, e, f € J¥, e # f. Ko smo v

stanju e, je zvezna obrestna mera enaka r.. To lahko opisemo z
=> (b,
e

kjer je IY(t) = 1{y(1)=ey indikator slucajnega dogodka, da je Y v stanju e v trenutku
t. Predpostavka homogenosti ni nujno potrebna in rezultati v tem poglavju ostanejo
nespremenjeni tudi, ko se A,y spreminjajo po ¢asu. Glavni razlog za to predpostavko
je, ker le ta vodi v dolgoroéno stabilnost slucajnega procesa obrestnih mer (Norberg,
1995b, str. 247).

3.2.2 Model za izplacila po zavarovalni polici

Za modeliranje denarnih tokov za poljubno zavarovalno polico uporabimo standardni
model markovskih verig, kot smo ga definirali v prejsnjem poglavju z dodatno oznako
za indikator in proces Steja Z, ki lo¢i omenjeni proces od slucajnega procesa za obrestno

mero.
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3.2 Aproksimacija stohasti¢nih obrestnih mer z Markovskimi verigami v zveznem ¢asu

3.2.3 Model za izplacila po zavarovalni polici s stohasti¢no

obrestno mero

Predpostavimo, da sta procesa Y in Z neodvisna. Po lemi (3.2.1) sledi, da je (Y, Z)

markovska veriga na verjetnostnem prostoru J¥ x JZ z jakostjo prehodov

Aef(t) e#faj:ka

Fejk(t) = Q p(t) e =f, 5 #k, (3.13)

0 e# f,J#k
Definirajmo za poljubni ¢ = 1, ..., G markovsko verigo X9 = {X9(¢)};>o na kon¢nem
prostoru stanj J¢ = {1,...,J%} in definirajmo njeno prehodno porazdelitev z p, .,

j9, k9 € J9. Definirajmo G-dimenzionalni proces X = {X(¢)}>0 na prostoru J =
Tt x - J% kot X(t) = (X(2),..., XE(1)).

Lema 3.2.1. Ce so markovski procesi X9, g = 1,...,G, med seboj neodvisni, potem
je tudi proces X = (X',..., X%) markovski proces in njegove prehodne verjetnosti so

podane s formulo
G
pjrego g (tuw) = [ [ plogo (t ). (3.14)
g=1

Prav tako, c¢e ima vsak posamezen proces X9 jakosti prehodov podane z u?gkg(t), potem,

so jakosti prehodov za X enake

9. .(t) e j9 £ k9 in " = k" za poljubne h # g,
ftose gt () = 4 197 (t) cej’# S ey 79 (515
0 za vse ostale (51 ---j9) # (kY- k).

Dokaz. Najprej pokazimo, da za produkt med seboj neodvisnih markovskih verig velja
markovska lastnost. Predpostavimo, da imamo ¢, < --- < tp, t1,...,t, € [0,n] in naj

bodo x1,...,z, stanja procesa X, j{,... , J§ pa stanja procesov X9.
PX(t,) = z,|X(th) =ap, h=1,...,p—1] =

=P [(X'(tp), .-, X(tp)) = Gpr - G(X (), -, X ()
=(ps--ndi) h=1,...,p—1]

Il
—]a

PIX™(t,) = 01X ™ (0) = 'y h=1,...,p— 1] (3.16)

3
I

Il
—a

P[Xm(tp) - j};”le(tp—l) = j;,zl]

3
Il

(X (tp) = 2| X (tp1) = pa].
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

V enachi (3.16) je drugi enacaj posledica tega, da so procesi komponent X9 med se-
boj neodvisni, tretja enakost pa velja, ker so procesi komponent markovske verige in
zadoscajo markovski lastnosti.

Enacba (3.14) je trivialna in je posledica tega, da so komponente procesa X neod-
visne markovske verige.

Pokazati moramo $e lastnost (3.15). Vemo, da je jakost prehoda iz stanja j; ... jg

v stanje ki ... kg definirana kot

Piji..jg.k1.. ke (tu t+ dt) = Mji...jg.k1.. ke (t)dt + O<dt>

oziroma
Pji.ja.gi-da (ta t+ dt) =1- :ujl---jcr(t)dt + O(dt)'
Pokazimo, da ta enakost drzi za proces X:

G

pjl...jg,k1...kg (tu t + dt) = Hpggkg (t7 t + dt) + O<dt>
g=1

G
T (e (0t =75 (1 = 8, (1)dt) 575 + ()

i
I

Il
—a

(1o (£)dt)' 275 + o(dt).

i
I

Enacba zgoraj je enaka (u?gkg(t)dt)l"gfgk" + o(dt), ko je vsaj en j9 # k9, sicer pa je
velikosti o(dt).
]

3.3 Izracun matemati¢nih rezervacij

Za tako podan splosni model zavarovalne police lahko dolo¢imo pogodbeno obveznost,
ki jo nosi zavarovalnica. Pogodbeno obveznost dolo¢imo kot pogojno matemati¢no
upanje slucajne spremenljivke sedanje vrednosti bodoc¢ih neto izplacil po dani polici in

jo oznacimo kot

q _ 1 " q _ o
V0 = Ellgs [ vy () = e 2(0) = )

Izrek 3.3.1. Funkcije Ve(]q) (t) so dolocene z diferencialnimi enacbmi

V@) = (ar0) + s 0+ V@) - b, (VS0

dt ¥
- % 03 (1) )V 0 - X Ao,

k;k#j =0 Iif#e

(3.17)
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3.4 Ocena tveganja

ki so dobro definirane na (0,n) \ D. Robni pogoj je

q
v =3 (1) B0 - Bie-)vE 0, 1e D, (3.8
1=0

Dokaz je zelo podoben dokazu izreka 2.5.1 v 2. poglavju, zato ga tu ne bomo ponavljali.
Glavna sprememba, ki jo je potrebno narediti, je, da r; razumemo kot r; = > i riI;(t)
in zamenjamo konstanto r v izreku z /. Upostevati je tudi potrebno posebno strukturo
jakosti prehodov in izplacil oziroma vplacil, saj so le ti odvisni le od procesa Z, kar
pomeni, da ni izplacil ob spremembi stanja v procesu obrestne mere.

(3) (t) se dolocijo na osnovi necentralnih momentov Ve(]g) (1), in

Centralni momenti m,

sicer

(3.19)

3.4 QOcena tveganja

Tradicionalno se matematicne rezervacije za dan zavarovalni portfelj doloc¢ijo kot mate-
maticno upanje neto bodocih obveznosti zavarovalnice. Ker pa se v realnosti parametri,
potrebni za izracun matematicnih rezervacij, v vecCini primerov ne ujemajo z uporab-
ljenimi parametri, je potrebna dodatna rezervacija, ki izravnava nihanja v odstopanjih
v izracunih. Enostavno pravilo je, da je dobro imeti kapital za kritje matematic¢nih
rezervacij vsaj v visini

R=EV 4+ 2vVarV,

kar je po neenakosti Cebiseva zadosti za kritje diskontiranih bodo¢ih obveznosti z verjet-
nostjo vsaj 0.75. Ce je porazdelitev V simetri¢na, je ta verjetnost vsaj 0.875, in v kolikor
je porazdelitev blizu normalni porazdelitvi, je verjetnost okoli 0.975. Za podrobnosti
glej ¢lanek (Norberg, 1993, str. 824).

Naredimo oceno tveganja za nas model. Bodoca izplacila in vplacila naj bodo mo-
delirana z

dB(t) =Y L(t)dBi(t) + > bu(t)dNu(t).
k Lil#k

Izplacilo oziroma vplac¢ilo, narejeno v majhnem casovnem intervalu dt okoli ¢asovne
tocke t, oznacimo z dB(t).

Presezek, ki je bil ustvarjen zaradi vplacil, je trenutno investiran in prinasa obresti

s trenutno obrestno mero r(t) v ¢asu t. Funkcija diskontiranja je
v(t) = e,
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

kjer je

R= /0 tr(f)df

akumulirana obrestna mera. Seveda predpostavimo, da je obrestna mera stohasti¢na.
Oznacimo naslednje vrednosti

$1(t) = E(v(t)) = Ee BO), (3.20)
Po(t) = E(v(t)z) = EeiQR(t), (3.21)
Pa(s,t) = E(v(s)v(t)) = Be BE-EO, (3.22)

V enachi (3.21) smo skrajsali ¢o(t) = ¢o(t,t). Prav tako predpostavimo, da sta
procesa B in r stohasticna in med seboj neodvisna.

Matemati¢ne rezervacije so definirane kot
V = /OO’U(T)dB(T).
0
Predpostavimo tudi, da sta neodvisna tudi procesa B in v. Potem velja
EV = E/OO v(7)dB(T)
0
- | Ber)Ease)

/ o (DE(dB(7)),

= E¢1

(3.23)

kjer je Ey, V matematié¢no upanje z deterministicno funkcijo diskontiranja enako ¢;.
Izrazimo Se varianco

VarV = E(/ 7)dB(1)%) — E(V)?
= E( // (0)dB(7)) — E(V)? (3.24)
// E(dB(0)dB(r)) — E(V)>.
Ce vstavimo v zadnjo enacbo E(v(0)v()) = Cov (v(0)v(7)) + ¢1(0)¢1(7), dobimo
VarV = //Cov JE(dB(0)dB(7)) + Varg, (V), (3.25)

kjer je Vary, (V) varianca izracunana z deterministi¢no diskontirano funkcijo ¢.
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3.4 Ocena tveganja

Predpostavimo, da se zvezna obrestna mera r(t) giblje po Vasickovem modelu. Z
diskretno aproksimacijo se da pokazati (Norberg, 1993, str. 825), da ima proces R(t) =

fg r(7)dr, ki predstavlja akumulirane obresti, zvezno normalno porazdelitev

R(t)|rg ~ N(pe, 07),

e = t0 + % (1—e™) (ro—9),
2

1
2 = % (tk —2(1—e M)+ 5(1 — e%t))

0y
o’ 1 —kt\2
_ﬁ(tkjL_(l_(Q_e ))),

kjer so rg, k, 6 in o pozitivne konstante dolocene s procesom r. Vsota ima ravno tako

zvezno normalno porazdelitev z

R(s) + R(t)]ry ~ N(pts: 02,),

1
M&t = (S + t)@ —+ E (2 — e_ks _ e—kt) (TO . e)

inzal<s<t,inr=t—s

2
1
Uit :% ((T -+ 4S)k + 5(1 + 6—]4?15)2(1 _ 6—2k8)_

—4(1+e )1 —e ) + %(1 —(2- e_kt)Q)) .

Spomnimo se, da ¢e imamo normalno sluc¢ajno spremenljivko R(t) ~ N(py,0?),
potem ima slu¢ajna spremenljivka Y = e~ lognormalno porazdelitev (y ~ Logn(u, 0?))

Z

Ce to vstavimo v enacbe (3.20), (3.21) in (3.22), dobimo sledece

or(t) = B(u(t)) = Be RO = ¢net % (3.26)
da(t) = E(v(t)?) = Ee 2RO = 2oi—n) (3.27)
Pa(s,1) = E(v(s)v(t)) = Be RE-RO — e_“s’t’L%. (3.28)
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

Koncno lahko zapisemo formulo za matematicne rezervacije

EV — / et E B(AB(r),
0 02 (3.29)
VarV = / e hort 5" E(dB(0)dB(r)) — E(V)2.

Oglejmo si primer ocene tveganja za portfelj zivljenjskih zavarovanj za smrt, v
katerem predpostavimo, da so zavarovalne police med seboj neodvisne. Zavarovalna
pogodba doloca, da zavarovalnica izplaca zavarovalno vsoto takoj ob smrti, ¢e se to
dogodi v casu trajanja zavarovanja in da se za to zavarovanje zvezno placuje premija,
dokler je zavarovanje aktivno. Neto izplacila po zavarovalni polici bomo modelirali
z markovskimi verigami na dveh stanjih (glej Slika 2.1). Za posamezno zavarovanje

oznacimo naslednje:

x starost zavarovanca ob sklenitvi pogodbe,

t' ¢as sklenitve pogodbe,

n zavarovalna doba,

t" =t + n cas, ko zavarovalna pogodba potece,
b zavarovalna vsota,

c* zvezna zavarovalna letna premija.
Predpostavimo, da so premije doloc¢ene z naslednjimi parametri:

wr jakost umrljivosti za x let starega zavarovanca s pripadajoco funkcijo prezivetja
2P0

r* obrestna mera, pripadajoca funkcija diskontiranja je v*(t) = e "t

a* stroski, odvisni od zavarovalne vsote, se obracunajo ob sklenitvi zavarovanja,

(* stroski, odvisni od premije, se obra¢unajo ob vsakem plac¢ilu premije,

~v* administrativni stroski, odvisni od zavarovalne vsote, se obracunavajo zvezno, dokler

je zavarovanje aktivno.

Najprej dolo¢imo premijo za poljubno zavarovalno polico %

Clgn| = b + bA;:m + B¢ gy + 7 bgn)
b (OZ* + Aim + ’Y*aﬂ:m)
B 1 - ﬁ* dx:rﬂ

Sedaj se osredoto¢imo na celoten portfelj polic zivljenjskih zavarovanj, ki so aktivne

C*

v casu 0. V portfelju osteviléimo vsako zavarovalno polico od 0 do n. Pri racunanju

viSine matematicnih rezervacij bomo uporabljali realne parametre, znane v trenutku
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3.4 Ocena tveganja

izracuna, ki se bodo razlikovali od parametrov, uporabljenih za izracun premij ob skle-
nitvi zavarovanja. Za realne parametre ne bomo uporabili x. Model neto bodocih
izplacil za i-to zavarovalno polico je dan dB;(t) = (bidN'(t) — ¢;I'(t)dt) Lo (t), kjer i

oznacuje zavarovalno polico 7, ¢;, je zavarovalna premija
*
¢ =(1—0)c —biy.

Naj p;(t) oznacuje pogojno verjetnost prezivetja do casa t in p;(t) jakost umrljivosti
v Casu t za zavarovanca, kjer je t € (0,t”). Dolociti zelimo E(dB(t)), E(dB(t)) in
E(dB(s)dB(t)). Najprej

n

E(dB(t)) = E(Z (bidN'(t) = eiI'(t)dt) [i0,01(t))

= Z (BE(AN'(t)) — E(I'(t))dt) [0,(t))

= Z (bipi(t)ps(t) — cipi(t))dt

= Qi(t)dt = Q(t)dt.

i=1
Izpeljimo Se formulo za kovarianco.
Cov (dB;(s),dB;(t)) = E((b;dN*(s) — c;I'(5)ds)(b;dN*(t) — c;I'(t)dt)) — Q;s(s)Qi(t) ds dt
= E(—c;I'(s)ds(bidN*(t) — ;' (t)dt)) — Qi(s)Qi(t) ds dt
= —¢;Qi(t)dsdt — Qi(s)Qi(t) ds dt.
To enacbo bomo uporabili za izracun E(dB(s)dB(t)). Za 0 < s < t:

E(dB(s)dB(t)) = E(dB(s))E(dB(t)) + Cov (dB(s), dB(t))

= Q(s)Q(t) dsdt + Z Cov (dBi(s), dBi(t))

n

= Q(s)Q(t)ds dt =) (¢ + Qi(5))Qu(t) ds dt.

i=1
Konéno lahko zapiSemo enacbe za matemati¢no upanje in varianco slu¢ajne spremenljivke
sedanjih vrednosti bodoc¢ih neto izplacil za portfelj zivljenjskih zavarovanj. Ravnokar

izpeljane formule ustavimo v enacbo (3.29):

n 00 L2
EV = Z/ e M pi(1) (bips(T) — ¢i)d,
=t (3.30)

n

Varv = [ [t <@<9>@<T> DIICE @@w))@@-m) A0 dr ~ B(V)".

i=1
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

Integrale v enac¢bah (3.30) lahko izracunamo numeri¢no in tako dolo¢imo oceno tveganja

za portfelj zavarovalnih polic.

3.5 Numeric¢nil izracuni

Poglejmo si nekaj primerov zavarovanj, predstavljenih v Poglavju 2, vendar sedaj s
stohasti¢no obrestno mero.

Zacnimo najprej z zivljenjskim zavarovanjem za riziko smrti in invalidnosti na treh
stanjih. Izberimo CIR model za generiranje obrestne mere. Mozno trajektorijo prikazuje
slika 3.1.

0.09

0.08

0.07

=
o o
t D

Obrestna mera
_O
o
=~

O | | | |
0 ) 10 15 20 25 30

Trajanje zavarovanja (v letih)

Slika 3.1: Generirana pot za obrestno mero z modelom CIR

S pomocjo tako generirane poti obrestnih mer dolo¢imo zeljeno Stevilo stanj obrest-
nih mer, in sicer tako, da doloc¢imo povprecja vrednosti obrestnih mer na enakomerno
razdeljenih ¢asovnih intervalih. Kot primer predpostavimo, da zelimo tri stanja za
obrestne mere na ¢asovnem intervalu [0,30]. Casovni interval razdelimo enakomerno
na tri enake dele (77 = [0, 10), T» = [10, 20), T3 = [20, 30]) in dolo¢imo povprecje vred-
nosti obrestnih mer po modelu CIR na vsakem od intervalov. V nasem primeru dobimo
na intervalu T} povprecje obrestnih mer v = 1.01%, na intervalu T, povprecje obrest-
nih mer ro = 2.66% in na intervalu T3 povprecje obrestnih mer r3 = 6.39%. Tako smo

dobili tri zeljena stanja obrestnih mer.
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3.5 Numeric¢ni izrac¢uni

Naslednji korak je resevanje sistema diferencialnih enacb. Uporabimo enacbo (3.17)
iz izreka 3.3.1, da dobimo sistem devetih diferencialnih enacb, in sicer tri enacbe za
stanja zavarovalne police in za vsako od teh Se tri enacbe za stanja obrestnih mer.
Potrebujemo Se jakosti prehodov za proces obrestnih mer. Predpostavimo, da se lahko

obrestne mere spreminjajo, kot kaze slika 3.2.

1 A2 A3
stanje 7 stanje 79 stanje 73
0.5\ 0.5\

Slika 3.2: Markovski proces za model obrestne mere s tremi stanji.

Ta predpostavka je smiselna, saj smo generirali ta stanja kot povprecje zvezne trajek-
torije obrestne mere in imajo zato stanja, ki so bolj oddaljena od trenutnega stanja,
nicelno verjetnost v primerjavi s stanji, ki so blizje. Predpostavka nam da naslednjo

matriko prehodov

-1 1 0
A=X]05 -1 051,
0o 1 -1
kjer A predstavlja povprecno stevilo prehodov na casovno enoto. To pomeni, da je to
volatilnost obrestne mere.

Vzemimo primer moskega, ob sklenitvi zavarovanja starega 30 let , ko sklene 30-letno
zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost, pri katerem so po zavarovalni pogodbi
predvidena naslednja izplacila: zavarovalna vsota za smrt v visini 1 (bj3 = by = 1)
in zvezna letna invalidska renta v v visini 0.5 (b = 0.5); zvezno pa se placuje premija
—by, ki se dolo¢i po principu ekvivalence, za zacetno stanje (2,1). To pomeni stanje
2 za obresti in stanje 1 za model izplacil zavarovanja. Tabela 3.1 prikazuje prve tri
centralne momente za sedanje vrednosti v ¢ = 0 v primeru, ko je A = 0, kar pomeni,
da je obrestna mera vseskozi enaka 1o = 2.66%. Podoben primer smo ze obravnavali v
drugem poglavju.

Najprej opazimo, da vrednosti drugih in tretjih centralnih momentov sedanjih vred-
nosti bodocih neto izplacil pri narascajocih zac¢etnih stanjih obrestne mere padajo, torej
so visji momenti zelo odvisni od visine predpostavljene obrestne mere. To se da pojas-
niti, saj je sedanja vrednost ob visji obrestni meri manjsa kot pri nizji obrestni meri,
torej enako velja tudi za momente sedanjih vrednosti.

V tabelah 3.1 do 3.5 lahko tudi opazimo, da ko A narasca, se razlike med tremi pari
stolpcev manjsajo in na koncu razlik skoraj ni ve¢. Razlog za to je, da ko se obrestna

mera zelo veliko spreminja, zacetna obrestna mera nima velikega vpliva na izracun.
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

Stanja (ej) | (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,1) (3,2)
m{)(0) 0.0503 | 11.6296 | 0.0000 | 9.3865 | -0.0504 | 6.1946
m{)(0) 1.7163 | 8.6447 | 0.9137 | 4.8270 | 0.2579 | 1.4833
m®)(0) 11.7808 | -59.4513 | 4.9486 | -26.7025 | 0.8916 | -5.4293

Tabela 3.1: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost v ¢asu

t =0, ko je A = 0. e predstavlja stanja obrestnih mer, j pa stanja police. Premija se

doloci po principu ekvivalence za zacetno stanje (2, 1) in je enaka P = 0.01509.

Vir: Lastni
StanJa (e.) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,1) (3,2)
(O) 0.0260 10.7769 0.0000 9.2061 -0.0251 7.0496
(O) 1.3611 7.9152 0.8902 5.7414 0.4390 3.4005
( ) 8.8526 | -42.3782 | 4.9385 | -22.6584 | 1.8846 -5.7786

Tabela 3.2: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost v ¢asu

t =0, ko je A = 0.05, e predstavlja stanja obrestnih mer, j pa stanja police. Premija

se dolo¢i po principu ekvivalence za zacetno stanje (2, 1) in je enaka P = 0.01488.

Vir: Lastni
Stanja (e.) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,1) (3,2)
(O) 0.0011 9.2595 0.0000 8.9149 -0.0013 8.4172
(0) 0.8621 5.2305 0.7935 4.8756 0.7009 4.3694
( ) 4.7191 | -23.2660 | 4.1760 | -20.3632 | 3.4757 |-16.6613

Tabela 3.3: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost v ¢asu

t =0, ko je A = 0.5, e predstavlja stanja obrestnih mer, 7 pa stanja police. Premija se

dolo¢i po principu ekvivalence za zacetno stanje (2,1) in je enaka P = 0.01456.

Vir: Lastni
StanJa (e.) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,1) (3,2)
(0) 0.0000 8.8597 0.0000 8.8219 0.0000 8.7660
(O) 0.7644 4.1810 0.7578 4.1453 0.7482 4.0938
( ) 3.8068 | -21.1605 | 3.8451 | -20.8312 | 3.7735 | -20.4868

Tabela 3.4: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost v ¢asu

t =0, ko je A = 5, e predstavlja stanja obrestnih mer, j pa stanja police. Premija se

doloc¢i po principu ekvivalence za zacetno stanje (2, 1) in je enaka P = 0.01448.

Vir: Lastni
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3.6 Obcutljivost na spremembe parametrov

Stanja (e,j) | (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,1) (3,2)
) 0.0000 | 8.8096 | 0.0000 | 8.8096 | 0.0000 | 8.8095

mt?(0) 0.7533 | 4.0410 | 0.7533 | 4.0410 | 0.7533 | 4.0409
) 3.8035 |-20.9459 | 3.8034 |-20.9446 | 3.8033 |-20.9453

Tabela 3.5: Centralni momenti za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost v ¢asu
t =0, ko je A = 5,000, e predstavlja stanja obrestnih mer, 5 pa stanja police. Premija
se dolo¢i po principu ekvivalence za zacetno stanje (2, 1) in je enaka P = 0.014476.
Vir: Lastni

3.6 Obcutljivost na spremembe parametrov

Pogosto se v zavarovalnistvu pojavlja vprasanje, kateri so optimalni parametri za izracun
premij in vrednosti matematic¢nih rezervacij. Obicajno se doloca parametre konzerva-
tivno. To pomeni, da nam izbrani parametri kve¢jemu povecajo verjetnost, da tako
oblikovane matematicne rezervacije zadoscajo za pokritje bodocih obveznosti. Zelo
pomembno pri tem pa je, da znamo oceniti, kaksen vpliv ima dolo¢eni parameter na
matematicne rezervacije oziroma premije in kateri parametri so bolj pomembni od os-
talih. Preprost nac¢in analiziranja obcutljivosti parametrov je, da analiziramo, kako
se spreminja odvod dane spremenljivke v odvisnosti od izbranega parametra. Metoda
analiziranja obc¢utljivosti parametrov je podana v clanku (Kalashnikov, Norberg, 2003),

ki sluzi kot osnova za ta razdelek.

3.6.1 Premije in matematic¢ne rezervacije

Ozna¢imo prospektivno matematicno rezervacijo v stanju j v casu t z V;(¢,6,b —¢) in
tako poudarimo odvisnost vrednosti matematicnih rezervacij od parametra 6 in izplacil
(b ponazarja izplacane skode za zavarovalno polico, ¢ pa premije). Premija se dolo¢i po

principu ekvivalence

‘/1(0707 b— C) = Acl(())e))

kjer je AC}(0,0) znesek predplacila ob sklenitvi zavarovanja.

Oblikovanje zavarovalne pogodbe in izra¢un matematicnih rezervacij in premij poteka
na naslednji nac¢in. Najprej oblikujemo zavarovalno pogodbo glede na potrebe bodocega
zavarovanca. Nato glede na izbrano zavarovanje dolo¢imo premije in sicer v multiplika-
tivni obliki

AC1(0,0) = 7(0)AC(0,0), c;(t,0) =n(0)c(t,0), (3.31)

kjer ponazarjata AC,(0,6) in &(t,6) osnovni premijski plan, upostevajo¢ finanéno si-

tuacijo sklenitelja pogodbe po principu ekvivalence in zakonske podlage, ki urejajo to
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Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

podrocje zavarovalnistva; 7(6) je premija, ki je nato fiksirana za cas zavarovanja in je
dolo¢ena po principu ekvivalence.

Matematicne rezervacije se dajo razcleniti
Vi(t,8,b— c) = V(t,0,b) — m(O)V;(t, 6,2), (3.32)

kjer sta V;(t,6,b) in V;(t,0,¢) pricakovani vrednosti diskontiranih bodocih izplacil in

osnovnih premij. Obe kot funkciji casa zadoscata Thielejevim diferencialnim ena¢bam:

d

o Vit 0,0) =151, 0)V; (1,6, ) — by( — > e(t, 0) Ryi(t,0,b), (3.33)
kik#j

d _ _

5 Vit 0,0) = ri(t, 0)Vi(t,60,0) — ¢;(,60) = > plt, ) Rjx(t, 6, ), (3.34)
k;k#j

kjer so IRj; imenovane vsote rizika glede na prehod iz stanja j v stanje k:
R;i(t,0,b) = bjx(t,0) + Vi(t,0,b) — Vi(t,0,b),
R;i(t,0,¢) = Vi(t,0,¢) — V;(t,6,¢).
Numeri¢no resevanje zgornjih enacb za¢nemo pri robnih pogojih
Vi(T—,0,b) = AB;(T., 0), (3.35)
Vi(T—,6,¢) =0, (3.36)

zaj=1,...,J. Ko dolo¢imo funkcije V;(-,8,b) in V;(-, 0, ¢) vse do zacetnega casa t = 0,

dolo¢imo 8e premijo 7(#) po principu ekvivalence, in sicer
7(6)(AC1(0,8) + VA(0,0,)) = V4(0,6,) (3.37)

oziroma

Vi(0,6,0)

") = A60.0) 1 Vi(0.0.0°

(3.38)

3.6.2 Odvodi po parametru 6 in diferencialne enacbe

Oznacimo odvode po parametru 6 kot

0 o
VIR0 = D0, VI(0.0) = 2 V(1.0.D)
Ce odvajamo enacbi (3.33), (3.34) in robna pogoja (3.35), (3.36) po parametru 6, do-
bimo diferencialne enacbe, katerih resitvi sta funkciji Vj(-,0,b) in VJ(-,0,¢)

QVQH@-r@@V@&®+Q@®W@&®—U@®

ot
— > Wt 0)Ry(t,0,0) — > pi(t, 0) R}y (¢,0,b),
kik#j kik#j

(3.39)
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3.6 Obcutljivost na spremembe parametrov

a ~ = —
;i (6:0,0) =15t 0)Vi(2,0,¢) +1;(t, O)V; (8, 6,0) — bj(t,6) (3.40)
— Y Wit ) Ry(1,6,2) = > it O) Ry (L, 6,0), '
ksk#j k£
s pripadajocima robnima pogojema
Vj,(T_a 0, E) =0. (3.42)

Da dolotimo funkcije Vj in njegove odvode V], naredimo sledece: najprej resimo simul-
tano sistem diferencialnih enacb (3.33), (3.34), (3.39) in (3.40). Nato dolo¢imo premijo
7(0) po enachi (3.38). Odvod 7'(#) dobimo tako, da odvajamo (3.37) in resimo

V/(0,60,b) — w(0)(AC}(0,6) + V/(0,0,¢))
AC1(0,0) +V1(0,0,¢) '

Konéno, vrednosti matematicnih rezervacij V;(t, 8, b—¢) se izracunajo po (3.32), odvodi

matematicnih rezervacij pa po formuli
VI(t,6,b— &) = VI(1,6,b) — 7 (O)V;(1,6,) — m(B)V!(£,,0) (3.44)

za tiste ¢ase t, ki so potrebni za resitev.

3.6.3 Obstoj odvodov

Metoda, predstavljena v razdelku 3.6.2, je odvisna od obstoja parcialnih odvodov, ki
so prisotni v diferencialnih enacbah (3.39) in (3.40). V tem razdelku bomo na kratko
komentirali ta problem. Natanc¢en dokaz obstoja odvodov po parametru 6 najdemo v
razdeleku 3.6.7.

Integral za prospektivne matematicne rezervacije za stanje j v casu t za zavarovalno

pogodbo s predvidenimi bodoc¢imi izplacili b je

T
‘/j(t, 0’ b) — / e~ [ r(0,0)do ijg(t, T, 0) (bg(T, 0) —+ Z ,ugh(T, e)bgh(T, 0)) dr.
t
g

h,h#g
(3.45)

Diferenciabilnost funkcij V;(¢,60,b) glede na spremenljivko ¢ je odvisna od zveznosti
funkcij pod integralskim znakom. Za reSevanje enacb z numeri¢nimi metodami potre-
bujemo le, da so funkcije V;(t, 0, b) kosoma odvedljive. Diferenciabilnost po parametru
0, ki je povezana z obrestno mero oziroma z oblikovanjem zavarovalne pogodbe, je enos-
tavno preverljiva, saj se taki parametri pojavijo neposredno pod integralom v (3.45).
Tezje je preveriti diferenciabilnost glede na nek parameter 6 verjetnostnega modela,

kot na primer p;x(¢,0). Problem je v tem, da prehodne verjetnosti pod integralom (3.45)
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niso v splosnem eksplicitne funkcije parametra € in se obi¢ajno dolocijo kot resitve difer-
encialnih enacb Kolmogorova. V razdelku 3.6.7 pokazemo, da v kolikor predpostavimo
zadostno gladkost jakosti prehodov, odvodi funkcij V; glede na parameter 6 obstajajo

in so dani kot

T
VI(t,6,b) = / e S (4,7,0) 3 (O B (7,0,b)dr. (3.46)
¢ g h;h#g

(Glede na to, da obravnavamo primer, ko se parameter 6 nahaja le v jakostih prehodov,
smo v zgornji enacbi izpustili parameter v obrestih in placilih.)

Iz enacbe (3.46) opazimo, da ¢e povecamo dano jakost prehoda, s tem povecamo
tudi vse Vj(,0,b), seveda ob predpostavki, da so vsi pripadajoci R(7, §) pozitivni. Tezje
je priti do ustreznih zakljuckov za premijske rezervacije V;(¢,6,b — ¢) = V;(¢,0,b) —

7(8)V;(t,0,b — ¢), saj ne vemo, kako se spremeni premija ().

3.6.4 Razsiritev metode na visSje momente

Prilagodimo formulo (2.5.1), izpeljano v podpoglavju 2.5, tako da vpeljemo v enacbe

parameter 6

0 ) B}
@vjﬁq’ (,0,b—2) = (qr(t,0) + pj.(t,0)) V.V (t,0,b — )
= a(b;(t,0) = w(O)e; () V;* " (1,0,0 — ) (3.47)
q
- Y wnlt0) S (1) el 0P 00— ),
g p=0 \P
in za robni pogoj
VT, 0,b—¢) = (AB,(T,0))". (3.48)

Iz necentralnih momentov lahko dolo¢imo centralne momente. Na primer, da dobimo

varianco za stanje j, moramo dopolniti nas sistem diferencialnih enacb in dodati se dve
Var(t,0,0 — &) = V2 (t,0,b — &) — V2(t,0,b —¢) (3.49)
in

0 _ 0 @ _ 0 _
a\/arj(t, 0,b—c) = EVJ (t,0,b—¢c) —2V;(t,0,b— c)avj(t, 0,b—c). (3.50)

3.6.5 Primeri

Oglejmo si sedaj primer zivljenjskega zavarovanja, modeliranega s tremi stanji, ki smo

ga ze obravnavali v poglavju 2. Vzemimo kombinirano zivljenjsko zavarovanje za smrt
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3.6 Obcutljivost na spremembe parametrov

z zavarovalno vsoto 1 in zvezno letno invalidsko rento 0.5. Premija se placuje zvezno v
konstantni visini, dokler je zavarovanec v aktivnem stanju.
Oglejmo si, kako je viSina matematicnih rezervacij za to zavarovanje obcutljiva na

obrestno mero. Predpostavimo, da je ¢ = 1. Sistem diferencialnih enacb, ki ga moramo

resiti, je
av;
E@’ r,0) = (r(t) + 0. (t) + pa () Vi(t, 7, 0) — o4 (t)(Va(t, 7, b) + bia) — piz(t)by3
%(t, r,c) = (r(t) + o.(t) + p(t))\Vi(t, r,¢) — 1 — 0, (t)Va(t, 7, C)
ddvtf (6,75) = (1) + 00 (8) + p(@)VI (1, B) + VA(E 7, B) — o (H)VL(E, D)
L (1,1,0) = (1) + 020) + OV (67, 0) + Vilt,1,) = 2 (Vi 7,0
%(t, r,0) = (r(t) + ve(t) + pa(£))Valt, 7,0) — bao — po(t)(Vi(t, 7, 0) + bay) + v (t)bos
%(t r.c) = (r(t) + va(l) + pu(t))Valt,r, €) — pu(t)Vi(t, 7, )
D (1r.8) = (r0) + 920) + e 0)VA(L 7. 0) 4 Vil B) = V(1 7.1
dd—‘f(ta r,¢) = (r(t) + va(t) + p(0)Va (2, 7, €) + Va(t, 7€) — pu(H)V{(t, 7, )
(3.51)
z robnimi pogoji
Vi(T—,r,b) =V/(T—,r,b) =0
Vi(T—,r,¢) =V (T—,r,c) =0 (3.52)
Vo(T—,r,b) = Vy(T—,r,b) =0
Vo(T—,r,¢) =V (T—,r,¢) =0

Sistem resimo numeri¢no z metodo Runge-Kutta.

Premijo 7(r) dobimo kot kvocient 7(r) = {154 = 0.28957/19.26662 = 0.01503.

Formulo za odvod premije 7/(r) iz enacbe (3.43)

B V(0,7 b) — w(r)V/(0,r,¢)

"(r) = = —0.12032.
() e 0.1203

Ker je odvod premije negativen, pomeni, da sta premija in obrestna mera nasprotno
korelirani. Ce se obrestna mera poveca, se premija zmanjsa. Sedaj lahko dolo¢imo
vrednosti matematicnih rezervacij in prve odvode matemati¢nih rezervacij po parametru
r s pomocjo formul (3.32) in (3.44). Rezultate prikazuje tabela 3.7.

Iz tabele 3.7 lahko razberemo, da vsako povecanje obrestne mere v stanju invalid-

nosti povzroci zmanjsSanje vrednosti matemati¢nih rezervacij za to stanje za vse case t.
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Cas

. Vi(t,r,b) Vi(t,r,e)| V{(t,rb) V{(t,rc) | Va(t,rb) Valt,r,é) Vi(t,r,b) | Vi(t,r c)
0 | 0.2896 | 19.2666 | -5.9274 | -240.1394 | 9.3428 | 1.1601 | -115.5708 | -20.8525

0.2922 | 16.9509 | -4.9131 | -180.5500 | 8.3278 | 0.8796 | -88.4943 | -13.3875
10 | 0.2842 | 14.3513 | -3.7483 | -125.5010 | 7.1514 | 0.6170 | -62.6809 | -7.6359
15 | 0.2570 | 11.4403 | -2.4783 | -77.1202 | 5.7858 | 0.3827 | -39.2320 | -3.6129
20 | 0.1993 | 8.1733 | -1.2405 | -37.8536 | 4.1913 | 0.1895 | -19.5604 | -1.21382
25 | 0.1045 | 4.4499 | -0.3092 | -10.6674 | 2.3027 | 0.0536 | -5.5553 | -0.1752
30 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000

Tabela 3.6: Resitev sistema diferencialnih enacbh za analiziranje obc¢utljivosti vrednosti

matematicnih rezervacij glede na obrestno mero za zivljenjsko zavarovanje za smrt in

invalidnost.
Vir: Lastni
Cas t Vit,r,b—2¢) | Va(t,r,b—2¢) | Vi(t,r,b—2¢) | Vi(t,r,b—¢)
0.00000 9.32540 0.00000 -115.11783
0.03741 8.31459 -0.15997 -88.18730
10 0.06854 7.14210 -0.13538 -62.49190
15 0.08505 5.78006 0.05725 -39.13163
20 0.07649 4.18844 0.31184 -19.51935
25 0.03765 2.30185 0.38654 -5.54618
30 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 3.7: Vrednosti matemati¢nih rezervacij in njegovih odvodov po parametru r v
odvisnosti od ¢asa za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalidnost.
Vir: Lastni

To je tudi pricakovano, saj se v stanju invalidnosti izplacuje renta, ki pa je zelo odvisna
od obrestnih mer. Odvod matematic¢nih rezervacij v aktivnem stanju po parametru r
je najprej negativen, kasneje pa postane pozitiven. To pomeni, da ima spreminjanje
obrestnih mer razlicen efekt na visino matemati¢nih rezervacij glede na cas poteka
zavarovanja.

Podobno lahko obé¢utljivost matematicnih rezervacij dolo¢imo v odvisnosti od umr-

ljivosti. Jakost umrljivosti je podan po Gompertz-Makehamovi formuli kot
u(t,0) = a + fer @),

Parametri umrljivosti, za katere lahko analiziramo ob¢utljivost matematicnih rezervacij,
so «, 3 in . Parameter a predstavlja umrljivost, ki je neodvisna od starosti, parame-

tra ( in v pa predstavljata stopnjo umrljivosti, ki je odvisna od starosti zavarovanca.
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po obrestni meri
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Slika 3.3: Matematicne rezervacije v aktivnem stanju in njihov odvod po parametru

obrestne mere.

Opazimo lahko, da bosta najverjetneje imela parametra (3 in v podoben ucinek na vred-
nosti matematicnih rezervacij. Ce se bosta parametra povecala v nekem ¢asu ¢, se bo
tako povecala tudi umrljivost za vse bodoce trenutke po t, in sicer bo imela sprememba
parametra najvecji vpliv pri vecjih starostih. To pa pomeni, da se bodo matematicne
rezervacije ravno tako povecale. Torej pricakujemo lahko, da bodo odvodi matemati¢nih
rezervacij po parametrih [ in v pozitivni za vse ¢ase t € (0,n).

Parameter « ni odvisen od starosti zavarovanca, zato njegova sprememba ne bo
tako moc¢no vplivala na matematicne rezervacije. Povecanje parametra « le premakne
krivuljo umrljivosti navzgor enako skozi celotno trajanje zavarovanja. Sklepamo lahko,
da bo taka sprememba manj opazna pri visji starosti, saj tam dominirata parametra
f# in v, bolj pa bo zato opazna sprememba pri nizji starosti zavarovanca. Odvodi
matematicnih rezervacij po razliénih parametrih umrljivosti so prikazani na grafih 3.4,

3.5 1n 3.6.
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0.5

Odvod MR po «

_042 L L L L L
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Trajanje zavarovanja (v letih)

Slika 3.4: Odvod matematic¢nih rezervacij za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalid-
nost po parametru «, ki nastopa v formuli jakosti umrljivosti v odvisnosti od trajanja

zavarovanja.

600

500 1

400 1

300 1

Odvod MR po

2001 1

100 1

0 ) 10 15 20 25 30
Trajanje zavarovanja (v letih)

Slika 3.5: Odvod matematicnih rezervacij za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalid-
nost po parametru (3, ki nastopa v formuli jakosti umrljivosti v odvisnosti od trajanja

zavarovanja.
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Slika 3.6: Odvod matematic¢nih rezervacij za zivljenjsko zavarovanje za smrt in invalid-
nost po parametru ~y, ki nastopa v formuli jakosti umrljivosti v odvisnosti od trajanja

zavarovanja.

3.6.6 Obcutljivost glede na ve¢ parametrov

Naj bo sedaj 0 = (0y,...,0,) vektor elementov tehnicne baze. Sprememba funkcije

dV;(t,0,b — ¢) glede na spremembo parametrov (dbs, ..., d#,) je priblizno enaka

0

0
AL —_Vi(t,0,b— ¢)do,.

dVi(t,0,b—¢) = + 3

—V;(t,0,b— ¢)db, + -
S to formulo lahko ocenimo dejanski vpliv parametrov na matematicne rezervacije,
med drugim lahko dolo¢imo, kateri parametri imajo najmocnejsi vpliv na dolocene

matematicne rezervacije.

3.6.7 Dokaz obstoja odvodov po parametru 6

Naj 7 > 0 predstavlja ¢as in naj bo # parameter z vrednostmi na odprti mnozici ©
na kon¢no dimenzionalnem evklidskem prostoru. Ker smo primarno zainteresirani za
prve odvode, lahko vzamemo realen 6 in za © odprt interval na realni osi. Za vsak 7 in
6 definirajmo M(7,6) = (u;x(7,0)) konéno dimenzionalno kvadratno matriko, in sicer
tako, da je p;x(7,0) > 0 za j # k in

(7, 0) Z,u]kTQ
k;k#j
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Torej, za fiksni 0, je M(7,0) matrika za zvezno markovsko verigo, glej (Andersen et
al., 1995). Oznac¢imo pripadajoce prehodne verjetnosti iz stanja j v ¢asu t v stanje k
v casu u (> t) z pjx(t,u, ) in prehodno matriko s P(t,u,0) = (pjx(t,u,d)). Prehodne

verjetnosti zadoscajo enacbi Chapman-Kolmogorova
P(t,u,0) = P(t,7,0)P(T,u,0).

Brez skode za splosnost privzemimo, da je M (7, #) desno-zvezna v ¢asu 7. Ce je M(r,6)
(kosoma) zvezna v ¢asu 7, potem je matrika P(t,u,0) (kosoma) zvezna v ¢asu t in v
u in obstaja enolicna resitev leve ali desne diferencialne enacbe Kolmogorova . Desna
diferencialna enacba Kolmogorova je

a%P(t, u,0) = P(t,u,0)M(u,0), (3.53)

z robnim pogojem
P(t,t,0) =1, (3.54)
kjer I predstavlja matriko identitete. Ce integriramo enacbo (3.53) na intervalu od ¢

do u in uporabimo robni pogoj (3.54), dobimo integralsko formo
P(t,u,0) = I+/ P(t,7,0)M(T,0)dr. (3.55)
t

V primeru, ko je M(1,0) zvezno odvedljiva glede na 7, nam enacba (3.53) pove, da je
P(t,u,0) dvakrat zvezno odvedljiva in velja

2

0 0 0
—P(t,u,d) = %P(t, u, 0) M (u,0) + P(t,u, 9)%M(u, 0)

ou?
(3.56)
= P(t,u,0) (MQ(u, ) + agM(u, 9)) :

u

Iz razvoja v Taylorjevo vrsto

3 1 62 * 2
P(t,t+h,0) = P(t,t,0) + - P(t,t,0)h+ 5o P(t,u, 0)h*,

kjer je u* € (t,t+ h) in iz enacb (3.53), (3.54) in (3.56) sledi, da je
P(t,t+h,0) =1+ M(t,0)h+Q(t, h,0)h* (3.57)

kjer je vsaka komponenta v Q(t,h,0) pripadajoca komponenta v matriki iz enacbe
(3.56) izracunana v nekem u* € [t,t + h] (ki je seveda odvisen od komponente). Sedaj

povejmo osnovni rezultat diferenciabilnosti za prehodne verjetnosti glede na parameter

0.

Izrek 3.6.1. 1. Vzemimo poljuben koncen, zaprt interval [t,u]. Predpostavimo, da
za T € [t,u] in 6 € 0O,
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(i) M(t,0) je zvezno odvedljiva matrika glede na spremenljivko T (vsaj kosoma)

in glede na parameter 0,

(i1) Komponente v M'(t,0), za T € [t,u|, predstavljajo enakozvezno druZino

funkcij za 6.

Potem je P(t,u,0) zvezno odvedljiva glede na parameter 6 in

Pl(t,u,0) / Pt 0)M (v, 0)P(r,u, 0)dr (3.58)

2. Vzemimo koncen, polodprt interval [t,u). Predpostavimo, da pogoji iz 1. tocke
izreka veljajo za vsak zaprt podinterval v intervalu [t,u) in da integral
j;u P(t,7,0)M(7,0)dr odvajan po spremenljivki 6 pod integralskim znakom, ob-

staja. Potem je P(t,u,0) zvezno odvedljiva glede na parameter 6 in

P'(t,u,@):/ P(t,7,0)M'(1,0)P(1,u,0)dr.
¢

3. Ce se lahko vsak ¢asovni interval zapise kot konéna unija intervalov, za katere
veljajo pogoji iz 2. tocke izreka, potem je P(t,u,0) zvezno odvedljiva glede na

parameter 6 in
P'(t,u,0) :/ P(t,7,0)M'(1,0)P(7,u,0)dr
t

za vse prehodne verjetnosti.

Opomba. Tocki (2) in (3) v izreku poskrbita za primere, ko so nekatere jakosti prehodov
neomejene na konénem intervalu. To se zgodi v primeru, ko predpostavimo najvecjo
starost. Pogoj v tocki (2) se enostavno preveri za nekatere primere, ko lahko prehodne
verjetnosti zapiSemo eksplicitno. V bolj splosnih primerih pa to ni tako enostavno in bi
bilo zato bolje najti bolj enostaven potreben pogoj (Kalashnikov, Norberg, 2003, str.
242-256).

Dokaz. 1. Najprej povejmo nekaj dejstev, ki sledijo iz predpostavk in jih bomo

uporabili v nadaljevanju:

(i’) Ker zelimo dokazati odvedljivost po parametru €, lahko izberemo fiksen 6 v
© in naredimo fiksen, nedegeneriran interval [0 — ¢, 0 + ] v ©. Tak interval
zagotovo obstaja, saj je © odprta mnozica. Po predpostavki (i) izreka sta
funkciji x| in [1;,] zvezni na kompaktnem intervalu [t,u] x [0 — 1,0 + V]

in zato tam enakomerno omejeni.
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(ii’) Predpostavka (ii) izreka nam pove

1 * I' =0.
Gggrrﬁxg%|ujk(79) (1, 0)] = 0

Zgolj za poenostavitev notacije vzemimo ¢t = 0 in « = 1 in si oglejmo P(0, 1,0).

Ce upostevamo enacho Chapman-Kolmogorova in enacbo (3.57), dobimo

P(0,1,6) = HP”+1 )
1 11
:H{I+M(%,0)E+Q(%,ﬁ,0)ﬁ}
_H{I+M )1}+R1+ .+ R,

kjer je Ry vsota (Z) ¢lenov, pri ¢emer je vsak od teh ¢lenov enak produktu n — k
matrik oblike I + M(%,0)+ in k matrik oblike Q(, %, 6)=;. Kot smo obrazlozili
v tocki (i") na zacetku dokaza, so elementi matrik M in ) omejeni in so zato tudi

elementi vsote Ry + ...+ R, omejeni s produktom konstante in velja

" /n\ 1 " onk "1 1
S (1w = T <X w =0 (s)
k=1 k=1

k=1

kar pomeni, da je
L i1 1
P0,1,0) = I+ M(=,0)— — . .
(0,1,6) HO{ +M(z, )n}m(n) (3.59)

Tu in nadalje predstavlja O (%) matriko z elementi, ki so enakomerno omejeni na
[t,u] x [0 — 1,0 4+ 3] s h krat poljubna konstanta.

Uporabimo enacbo (3.59) na 6 +n € [# — 1, 0 + J] in uporabimo Taylorjev razvoj.
Tako dobimo

P(o,1,e+n):é_l{I+M( «9+n)1}+0 G)
:f_ {1+ (M(%,H)JrM’(%,H*)n) %} +0 (%) ,

kjer je 6* poljubna vrednost na [#, 0+ n] (ki je seveda lahko odvisna od elementov

: e : y : -1 -1
matrike). Pommnozimo ¢lene in upostevajmo dogovor [[,-,a; = H?:n a; = 1.
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Dobimo
n—1 j 1
P(0,1,6 = I+ M(=,0)—
(0.1,6 +1) ]H){ +M(5 )n}+
n—1k—1 j 1 k n n—1 j 1
] {I+M(n,0)n}M(n,9) 11 {I+M(n,0)n}+
k=0 j=0 j=k+1

1
+SQ+...+Sn+O(H),
(3.60)

kjer je Si vsota ( ) ¢lenov, pri ¢emer je vsak od clenov enak produktu n — k
matrik oblike 7 + M (%,6)~ in k matrik oblike M'(£,6%)2. Po tocki (') in (ii’) v

dokazu je vsota S, + ...+ S, omejena s konstanto, pomnozeno z
> (1))
k) \n
k=2

torej je Sy +...+S, = O(n?). Ce to vstavimo v enacbo (3.60), odstejemo enacho
(3.59) in delimo z 7, dobimo

=1 = 0(),

P(0,1,6 +7) — P(0,1,6)

n
%nzllﬁ{[JrM 1}M’(§,9*) ﬁ {I+M(%,9)%}+ (3.61)
5 (00 +o6).

V enacbi (3.61) posljemo 7 proti 0 in v istem hipu Se n proti oo tako, da velja
nn — oo. Ostanek na desni strani enac¢be (3.61) gre proti 0. Prvi ¢len na desni
strani enacbe (3.61) pa gre proti fol PO, 7,0)M'(1,0)P(T,1,0)dr: vzemimo n =
1/4/n, ozna¢imo pripadajo(:i 0* z 0 in prepiSimo prvi clen na desni strani enacbe

(3.61) kot fo 7)dT, kjer je

_“”H i (7 gy T igl
Fo(r) = jHO {I+M(i,0)1}M( 0 )jg+l{I+M(i,0)i}.

Zaporedje F,, je omejeno s konstantno matriko in po (3.59) in predpostavki (i),
konvergira po tockah k P(0,7,0)M'(1,0)P(1,1,0).

Ce zamenjamo t = 0, u = 1 v ¢ in u, dobimo enacbo (3.58).

. P'(t,7,0) obstaja za vse 7 € (t,u). Zakljut¢ek dobimo, ¢e uporabimo enacbo

(3.55).

73



Modeliranje v okolju stohasti¢nih obrestnih mer

3. To je enostavna posplositev izreka tock (1) in (2) izreka, skupaj z enacbo Chapman-
Kolmogorova.
0

Enostavno se da preveriti, da funkcije v enacbi (3.58) zadoscajo diferencialni enacbi,

dobljeni z odvajanjem enacbe (3.55) po parametru 6:

8213/@ u,0) = P'(t,u,0)M(u,0) + P(t,u,0) M (u, ).
u

S to diferencialno enacbo pa lahko numeri¢no racunamo P(t,u,0).

7 obstojem prvega odvoda po parametru 6 lahko hitro preverimo sledece: ¢e ima
M(7,0) zvezne odvode stopnje k, potem ima P(t,u,0) zvezne odvode stopnje k + 1.
Diferencialne enacbe, dobljene z veckratnim odvajanjem enacbe (3.55) po 6, tvorijo

bazo za numeri¢no resitev.

Korolar 3.6.2. Pod pogoji izreka 3.6.1 odvod matematicnih rezervacij V;(t), definiranih
z enacbo (3.45) po parametru 0, ki predstavlja jakost prehodov, obstaja in je dan z

V/(t,0,0) :/ e I 7@ dUZp]g t,7,0) > b (7,0) Ry (7,0, b)dr.
t hih#g
Dokaz. Funkcijo

T
Vj(t,e,b):/ e Jir d"ijgtTQ ( Z,ughTQ Vogn (T ))d
t

h;h#g

lahko odvajamo pod integralskim znakom po parametru 6:

Vf(t,e,b):/t eI ““d(’Zp]gme ( + D 1gn (T, 0)bgn (T ))d

h;h#g

+/ e I’ r(odUZp]gtTﬁ > (7, 0)bgi (7)dr
t

h;h#g

(3.62)

Prvi integral na desni strani enacbe (3.62) preuredimo tako, da uporabimo izrek 3.6.1.
Ker smo predpostavili, da pogoji izreka veljajo, lahko po enacbi (3.58) pjx(t, 7, 6)

zapisemo kot
/ T /
pjk<t7 7, 9) = / Zp]k<t7 S, 9)”gh<87 9)phk<37 T, e)dT
b gh

Oznacimo
e J r(o)do _ e N r(a)dae— N r(a)daj
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3.6 Obcutljivost na spremembe parametrov

uporabimo enacbo

pii(1,0) = = Y pi(7.0)

kik£j
ter zamenjamo vrstni red integriranja in vsote. Koncno sestejemo oba integrala in tako
dobimo zeljeno enacbo (3.46). O
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Poglavje 4

Sklep

V magistrskem delu sem predstavila Norbergovo metodo za izra¢un premij, visino ma-
tematicnih rezervacij in visjih momentov sedanjih vrednosti bodocih izplac¢il in vplacil

za razlicne zavarovalne produkte. Potek denarnega toka je modeliran z

dB(t) = L(t)dBy(t) + > bu(t)dNu(t),
k Lil#k
kjer je
dBy(t) = b(t)dt + Bi(t) — Br(t—), za vsakk.
V delu so predstavljene markovske verige za razlicne oblike Zivljenjskih zavarovalnih
polic. Matematic¢ne rezervacije, visje momente sedanjih vrednosti in premije dolo¢imo

tako, da resimo sistem diferencialnih enach

G0 = (art) + 1 OV — a0V )

q

- % im0 3 () ey,

-y p=0

z robnimi pogoji

q

V0 =3 (1) B0 - B,

p=0

Premijo za izbrano zavarovalno polico nato dolo¢imo po principu ekvivalence, tako da
sestejemo vse sedanje pricakovane vrednosti bodocih skod in delimo z sedanjo vrednostjo
pricakovanih placil velikosti 1 v tocki ¢ = 0. Vse vrednosti, ki jih potrebujemo za
dolocitev premije, lahko dobimo ravno tako z reSevanjem sistema diferencialnih enacb
in s primerno izbiro koeficientov. Ko imamo celoten zavarovalni produkt, vkljucno s
premijo, lahko doloc¢imo vrednosti matematic¢nih rezervacij in visje momente sedanjih

vrednosti. Sisteme diferencialnih enacb resujemo z numeriénimi metodami.
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Oglejmo si primer zivljenjskega zavarovanja za riziko smrti in invalidnosti z moznostjo
ozdravitve, z zavarovalno vsoto za smrt 1 in zvezno invalidsko rento 0.5 letno, kjer je
zavarovalna premija enaka 0.01503, dokler je zavarovanec aktiven. Glej sliko 2.5. Naj
bo privzeta obrestna mera r = 2.75%. Graf 4.1 prikazuje vrednosti matematicnih rezer-

vacij (prvi centralni moment) in variance (drugi centralni moment) za to zavarovanje.

0.9 T T T T T
0.8 ' T
drugi centralni

g 07r ) moment b
=i
5}
S 06} ' e ]
g
gb 0.5 : 1
S
< 04r . Lo T
= prvi centralni moment
S 03t -
S 02f 1
e
&
= 01 , ]

-0.1 : ' : ' '

0 b} 10 15 20 25 30

Trajanje zavarovanja (v letih)

Slika 4.1: Vrednosti prvega in drugega centralnega momenta za zivljenjsko zavarovanje
z zavarovalno vsoto za smrt enako 1 in zvezno invalidsko rento 0.5 letno. Premija se

placuje zvezno, dokler je zavarovanec aktiven in znasa 0.01503.

Ker je obrestna mera redko konstantna skozi celotno trajanje zavarovanja, je smiselno
model razsiriti tako, da vpeljemo stohasticno obrestno mero. Le-to ravno tako mode-
liramo z markovsko verigo. Glej sliko 3.2. Pri tem seveda predpostavimo, da sta obe
markovski verigi za zavarovanje in obrestno mero med seboj neodvisni. Da dobimo vred-
nosti matematicnih rezervacij, visjih momentov sedanjih vrednosti in premijo, moramo
najprej dolociti nov sistem diferencialnih enacb, ki pa je zaradi vpeljave stohasticne

obrestne mere posplosSitev prejsnjega:

V@) = (ara(0) + 1,0+ V@) = aby VS 1)

= % 03 (1) o)V 0 - X A,

f:f#e

7



Sklep

z robnim pogojem
~ (4
v =3 (1) 0 -
1=0

Premijo dolo¢imo podobno kot prej.
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Slika 4.2: Vrednosti prvega in drugega centralnega momenta za zivljenjsko zavarovanje
z zavarovalno vsoto za smrt enako 1 in zvezno invalidsko rento 0.5 letno, za zacetno
stanje r = 2.66% in aktivnega zavarovanca. Obrestna mera je stohasti¢na, z varianco

A = 5. Premija se placuje, dokler je zavarovanec aktiven in znasa 0.01448.

Grafa 4.1 in 4.2 sta si dokaj podobna, kar verjetno ni presenetljivo, saj je zacetna
obrestna mera v stohasticnem primeru blizu konstantni obrestni meri v nestohasti¢cnem
primeru, in tudi varianca za model obrestne mere pri stohasticnem primeru je relativno
majhna, tako da so nihanja v obrestni meri majhna.

Na koncu magistrskega dela obravnavamo Se, kako spremembe parametrov v mo-
delu vplivajo na dobljene rezultate. Obravnavamo obcutljivost modela na spremembe
obrestne mere in na spremembe jakosti umrljivosti. Analiza obé¢utljivosti je pomembna,
saj nam pove, kateri parametri kljucno vplivajo na spremembe matemati¢nih rezer-
vacij, in pri dolocanju katerih parametrov mora biti zavarovalnica Se posebej pozorna.
To so seveda tisti parametri, pri katerih Zze majhna sprememba povzroc¢i velike spre-

membe vrednosti matematic¢nih rezervacij. Primer vpliva spremembe obrestne mere na
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matematicne rezervacije pri zavaravonju za smrt in invalidnost lahko vidimo na spod-

njem grafu.

0.5 .

odvod MR
po obrestni meri

I

matematic¢ne rezervacije

0.2

0.1

Matematicne rezervacije (MR)

1
<
—_
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Trajanje zavarovanja (v letih)

Slika 4.3: Matematicne rezervacije v aktivnem stanju in njihov odvod po parametru

obrestne mere.

Kot vidimo iz grafa, oznacenega z modrim, bo majhno povecanje obrestne mere povzrocilo,
da bo zavarovalnica v zacetnem obdobju zavarovanja morala oblikovati nizje matematicne
rezervacije, medtem ko bodo kasneje morale biti matematicne rezervacije visje.

Kot zaklju¢ek naj povemo, da nam Norbergova metoda analize zivljenskih zavarovanj
nudi enostavno in natanc¢no izra¢unavanje osnovnih zavarovalnih vrednosti, ki jih mora

zavarovalnica pogosto dolocati za svoje produkte.
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Viri

Direktiva 2002/83/ES evropskega parlamenta in sveta z dne 5. novembra 2002 o

zivljenjskem zavarovanju.

Sklep o podrobnejsih pravilih in minimalnih standardih za izra¢un zavarovalno-

tehni¢nih rezervacij, Uradni list RS §t.3/01 in pozneje.

Sklep o podrobnejsih pravilih za izra¢un minimalnega kapitala zavarovalnic, Uradni
list RS $t.3/01 in pozneje.

Zakon o zavarovalnistvu (ZZavar), Uradni list RS §t.13/00 in naslednji.
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