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1 UVOD

Ljudi, njihovo premozenje in dejavnost so ze od nekdaj ogrozale razlicne nevarno-
sti. Temu je sledilo spoznanje, da se ¢lovek kot posameznik ne more upreti delo-
vanju naravnih sil, niti nevarnostim, ki ogrozajo njegovo zivljenje in premozenje.

Zgodovina zavarovalnistva sega ze v babilonski cas kralja Hamurabija.

Vse oblike zavarovanj imajo en cilj: omiliti oziroma odpraviti posledice skod
prizadetemu. V tem sklopu deluje tudi aktuar. To je oseba, ki reSuje finan¢ne
probleme in s svojim delom ter svetovanjem pripomore k finanénim odloc¢itvam v

zavarovalnistvu in bané¢énistvu.

1.1 Opredelitev problema in cilj

Zavarovalnistvo je kot panoga med prvimi po akumuliranju kapitala. Predvsem
velja izpostaviti zivljenjska ter pokojninska zavarovanja. V Sloveniji je v letu 2004
obrac¢unana premija predstavljala 5,6% BDP za leto 2004 (Statisti¢ni zavarovalni-
ski bilten 2005, str. 7). Na podroc¢ju zivljenjskih zavarovanj zavarovalnice tekmu-
jejo s ponujanjem novih zavarovalnih produktov, kjer trenutno najbolj izstopajo
produkti z nalozbenim tveganjem. V BDP predstavlja premija zivljenjskih zava-
rovanj 1,7%, pred desetletjem jo je bilo komaj za pol odstotka. Pri pokojninskih
zavarovanjih velja izpostaviti prostovoljna dodatna pokojninska zavarovanja, ki
se v Sloveniji razvijajo razmeroma hitro, saj se zavedanje prebivalstva o potrebni
skrbi za varnost na stara leta veca. Posledica gibanja kapitalskega trga v Sloveniji
je razcvet zavarovanj z nalozbenim tveganjem. V letu 2004 je zbrana premija
za omenjena zavarovanja predstavljala 40% vse premije zivljenjskih zavarovanj
(Statisti¢ni zavarovalniski bilten 2005, str. 45).

Aktuar pri svojem delu uporablja matemati¢ne modele. Z modeli oceni sedanjo
vrednost prihodnjih slucajnih dogodkov. Aktuarsko modeliranje je tako temelj
zavarovalniStva in banc¢nistva. Delo aktuarja sloni na matematic¢nih orodjih, poleg
tega mora slediti Se demografskim, ekonomskim in zakonodajnim spremembam
ter trendom. TakSen pristop reSevanja problemov je vecplasten, kar je dodatna
prednost aktuarjev. Poleg zavarovalniskih podrocij aktuarsko delovanje sega Se

na podroc¢je nadzora, upravljanja investicij in izobrazevanja.

Aktuar torej trdi, da se tveganje in negotovost lahko nadzirata ter s preucevanjem
preteklosti nacrtuje prihodnost. Z vrednotenjem zavarovalnih produktov in ob-
veznosti, ki bo kmalu zakonsko doreceno, se aktuarjem razsirja podrocje delovanja.
Govorimo o nastanku tretje generacije aktuarjev. Aktuar prve generacije je tradi-
cionalni zivljenjski aktuar, ki pri svojem delu uporablja konstantne procese sm-
rtnosti ter obrestnih mer. Aktuar druge generacije pri svojem delu predpostavlja



stohasti¢ne procese pri skodnem dogajanju. Aktuar tretje generacije pri svojem
delu uporablja poleg stohasticnih procesov pri skodnem dogajanju tudi slucajnost
ekonomskega okolja. V ta namen je razvoj finan¢ne matematike postregel s kopico
modelov za vrednotenje financnih instrumentov. Aktuarjem ni potrebno razumeti
in poznati vseh modelov za vrednotenje eksoti¢nih izvedenih finan¢nih instrumen-
tov. Zadostuje razumevanje osnovnih modelov, iz katerih se lahko izpeljejo tudi
bolj zapleteni, ce je to potrebno za razvoj zavarovalnih produktov.

Model je v splosnem imitacija oz. posnetek nekega realnega sistema ali procesa.
Modeliramo lahko razlicne stvari: dobickonosnost zavarovalnega produkta, ki ga
mislimo zaceti prodajati ali prihodnji denarni tok zavarovalnice, ali verjetnost
propada zavarovalnice... Seveda lahko modeliramo tudi procese, ki niso v direktni
povezavi z zavarovalnistvom npr. gospodarstvo, delovanje ¢loveskega srca (Povh,
1998, str 7.)

Namen magistrskega dela je predstaviti osnovne oblike klasi¢nih zivljenjskih zava-
rovanj in v modele vrednotenja le teh vkljuciti stohasticne obrestne mere. Tako
bomo dobili vpogled v samo koristnost oziroma uporabnost modelov stohasti¢nih
obrestnih mer v povezavi z vrednotenjem klasi¢nih zivljenjskih zavarovanj. Upora-
ba stohasti¢nih obrestnih mer pri vrednotenju je zagotovo radikalna poteza, ven-
dar jo omili dejstvo, da bodo slovenska finan¢na podjetja kmalu privzela prenovl-
jene mednarodne racunovodske standarde, ki za namen vrednotenja v zavaroval-
nicah predpostavljajo zelo kompleksne stohasti¢ne modele (princip postene oziro-

ma trzno konsistentne vrednosti).

Cilj dela je definirati osnovne modele stohasti¢nih obrestnih mer in jih analizirati
pri vrednotenju klasi¢nih zivljenjskih zavarovanj. S tem bomo neposredno preverili
trditev Hansa Gerberja, ki trdi, da modeliranje obrestnih mer s stohasti¢nimi
procesi, pri vrednotenju zivljenjskih zavarovanj, ni smiselno (Gerber, 1996, str.
67). Dobljene resitve bodo uporabne tudi za slovenski zavarovalni trg.

1.2 Zasnova dela

Magistrsko delo bomo razdelili na §tiri poglavja. V prvem delu bomo opredelili
problem ter cilj magistrskega dela. V drugem delu bomo predstavili aktuarska
izhodisca, ki bodo uporabljena v magistrskem delu. Predstavili bomo temelje
aktuarskega modeliranja ter model prezivetja, ki je osnova aktuarskega modeli-
ranja in vrednotenja zavarovalnih produktov v zivljenjski zavarovalnici. Pred-
stavili bomo tudi formulacijo zivljenjskih zavarovanj ter mere tveganja, ki so
pokazatelj kvalitete dolocenega modela vrednotenja. Na koncu drugega poglavja
bomo podali Se osnove finanéne matematike, na katerih sloni izpeljava modelov



obrestnih mer. V osrednjem delu bodo analizirani razliéni modeli stohasti¢nih
obrestnih mer, kjer bomo podali lastnosti ter uporabnost posameznega modela.
Sledila bo analiza uporabnosti doloc¢enih modelov pri vrednotenju doloc¢enih oblik
zivljenjskih zavarovanj. V zaklju¢nem delu bomo predstavili rezultate simulacije,
do katerih bomo prisli med izdelavo magistrskega dela.

V delu bomo uporabili izrazoslovje, ki je znacilno za aktuarsko ter matematic¢no
stroko in zavarovalnistvo. Vsak izraz bomo ob vpeljavi natan¢no obrazlozili, kas-

neje pa uporabili brez posebnih obrazlozitev.

2 AKTUARSKA IZHODISCA

Aktuarski modeli so kljuéno orodje za ocenjevanje sedanje vrednosti prihodnjih
slucajnih dogodkov (placilo premije, izplacilo obveznosti zavarovancem, delitev
dobicka zavarovancem...). Kot smo uvodoma privzeli je model posnetek nekega re-
alnega sistema ali procesa. Tako modeli in analiza njihovih rezultatov omogocata,
da se spremembe vrednosti dolocenih parametrov prouci, Se preden jih v realnosti

implementiramo.

Ce bi model implementirali brez ustrezne analize rezultatov, se bi lahko dobi¢ek
spremenil v izgubo, gospodarska rast bi zasla v recesijo, po najbolj ¢rnem scenariju
pa bi to lahko pomenilo tudi smrt pacienta. Tako moramo pri modeliranju pro-
cesov v zivljenjski zavarovalnici definirati povezave med zakonodajo, davéno poli-
tiko ter zavarovalnimi pogoji. Kompleksnost povezav med posameznimi parametri
modela je v tem primeru odvisna tudi od prihodnjih dogodkov, ki bodo vplivali
na obrestne mere, inflacijo, umrljivost, stroske poslovanja, obseg poslovanja.

Slabosti in prednosti dolo¢enega modela se pokazejo v praksi. S pomocjo ko-
rakov modeliranja (Core Reading 103, enota 1) ze narejeni model izboljsamo
oz. prilagodimo dejanskim zahtevam. Ze pri sami definiciji modela je potrebno
upostevati predvsem cilje naloge, uporabnost modela, pravilnost podatkov, moz-
nost napak, ki izvirajo iz vrednosti parametrov modela, moznost predstavitve

modela in rezultatov.

Iz zgornjega izhajajo tudi prednosti ter slabosti modeliranja. Prednosti so pred-
vsem analiza dolgorocnih procesov v kratkem casu, analiza sprememb vrednosti
parametrov pred samo implementacijo, zapis kompleksnih realnih sistemov z enos-
tavnimi modeli. Glavni slabosti sta tako kot v vecini primerov cas ter stroski.
Poleg tega so vprasljivi Se rezultati, razumljivost modela, vhodni podatki, ocene

rezultatov...



Modele delimo na stohastiéne in deterministiéne. Ze iz same delitve izhaja, da
stohasti¢ni modeli opisujejo naravo dolocene slucajne spremenljivke, medtem ko
deterministicni modeli ne vsebujejo sluc¢ajnosti. Tako rezultate pri determin-
isticnemu modelu dobimo takoj, ko definiramo mnozico fiksnih vhodnih parame-
trov in njihovih povezav. Rezultate pogosto dobimo z direktnim izracunom, vcasih
pa uporabimo numeri¢ne metode. Nasprotno je pri stohasticnem modelu rezul-
tat slucajen, kot so vhodni parametri, ki so praviloma slucajne spremenljivke.
Rezultati so v obliki analiti¢ne formule, seveda, ¢e sam model to dopusca. Tako
proucujemo in natan¢no analiziramo spremembe vrednosti vhodnih parametrov.
Taksno analizo bomo naredili v zadnjem poglavju, kjer bomo kot rezultat dobili
porazdelitev sedanje vrednosti denarnega toka (porazdelitev enkratne premije) pri
uporabi stohasti¢nih obrestnih mer.

Stanje modela je mnozica spremenljivk, ki opisuje sistem v dolo¢eni ¢asovni tocki.
Stanja so lahko zvezna ali diskretna. Diskretna stanja so posledica diskretnih
vrednosti spremenljivk v ¢asu. Kot primer navedimo zivljenjska zavarovanja, kjer
zavarovanec preide iz stanja ziv v stanje mrtev. Tudi spremljanje Stevila polic v
portfelju zavarovalnice pomeni diskretne vrednosti. Nasprotno so zvezna stanja
rezultat zveznega spreminjanja spremenljivke v casu. Kot primer lahko podamo
spremembe vrednosti premozenja zavarovalnice, ki se teoreti¢no (pri zveznem

obrestovanju) spreminja zvezno v Casu.

Podobno je v modelu obravnavan tudi c¢as - diskretno ali zvezno. Kako natancno
razdelimo cas je odvisno od narave modela. Zavedati se je potrebno, da gostejsa
razdelitev botruje daljSemu casu, ki je potreben za izvedbo samega procesa. Po
drugi strani je odlocitev odvisna od pogoja ali morajo biti rezultati modela podani
(samo) v diskretnih ¢asovnih tockah ali ne.

2.1 Model pricakovane zivljenjske dobe

Verjetnostni prostor (€2, F,P) doloc¢a okvirje, znotraj katerih poteka tako vred-
notenje zavarovalniskih produktov kot tudi sama konstrukcija modelov, ki opisu-

jejo zivljenjska zavarovanja.

Model pricakovane zivljenjske dobe, oziroma model prezivetja, je osnovna tocka
modeliranja v aktuarstvu. Model temelji na dejstvu, da nam pricakovana zivljenj-
ska doba opazovane osebe ni znana. Definirajmo sluc¢ajno spremenljivko 7" kot
prihodnjo zivljenjsko dobo novorojene osebe. Sluc¢ajna spremenljivka 7' je zvezna
na intervalu [0, w], kjer je 0 < w < oo in w predstavlja maksimalno starost ljudi.

Porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke T ozna¢imo z F(t),



F(t) = P(T<t), t>0. (2.1)

Za vsak t porazdelitvena funkcija F(t) predstavlja verjetnost, da bo novorojena
oseba umrla v naslednjih ¢ letih. Verjetnost nasprotnega dogodka, da bo novoro-
jena oseba prezivela naslednjih ¢ let, predstavlja funkcija prezivetja

S(t) = P(T>t)=1-F(). (2.2)

Obe funkciji dolocata porazdelitev slucajne spremenljivke T'. Funkcija prezivetja
se uporablja v aktuarstvu in demografiji, medtem ko se v teoriji verjetnosti in

statistiki po sami definiciji uporablja porazdelitvena funkcija.

Pri vrednotenju zavarovalniskih produktov imamo v praksi opravka z osebo staro
x let. V tem primeru oznacimo prihodnjo zivljenjsko dobo x let stare osebe s T,
kjer je 0 < z < w. T}, je tudi zvezna slucajna spremenljivka.

Porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke T, oznac¢imo z F(t),

Fy(t) = P(T, <t), t>0, 0<z<w. (2.3)

Porazdelitvena funkcija F(t) predstavlja verjetnost, da bo x let stara oseba umrla
v naslednjih ¢ letih. Funkcija prezivetja je definirana na podoben nacin

Su(t) = P(I,>1), t>0, 0<z<uw. (2.4)

V nadaljevanju privzemimo, da je porazdelitvena funkcija F,(t) zvezna funkcija
in z f.(t) oznac¢imo verjetnostno gostoto. Tako izraz

fot) dt = P(t<T,<t+dt), (2.5)

predstavlja verjetnost, da bo xz let stara oseba umrla v starosti med z + ¢ in

T 4+t + dt oziroma v infinitezimalnem ¢asovnem intervalu.

S pomocjo funkcij F,(t) in f.(¢) lahko izrazimo poljubne verjetnosti, momente in
druge vrednosti, ki nas zanimajo. V aktuarskih krogih so se udomacile oznake, ki
jih bomo uporabljali v nadaljevanju. S ;q, ozna¢imo verjetnost, da bo x let stara



oseba umrla v naslednjih ¢ letih, s ;p, oznac¢imo verjetnost nasprotnega dogodka.
Sledita relaciji

9 = Fm(t)a (26)
tPx — Sx(t) (27)

S pomocjo povezav med Fy(t), S, (t), F(t) in S(t) lahko zapisemo mnogo enakosti.
Pomembni enakosti sta

1—Fy(s+1)
s r = Sx tzl_Fx =~ — sPg tPz+s 2.8
+tP (S+ ) ( (S)) 1 _ Fm(S) Dy tPz+ ( )
sty = Fm(s + t) - Fm(s) = s+tdy — sz = sPg t9z+s- (29)

Prva enakost pomeni, da je verjetnost prezivetja x let stare osebe nadaljnjih s+ ¢
let enaka produktu verjetnosti prezivetja x let stare osebe t let in verjetnosti,
da bo opazovana oseba prezivela Se nadaljnjih s let. Druga enakost prikazuje
takoimenovano odlozeno verjetnost smrti, torej produkt verjetnosti prezivetja x
let stare osebe s let in verjetnosti smrti v naslednjih ¢ letih.

Matematicno upanje sluc¢ajne spremenljivke T, oznacimo z e,. Matematiéno up-
anje predstavlja pricakovan preostanek zivljenjske dobe z let stare osebe. Po
definiciji matemati¢nega upanja velja

6y = /Ootfm(t) dt. (2.10)

0

Z uporabo porazdelitvene funkcje ga zapiSemo kot

2 = /000[1 _ R dt = Amtpx dt. (2.11)

2.1.1 Jakost smrtnosti

Jakost smrtnosti je koli¢ina, ki ima v modelu prezivetja osrednjo vlogo. Lai¢no
jakost smrtnosti predstavlja hitrost umiranja oseb v dolo¢enem ¢asovnem inter-

valu. Jakost smrtnosti x let stare osebe (v starosti z let) definiramo kot

1
py = lim EP(T <z+h|T > x), (2.12)

h—0

10



pri cemer predpostavljamo, da limita obstaja. Za majhne vrednosti h izraz preide

A%

kjer smo upostevali, da je verjetnost P(T < x + h|T > z) enaka ,q,. Dobili smo
vrednost verjetnosti, da bo = let stara oseba umrla v zelo kratkem casu h.

Jakost smrtnosti lahko izrazimo tudi s pomocjo porazdelitvene funkcije sluc¢ajne
spremenljivke T’

1
— lim — <
[z illl_rf[l) hP(T <x+h|T > x)
1F(z+h) - F(z)

R F(z)
F'(x) '
= ) = —[In(1 = F(z))]" (2.14)

Jakost smrtnosti z let stare osebe v starosti x + ¢t definiramo kot

= Y1 - F@1), (2.15)

kar zapiSemo z aktuarskimi simboli

d
Mzt = —%ln tPz- (2.16)
Integracija (2.16) nam da
Dy = e Joners ds, (2.17)

kar je kljuéna povezava med verjetnostjo prezivetja in ¢asom ¢ (pri integraciji smo
upostevali robni pogoj op, = 1).

S pomocjo jakosti smrtnosti lahko zapiSemo gostoto ter matemati¢no upanje
slucajne spremenljivke T),. Gostota je enaka

11



fm(t) = _Fx(t)

= —a tPx

=  Hz+t tPx- (218)

Posledicno je matematicno upanje slucajne spremenljivke T}, enako

e, = E(Ty)
= / tfa(t) dt = / Lyt (P dt
0 0

w—
w—x
= —t tpx‘o +/ tPx dt
0

= / D dt. (2.19)
0

2.1.2 Analiti¢cna porazdelitev pricakovane zivljenjske dobe

Pravimo, da je poljubna funkcija h analiticna (matemati¢na) verjetnostna po-
razdelitev, ¢e jo lahko izrazimo z enostavno formulo. Zgodovinsko gledano je
vedno obstajala teznja po splosnem (analitiénem) izrazu za porazdelitveno funkci-
jo F,(t), ki bo temeljil na osnovnih naravnih zakonih in bo prakticen za uporabo.

V nadaljevanju sta predstavljena primera analiticnih porazdelitev. De Moivre
je predpostavljal obstoj maksimalne starosti cloveske rase w in enakomerno po-
razdelitev sluc¢ajne spremenljivke 7, med 0 in w — x. Gostoto taksne porazdelitve

zapisemo kot f,(t) = ﬁ, jakost smrtnosti je enaka

d
. = ——[In(1 — F,(¢
s = —olin(1 — B (1)
d 1—t¢
= ——I1
dt[nw—x]
B 1
 w—x—t

kar je narascajoca funkcija ¢asa. Verjetnost prezivetja v tem primeru zapiSemo
kot

t 1
ei fO w—r—3s ds
t

w—T

tPz =
= 1=

12



Makeham je predlagal jakost smrtnosti oblike

port = A+Bct t, A B>0, c> 1.

Ta zakon kaze proces staranja boljse kot se vidi pri De Moivrejevem zakonu,
hkrati pa odpravlja predpostavko o obstoju maksimalne starosti w. Konstanta A
predstavlja smrti zaradi nezgod, neodvisnih od starosti.

Verjetnost prezivetja je v tem primeru enaka

e~ fot A+B s ds

tPr =
— Ztgcz(ct—l),

—B/Incin » = ¢=A. Poseben primer dobimo, ¢e izberemo B = 0.

pri Cemer je g = e
Dobimo eksponentno porazdelitev slucajne spremenljivke T}, kar pa ne odraza

realne smrtnosti ljudi.

2.1.3 Tablice smrtnosti

Zakoni smrtnosti obravnavani v prejsnjem razdelku bolj ali manj natan¢no doloca-
jo porazdelitev slucajne spremenljivke 7T,. Da bi porazdelitev slucajne spre-
menljivke definirali ¢im bolj eksaktno, definirajmo slucajni spremenljivki K, in

Sy, pri cemer velja

T, = K,+S,. (2.20)

Sluc¢ajna spremenljivka K, predstavlja stevilo dopolnjenih let, ki jih bo prezivela
x let stara oseba, spremenljivka S, pa predstavlja del leta v katerem je bila x
let stara oseba Se ziva. Iz same definicije izhaja, da je K, diskretna slucajna

spremenljivka, medtem ko ima S, zvezno porazdelitev med 0 in 1.

Verjetnostna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke K, je podana z

P(K,=k) = P(k<T, <k)= s duri (2.21)

za k = 0,1,... S pomocjo (2.21) zapiSemo matemati¢no upanje slucajne spre-

menljivke K,
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o = > kPK,=k) = kP quse (2.22)
k=1 k=1

= Y P (2.23)
k=1

pri cemer smo upostevali identiteto > .- kP(K, = k) = > .2 P(K, > k).
Matemati¢no upanje e, imenujemo odrezana pricakovana prihodnja zivljenjska
doba z let stare osebe. Ze iz same definicije je razvidno, da je lazje izracunati
(2.22) ali (2.23) kot (2.11) ali (2.19). Druga prednost je v tem, da za izrac¢un
potrebujemo samo verjetnostno porazdelitev za K.

V praksi se za izracun pricakovane zivljenjske dobe x let stare osebe pogosto
uporablja aproksimacija

0 1
€ R ety (2.24)

pri cemer se predpostavlja, da je matemati¢no upanje slucajne spremenljivke S,

priblizno enako %

Porazdelitev slucajne spremenljivke T, lahko skonstruiramo, ¢e privzamemo pri-
merne tablice smrtnosti. To so tabele enoletne verjetnosti ¢,, ki natanko dolocajo
porazdelitev slucajne spremenljivke K,. Do porazdelitve slucajne spremenljivke
T, pridemo preko interpolacije tablic smrtnosti.

Tablice smrtnosti so najstarejsa in najbolj znana oblika demografskih tablic. Opre-
delimo jih kot sistem medsebojno povezanih kazalnikov, ki na modelu sto tisoc
v danem trenutku rojenih otrok z razlicnih vidikov prikazuje proces njihovega
umiranja, odvisno od starosti (Malaci¢, 2000, str. 128).

Tablice so izdelane na osnovi statisticnih podatkov. Sama konstrukcija je narejena
na podlagi tehnik izravnave in ekstrapolacije (Gerber, 1979, str. 33). V splosnem
so v tablicah smrtnosti nastete naslednje funkcije (Malacic, 2000, str. 200):

e stevilo zivih (I) na zacetku starostnega razreda z,
e tablicno stevilo umrlih (d,),

e preziveta leta (L;), ki nam pove koliksno stevilo oseb se nahaja v starostnem
razredu z let (od x do z + 1 let),
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e vsotna funkcija (7}), ki pove stevilo let, ki jih bodo preziveli zivi na zacetku

starostnega razreda x do konca svojega zivljenja,

e koeficient dozivetja (P,), ki pove delez oseb v starosti od z do = + 1 let bo
dozivel starost od x + 1 do = + 2 leti,

e sivljenjsko pricakovanje (e,), ki smo ga ze omenili (pri¢akovana prihodnja

zivljenjska doba x let stare osebe).

Tablice definiramo tako, da izberemo najnizjo starost a, ki bo predstavljena v
tablicah. Nato izberemo stevilo [,, ki ga imenujemo koren tablic (pogosto sto
tiso¢). Stevilo zivih definiramo kot

lx = la ‘z—a Pas (225)

pri ¢emer predpostavljamo, da verjetnosti , ,p. obstajajo. Z uporabo (2.8)

pridemo do rezultata

t+z—aPa l:v—l—t la l:v—l—t
L= - o ot 2.26
P vabe o L L (2:26)

Torej, ¢e poznamo vse vrednosti funkcije [, o < x < w, lahko izracunamo vsako

verjetnost ;p, ali ;q,.

Tabli¢no stevilo mrtvih definiramo kot

dy = lp—lpyi, (2.27)

kar nas pripelje do naslednjega rezultata

8
8
I
o
S8

Gz = l—p,=—— :l—‘”. (2.28)

o~

8
o~

8

S tem smo dokazali, da tablice smrtnosti natanko doloc¢ajo porazdelitev slucajne

spremenljivke K.

Tablice smrtnosti so narejene za to¢no doloc¢eno skupino ljudi, razdeljeno po fak-
torjih, kot so spol, generacija, tip zavarovancev... Zacetna starost x ima v tablicah
pomembno vlogo, kar lahko pokazemo na primeru zivljenjskega zavarovanja. De-
jstvo je, da je oseba, ki sklene danes zivljenjsko zavarovanje, boljSega zdravja kot
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oseba, ki ga je kupila pred veé leti, kljub enakim faktorjem (starost). Ta uc¢inek
upostevajo selektivne tablice smrtnosti, kjer so verjetnosti smrti razdeljene glede
na pristopno starost. Z ¢p;)4+¢ oznac¢imo verjetnost smrti v naslednjem letu za x +1¢

let staro osebo ob pristopni starosti z let. Selekcija vodi do naslednje neenakosti

U] < Qo141 < Q242 < - - (2.29)

Ucinek selekcije obicajno oslabi po nekaj letih, recimo r letih, kar imenujemo
selektivna perioda. Tablice, ki jih uporabljamo potem, ko potece to obdobje,
se imenujejo ultimativne tablice smrtnosti. V primeru, ko so tablice smrtnosti
odvisne samo od starosti x, jih imenujemo agregatne tablice smrtnosti. Prednost
agregatnih tablic je tudi v tem, da so enodimenzionalne.

Kot smo omenili pridemo do porazdelitve slucajne spremenljivke 7, s pomocjo
tablic smrtnosti ter interpolacije. Za ta namen potrebujemo vrednosti za q,
(0<s<1)ali peys (0 <s<1).

V teoriji obstaja ve¢ modelov za ocenjevanje gq, ali p,ys. Eden izmed njih
predpostavlja enakomerno porazdelitev smrti oziroma, da je za celo Stevilo = in

0 <t <1 produkt ¢p, pyys konstanten. Od tod sledi definicija modela

sQe = / ¢z dt = s q,. (2.30)
0

Vrednosti ¢, so predstavljene v tablicah, torej nam model (2.30) vrne vse vrednosti
sPz in 5q; (0 < s < 1)in s tem je dolo¢ena verjetnostna porazdelitev za T, na
intervalu [z, x+1], za 0 < z < w. Posledi¢no smo dobili aproksimacijo za celotno
porazdelitev T,.

Slabosti omenjenega modela se kazejo predvsem v predpostavkah enakomerne
smrtnosti znotraj leta, cesar realni podatki ne potrjujejo ter nezveznost jakosti
smrtnosti v celostevilénih tockah. Zadnje dokazemo z naslednjima enakostma

‘ o Ay
Hz+s s=1 1 — 0
Hz41+4s ‘ s—0 — Udz+1,
pri cemer smo za jakost smrtnosti uporabili izraz ji,, = —2—, ki sledi direktno

1—-5qz’

iz (2.16) in (2.30).
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2.2 Matemati¢na formulacija zivljenjskih zavarovanj

V prejsnjem razdelku smo definirali model prezivetja in prisli do porazdelitve
slucajne spremenljivke 7T),. V sploSnem pa slu¢ajno spremenljivko 7}, lahko obrav-

navamo v SirSem smislu, tako da razSirimo model, v katerem jo obravnavamo.

Oseba s pristopno starostjo = naj se nahaja v toéno dolo¢enem stanju (stanje je
odvisno od modela, ki ga obravnavamo). Oseba zapusti omenjeno stanje v ¢asu T},
zaradi enega od m medsebojno izkljucujocih vzrokov. Tako smo v bistvu definirali
par slucéajnih spremenljivk: T, in J, pri cemer slucajna spremenljivka 7}, prikazuje
preostanek ¢asa v specificnem stanju (pristopna starost osebe v omenjeno stanje
je z let) in slucajna spremenljivka J prikazuje vzrok izlocitve.

V praksi se uporablja kar nekaj razsirjenih modelov prezivetja. Recimo pri zivljenj-
skem zavarovanju, ki krije tudi rizike tezkih bolezni, je zacetno stanje zdrawv, ki
preide v stanje mrtev ali bolan. Podobno je tudi invalidsko zavarovanje, kjer
zacetno stanje aktiven preide v stanje inwvaliden ali mrtev. Poznamo tudi variacijo
modela prezivetja, ki loci tip smrti: smrt zaradi nezgode in smrt zaradi drugih
vzrokov. Zadnji model se uporablja tam, kjer se zaradi nezgodne smrti izplaca

veckratnik zavarovalne vsote.
2.2.1 Splosna definicija
Model, ki smo ga opisali zgoraj, je podan s skupno porazdelitvijo slucajnih spre-

menljivk 7, in J. Skupno porazdelitev lahko opiSemo z gostotami porazdelitev
fl,x(t), ) fm,:z:(t), prl cemer je

fiadt = Pt <T,<t+dt, J=j), (2.31)

verjetnost, da je izlocitev med ¢ in ¢ 4 dt posledica vzroka j. Velja

f2(t) = fia(t)+--+ fu (D). (2.32)

Z uvedbo aktuarskih oznak zapisemo

e = P, <t J=1j) (2.33)

ali splosneje

17



tatrs = PTy <s+t, J=j|T, > s). (2.34)
Podobno kot pri modelu prezivetja omenjeno verjetnost izracunamo kot

dz

s+t
tQats = /s fj’x(z)m’ (2.35)

pri cemer je F, porazdelitev za T, in J.

V nadaljevanju bomo definirali jakost izlocitve, s katero tudi pridemo do po-
razdelitve T, in .J. Jakost izlocitve osebe stare x let zaradi vzroka j je podana

V/

fj,x(t) _ fj,:v(t).

it = TR @ e (2:36)
Jakost izlocitve dobimo podobno kot gostoto porazdelitve
Hott = Higset 0+ Hmait (2.37)
Izraz (2.31) zapisemo kot
Pt<T,<t+dt, J=7) = Py fjuts dt. (2.38)

Zakljuc¢imo lahko s tem, da ¢e so znane jakosti zaradi posameznih vzrokov, potem
porazdelitev za T, in J dobimo s pomocjo (2.37) in (2.17), s ¢imer dolocimo
verjetnost ;p,. Nato preko (2.36) dobimo f;,(%).

Tretja moznost za definicijo porazdelitve T, in .J je preko Stevila dopolnjenih let
v specificnem stanju (K, = [T}]). Ob predpostavki, da so enoletne verjetnosti

izloc¢itve (g;,+k) znane (tablice izlocitev), lahko definiramo porazdelitev za K, in
J.

Enoletne verjetnosti izlocitve definiramo kot

Giosk = P(Th+1, J=j|T > k). (2.39)
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Skupna enoletna verjetnost izloc¢itve je definirana

Qe+t = q1az+k +oeee 4+ Am,z+k> (240)

iz ¢esar lahko izracunamo ,p,. Sledi

P(Kx = k, J :]) = kPz 49jz+k; (2'41)

zak=0,1,...inj5=1,...,m.

Porazdelitev za T, in .JJ dobimo ob upostevanju doloc¢enih predpostavk za verjet-
nost izlocitve med letom. Pogosto se uporablja predpostavka, da je ,g;j 4+« linearna
funkcija argumenta v na intervalu 0 < v < 1 in k je naravno Stevilo. Torej

wljaotk = U otk (2.42)
Sledi
fialk+u) = s @jotr, (2.43)
kar pripelje do rezultata
dj,z+k
Hjz+k+ L= ooy (2.44)

pri ¢emer smo uporabili formulo 1 ,p, = kpz(1 —u gzyx). Omenjeno predpostavko
(linearnost) smo uporabili tudi v razdelku 2.1.3. Prednosti te predpostavke sta
neodvisnost K, in S, ter enakomerna porazdelitev S, med 0 in 1.

Zdaj lahko definiramo splosno zavarovanje. Predpostavimo, da placilo zavarovalne
vsote ¢jr41 zapade na koncu leta k + 1, ce se je med letom zgodil dogodek j.
Sedanja vrednost izplacila je slu¢ajna spremenljivka

7 = crg,41 v (2.45)

pri ¢emer je v diskontni faktor pri letni efektivni obrestni meri r, v = 1/(1 + r).
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Enkratna neto premija je enaka matemati¢cnemu upanju slucajne spremenljivke Z

(dovolj velik portfelj zavarovancev omogoca zanesljivo aproksimacijo skod)

E(Z) = chj,kJrl V" D Gkt (2.46)

j=1 k=0

Definirali smo izraz za enkratno neto premijo splosnega zavarovanja, pri katerem
se izplacilo zavarovalne vsote ¢; 41 zgodi ob koncu leta, v katerem je nastal do-
godek j. Na zacetku razdelka smo nasteli nekaj morebitnih dogodkov: smrt,
invalidnost, upokojitev, bolezen...V nadaljevanju se bomo omejili na zavarovanja,

kjer je dogodek izlocitve smrt ali dozivetje.

2.2.2 Primeri zivljenjskih zavarovanj

Zivljenjska zavarovanja v teoriji razdelimo na kapitalska zavarovanja, zivljenjske
rente ter zavarovanja, pri katerih zavarovanec prevzema doloceno nalozbeno tveg-
anje. Ponekod v teoriji se med zivljenjska zavarovanja uvrsca tudi zavarovanja, ki
SO vezana na stanje zavarovanca v smislu bolezni, odsotnosti z dela, starosti. Tako
poznamo zavarovanje za dolocene hude bolezni, zavarovanje delovne nezmoznosti

zaradi daljse bolezni ter zavarovanje za nego in oskrbo za stara leta.

Pri kapitalskih zavarovanjih se zavarovalna vsota (obveznost zavarovalnice) obicaj-
no izplaca v enkratnem znesku. V splosnem sta tako cas kot viSina izplacila
funkciji slucajne spremenljivke T, torej sta prav tako slucajni spremenljivki.
Sedanjo vrednost izplacila oznac¢imo z Z, enkratno neto premijo pa predstavlja
pricakovana sedanja vrednost sluc¢ajne spremenljivke Z (E(Z)). Seveda to ni
pokazatelj tveganja, ki ga sprejme zavarovatelj. V ta namen je potrebno izra¢unati

visje momente slucajne spremenljivke Z.

Zaceli bomo z zavarovanjem za primer smrti. Zavarovalna vsota c; zapade v placilo
ob koncu leta, v katerem je nastopila smrt. Sedanja vrednost izplacila je odvisna
od sluéajne spremenljivke K, = [T,],

Z = cg,pq v (2.47)

Neto enkratna premija je enaka

o0

BE(Z) = ch+1 V" Dy Quske (2.48)
k=0
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Na podoben nacin lahko izracunamo tudi visje momente slucajne spremenljivke

Z

E(Zh) = ZCZ-}—I vh(k+1) kp:r q:1:+k- (249)
k=0

Naslednja posplositev je izplacilo zavarovalne vsote takoj po smrti, kar pomeni,
da je zavarovalna vsota funkcija ¢asa, ¢(t), ¢ > 0. v tem primeru slu¢ajno spre-
menljivko Z zapiSemo kot

7Z = c(T,) v™. (2.50)
Neto enkratna premija je enaka
E(Z) = / c(t) v' Py oy dt, (2.51)
0

pri Gemer smo za gostoto slucajne spremenljivke uporabili izraz (2.18). Seveda
lahko iz omenjenega zveznega modela izpeljemo tudi diskretni model ob doloceni
predpostavki

E(Z) = Y E(ZIK,=k) P(K,=k)
k=0
= ) E(c(k+ Sy) v""|K, = k) P(K, = k)
k=0
= ) E(c(k+ S,) v 7K, = k) o*' P(K, = k).
k=0
Ob predpostavki

k1 = E(e(k+Sp) v 7K, = k),

dobimo

E(Z) = ch+1 Uk-H kPz Qztk-
k=0
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Za izracun zavarovalnih vsot ¢, potrebujemo pogojno porazdelitev S, pri pogoju
K, = k. V ta namen lahko uporabimo predpostavke o porazdelitvi T, znotraj
leta - razdelek 2.1.3.

V praksi se zavarovanja za primer smrti vecinoma uporabljajo za kritje tveganja
smrti, ob predpostavki, da ima zavarovanec sklenjeno kreditno pogodbo. Omen-
jeno zavarovanje tako krije morebitne financ¢ne obveznosti v primeru zavarovanceve
smrti. Poznamo dosmrtno zavarovanje za primer smrti (ve¢inoma se uporablja za
kritje stroskov pogreba) ter zacasno zavarovanje za primer smrti, ki krije zgoraj

omenjeno tveganje.

Predpostavimo, da se zavarovalna vsota pri dosmrtnem zavarovanju izplaca ob
koncu leta, v katerem je zavarovanec umrl. Privzemimo Se, da je zavarovalna
vsota enaka 1, kar bo poenostavilo zapis enacbh. Torej je slucajna spremenljivka
Z odvisna samo od casa izplacila (K, + 1)

Z = ofeth (2.52)

Kot receno je porazdelitev slucajne spremenljivke Z dolocena s porazdelitvijo

slucajne spremenljivke K,

P(Z =v"") = P(K,=k) =D Gors, (2.53)
za k =0,1,2,... Aktuarski simbol za enkratno neto premijo je A,
A = E(Z)=)_o"" ipe dose (2.54)
k=0

Varianco slucajne spremenljivke Z zapiSemo kot

Var(Z) = E(Z?) - A2 (2.55)
pri cemer je

E(Z?) = B(X=H), (2.56)

kar lahko interpretiramo kot enkratno premijo pri jakosti obresti 26. Jakost obresti
§ je definirana kot 6 = In(1 + r), od koder sledi v = e™°. Definicija je rezultat
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zmanjsevanja obdobja obrestovanja (zvezno obrestovanje). Tako varianco razlag-
amo kot razliko dveh enkratnih premij, prvo izracunano pri dvakratniku osnovne

jakosti obresti, drugo pa pri normalni jakosti obresti.

Zacasno zavarovanje za primer smrti v trajanju n let, krije riziko smrti, ¢e zavaro-
vanec umre v prvih n letih (zavarovalna vsota se izplac¢a ob koncu leta smrti).

Sedanja vrednost izplacila je enaka

vt K <,
z = { 0 s (2.57)

. “ . 1
Enkratno neto premijo oznacimo z A,

n—1
Ao = ka+1 kP Qx+k- (2.58)
k=0

Za izracun variance moramo izracunati drugi moment slucajne spremenljivke Z.
Podobno kot pri dosmrtnem zavarovanju je drugi moment enak enkratni neto

premiji, izracunani pri dvakratniku osnovne jakosti obresti.

V praksi si zelijo zavarovalnice ¢im bolj priblizati potrebam zavarovancev. V ta
namen se na zavarovalnem trgu ponuja standardno padajocCe zacasno zavarovanje
za primer smrti, pri katerem zavarovalne vsote ¢; linearno padajo do 0. S takSnim
zavarovanjem natancneje pokrijemo tveganje kreditne pogodbe, kjer se glavnica

naceloma linearno zmanjsuje s ¢asom. Sedanja vrednost izplacila je enaka

n— K, UKerl, K, <n,
7 - {(g v, K< 2:59)
Enkratno neto premijo ozna¢imo z (DA)!
n—1
(DA)yi = (n—k) v kpe qori- (2.60)
k=0

V tujini je praksa, da banka zavarovalnici mese¢no sporoca vse nezapadle ob-
veznosti kreditojemalcev ter povprecno starostno strukturo za posamezen spol.
Zavarovalnica na podlagi omenjenih podatkov izra¢una premijo za primer smrti
za obdobje enega meseca. Banka omenjeno premijo obracuna preko vecje efektivne
obrestne mere kreditne pogodbe in kreditojemalec v bistvu ne ve, da je zavarovan
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za primer smrti. Banka tako zmanjsuje tveganje nepoplacila obveznosti iz naslova
smrti kreditojemalca, hkrati pa je omenjen nacin poslovanja ugoden tudi za kred-
itojemalca, saj v primeru njegove smrti dedic¢i ne pridobijo finan¢nih obveznosti

iz naslova kreditnih pogodb.

Nakazan prehod od splosnega zavarovanja za primer smrti, kjer je izplacilo zavaro-
valne vsote funkcija sluc¢ajne spremenljivke K, (T;), do zavarovanja, kjer je zavaro-
valna vsota 1, lahko naredimo tudi za ostala kapitalska zavarovanja.

Zavarovanje za primer dozivetja v trajanju n let, predvideva izplacilo zavarovalne
vsote ob koncu n-tega leta pri pogoju, da je zavarovanec ziv. Sedanja vrednost je
enaka

0, K,<n,
7 = { o K> (2.61)

. o 1
Enkratno neto premijo oznacimo z A,

Apn = V" (2.62)

varianco izra¢unamo kot

Var(Z) = E(Z?) - A2l

_ 2n 2n 2
= v nPx — VU np;p

= o™ nPz nfz- (263)

Mesano zavarovanje je kombinacija (vsota) zavarovanja za primer dozivetja v tra-
janju n let in zacasnega zavarovanja za primer smrti v trajanju n let. Do izplacila
zavarovalne vsote pride v primeru smrti, ¢e ta nastopi v prvih n letih, sicer pa na

koncu zavarovalnega obdobja. Sedanja vrednost izplacila je enaka

et KL <,
7 = { o, K. >n (2.64)

Enkratno neto premijo oznac¢imo z A,.5. Izraéunamo jo iz same definicije zavarova-

nja. Slucajno spremenljivko 7 lahko zapisemo kot

Z - Zl+ZQ, (265)
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pri ¢cemer slucajna spremenljivka Z; predstavlja sedanjo vrednost izplacila pri
zavarovanju za primer dozivetja v trajanju n let, slucajna spremenljivka 7, pa
predstavlja sedanjo vrednost izplac¢ila pri zacasnem zavarovanju za primer smrti

v trajanju n let. Sledi

A:L‘:ﬁl = Am%—i_Ai'm

n—1

= o nPz + vk+1 kPz Qz+k- (266)
k=0

Varianca sluc¢ajne spremenljivke Z je enaka

Var(Z) = Var(Z)+ Var(Zy) + 2 Cov(Zy, Zs).

Iz same definicije slucajnih spremenljivk Z; in Z; sledi 7,7, = 0, od koder za-
klju¢imo

COV(Zl, Zg) = E(ZIZQ) — E(ZI)E(ZQ)

n
in

Var(Z) = Var(Z)) + Var(Zy) —2 A, Al

n—1 n—1 2
= 0" e e + DV 1D Guik — (Z CARRY qz+k> -

n—1

20" pr >V kP Gaske (2.68)
k=0

Zadnji rezultat ima za zavarovalnice pomembno vlogo, saj pri meSanem zavarova-
nju zavarovalnica sprejme manj tveganja, kot ce bi sklenila eno zacasno zavarova-
nje za primer smrti in eno zavarovanje za primer dozivetja za dve razli¢ni osebi

enake starosti in spola.
V teoriji in praksi se uporabljajo variacije omenjenih zavarovanj:
e izplacilo zavarovalne vsote neposredno po smrti,

e izplacilo zavarovalne vsote ob koncu m-tega obdobja znotraj leta,
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e narascajoce, padajoce zavarovalne vsote,

e pristopne starosti zavarovancev pri neceli starosti,

e zavarovanja za vec zivljenj.
Zivljenjske rente predstavljajo zivljenjsko zavarovanje, pri katerem se renta iz-
placuje tako dolgo, dokler je dolocena oseba, z zaCetno starostjo x let, Se zZiva.
Zivljenjske rente se ponujajo na zavarovalnem trgu kot varianta izpla¢ila zavaroval-

ne vsote ob dozivetju dolocenega zavarovanja ali pa predstavljajo varcevanje z

namenom povecanja varnosti za stara leta.

Sedanja vrednost zivljenjske rente je slucajna spremenljivka, saj je odvisna od
preostale zivljenjske dobe z let stare osebe. Oznacimo jo z Y, matemati¢no upanje
E(Y') pa predstavlja enkratno neto premijo.

Splosna renta, ki predvideva placila v visini ry, 71, ... v ¢asovnih tockah 0, ..., K,
je definirana z

Y = ka Tk I(KEZk)a (269)
k=0

pri cemer smo z Ik, >k oznacili indikator dogodka {K, > k}. Enkratna neto

premija je podana z

B(Y) = > " re ipa (2.70)
k=0

Nadaljnja posplositev rente gre v smeri zgostitve izplacevanja rent in v konéni fazi
dobimo zvezno placljivo rento. Seveda so lahko tudi visine rente funkcije slucajne
spremenljivke 7,.. V nadaljevanju bomo predstavili elementarne zivljenjske rente.

Dosmrtna prenumerandna zivljenjska renta predstavlja izplacila v visini 1 v ¢aso-

vnih tockah (letih) 0,..., K,. Sedanja vrednost omenjenih izplacil je

Y = 14+ov+02+0f, (2.71)

Enkratno neto premijo oznacimo z a,
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) o0 1— Uk+1
Ay = E(Y) = Z ﬁ kPz Qz+k
k=0

= de kPz otk (2.72)
k=0

pri ¢cemer smo z dz7q) oznacili financno prenumerandno rento v trajanju k + 1
let. Na omenjeno rento lahko gledamo tudi kot zaporedje zavarovanj za primer
dozivetja (Ce je oseba ziva na zacetku vsakega leta, prejme izplacilo). V tem

primeru velja

k=0
in
i, = Y " ps. (2.74)
k=0

Varianco dosmrtne prenumerandne rente dobimo s pomocjo dosmrtnega zavarova-
nja za primer smrti, kjer bomo sedanjo vrednost izplacila pri tem zavarovanju

oznacili z Z. Velja

Y = = (2.75)
Sledi
1—-A,
in = G (2.76)
in
Var(Z)
V) = 2
Var(Y) =)
2
ZZO:O UQ(IH_I) kPz Qutk — (Zzo[] Uk-H kPx ql‘+k>
= L . (277)
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Pri n let trajajo¢i zacasni prenumerandni zivljenjski renti oseba prejema rentno
izplacilo najve¢ n let oziroma do smrti, ¢e ta nastopi pred letom n. Sedanja

vrednost rente je

a , K, <n,
Yy = { et K, >n (2.78)

A,y

Podobno kot pri dosmrtni prenumerandni zivljenjski renti lahko enkratno neto

premijo (d,m) izrazimo na dva nacina

n—1
dgm = dm kPz Qutk + Um nDx (279)
k=0
oziroma
n—1
k=0

Pri izpeljavi druge enakosti smo predpostavili, da je renta koncno zaporedje
zavarovanj za primer dozivetja. Ce s slu¢ajno spremenljivko Z oznac¢imo sedanjo

vrednost izplacila pri mesanem zavarovanju, velja

Y = . (2.81)

Z uporabo matemati¢nega upanja dobimo povezavo med enkratno neto premijo
za n let trajajoco zacasno prenumerandno rento in enkratno neto premijo za n let

trajajoce mesano zavarovanje

1 - Az:m

Qg 1— o ( )
Sledi tudi
Var(Z)
Var(V) = ———=%
ar(Y) 10
1 n—1
= (1 _ U)2 <U2n nPx nQx + ZUQ(]H_I) kPz Qu+k — (283)
k=0
n—1 2 n—1
- |:ka+1 kPz qI+k:| — 20" nPz ka—H kDx qz+k>

k=0 k=0
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Tako kot pri kapitalskih zavarovanjih se tudi pri zivljenjskih rentah v teoriji in
praksi uporablja vec variacij zivljenjskih rent:

e odlozene rente,
e postnumerandne rente,
e rente z zajamcenim obdobjem izplacevanja,

e rente, pri katerih so pla¢ila m-krat znotraj leta (v limitnem primeru pridemo
do zvezno placljive rente)

e narascajoce, padajoce rente,

e zacetek placevanja pri neceli starosti.

Zavarovanja z nalozbenim tveganjem so zivljenjska zavarovanja, pri katerih je
primarni cilj ustvariti donos na vlozena sredstva. Zavarovalna komponenta je
zgolj stranskega pomena. Zakon o zavarovalniStvu tovrstna zavarovanja opredeli
kot zivljenjska zavarovanja vezana na enote investicijskih skladov. V teoriji in

praksi poznamo ve¢ vrst omenjenih zavarovanj:

e (klasicno) nalozbeno zavarovanje,

nalozbeno zavarovanje, kjer je izplacilo vezano na dolocen indeks,

nalozbeno zavarovanje z dodatkom klasi¢nega pripisa dobicka,

nalozbeno zavarovanje z dolo¢enimi garancijami,

hibridi nalozbenih zavarovanj in kapitalskih zavarovanj.

V nadaljevanju bomo na primeru klasi¢nega nalozbenega zavarovanja predstavili
tok premije in pri tem izpostavili stroske, ki jih zavarovalnice praviloma obracu-

najo pri tovrstnem zavarovanju.

Zavarovanec premijo lahko nalozi v enega ali ve¢ skladov. Naivno je pricakovati,
da bi zavarovalnica celotno premijo namenila za nakup enot dolocenega sklada.
Pri takoimenovanem vstopu (premije) v sklad zavarovalnica lahko obrac¢una dva
stroska: delez alokacije in razliko v nakupni ter prodajni ceni enote premozenja.
7 delezem alokacije definiramo kolikSen del premije bo namenjen za nakup enot
sklada. V praksi je delez v zacetnem obdobju zavarovanja (prvo leto) manjsi kot v
kasnejsih obdobjih zavarovanja (po preteku prvega leta). Poznamo tudi primere,
ko je delez konstanten skozi celotno zavarovalno obdobje, vendar je taksen nacin
bolj redek, saj je zavarovalnici v interesu ¢im prej obracunati stroske. Razlika
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med nakupno ter prodajno ceno enote sklada se pogosto izrazi kot odstotek «
prodajne cene. Nakupno ceno dobimo preko povezave

nakupna cena, = (1 — «) prodajna cena,.

Dejstvo je, da se premija pretvori v enote s pomocjo prodajne cene. Strosek za
zavarovalnico pa je manjsi, saj zavarovalnica naceloma te enote kupi po nakupni

ceni. Tako se ustvari razlika, ki pripada zavarovalnici.

Sledijo letni stroski, ki pokrivajo upravljavsko provizijo (strosek upravljanja skla-
da) ter takoimenovane stroske police in stroske rizika smrti (riziko premija je
funkcija sluéajne spremenljivke T},) oziroma drugih rizikov, ki jih zavarovanje krije.
Upravljavska provizija se odrazi skozi vrednost enote premozenja sklada, saj jo
upravljavec obracuna sam od celotnega premozenja sklada. Stroski police so fiksni
in se obracunajo tako, da se proda doloceno Stevilo zavarovancevih enot sklada.
Analogno se obracuna tudi riziko premija. Na kakSen nacin zavarovalnica porabi
omenjene stroske (provizija agentom,..) je odvisno od poslovne politike zavaroval-
nice, dejstvo pa je, da je pri nalozbenih zavarovanjih mozno definirati kar nekaj

virov za obracun stroskov.

V tujini trend nalozbenih zavarovanj pada, medtem ko je v Sloveniji trend ravno
obraten. V uvodu smo omenili, da je v letu 2004 premija nalozbenih zavarovanj
predstavljala 40% celotne zivljenjske premije. Zadnje gre pripisati predvsem doga-
janju na slovenskem kapitalskem trgu v zadnjem desetletju. Seveda bo zanimivo
spremljati omenjeni trend tudi v prihodnosti, predvsem z mislijo, da zgodovinski
donosi niso garancija za prihodnost.

Tako v tujini kot v Sloveniji pridobivajo na popularnosti nalozbena zavarovanja
z dolocenimi garancijami. TakSna zavarovanja imajo dolocena varovala, ki so
zanimiva za zavarovance, vendar se je potrebno zavedati, da imajo garancije svojo

ceno. Poznamo vec¢ vrst garancij:

e garancija najvisje vrednosti enote premozenja, kjer se vse enote kupljene
do presecnega datuma, ko zacne vrednost enote premozenja padati, ob
dozivetju izplacajo po najvisjem tecaju,

e garancija neto vrednosti, kjer se ob dozivetju izplaca natanko tolikSen znesek
kot je bil vplacan v sklade (primerna garancija ob padanju vrednosti enote

premozenja),

e garancija fiksnega donosa, ki je stala ze marsikaterega upravljavca mnogo
premozenja (Partnoy, 1999).
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Omenjene garancije se dosegajo preko ustreznih nalozbenih strategij upravljavcev
skladov in se ovrednotijo ali preko same vrednosti enote sklada ali pa kot fiksen

znesek.

Razdelek zaklju¢imo z mislijo, da je ponudba zivljenjskih zavarovanj pestra in da
bodo v prihodnosti zavarovanja Se bolj pisana na kozo zavarovancem, saj bo le na

takSen nacin mozno ohranjati pozicije na zavarovalnem trgu.

2.3 Mere tveganja

Tveganje lahko opisemo kot dogodek, ki se lahko zgodi in ima za nas negativne (fi-
nan¢ne) posledice. Navedeno predstavlja podlago za uporabo stohasti¢nega mod-
eliranja tveganja (le to uporabljamo v celotnem 2. poglavju tako pri konstrukeiji

nancne matematike).

Primarna funkcija zavarovalnic in pozavarovalnic je prodaja kritij za dolocena
tveganja. V zadnjih desetih letih, ko so se jim pridruzile Se banke in finan¢ne
institucije, se omenjena skupina ukvarja z zbiranjem in upravljanjem tveganja
dajo). V primerih, ko trg ne obstaja, je treba tveganje izmeriti in zagotoviti
dodatne rezerve (kapital), potrebne za kritje omenjenega tveganja. Tako se up-
rave zavarovalnic in drugih financ¢nih institucij soocajo z vse tezjo nalogo: ustreci
interesu zavarovancev in delnicarjem. Zavarovance zanima predvsem financna
stabilnost zavarovalnice, medtem ko delnicarji zahtevajo donos, ki je povezan s
tveganjem njihovega vlozka.

V zavarovalnistvu in financah obstaja mnogo mer tveganj, ki se razvrscajo od
povsem elementarnih do zelo izvedenih. V praksi Se zmeraj poteka razprava,
katera mera tveganja je prava za zavarovalniski sektor. Poznamo naslednje mere
tveganja: VaR, tail VaR, pogojni VaR, conditional tail expectation, expected short-
falls, zero-utility premiums, Esscherjevo mero tveganja in (Yaari-)Wangovo mero
tveganja (Denuit, 2005, str. 59).

Definicija 2.3.1. Mera tveganja je funkcional p, ki preslika tveganje X v neneg-
ativno realno stevilo p(X), po moznosti konéno, in predstavija dodaten denar, ki

ga je treba dodati tveganju X, da bo le to sprejemljivo.

Ideja je v tem, da p kvantificira tveganje X: tako nam velike vrednosti p(X)
povedo, da je X nevarno tveganje. Ko predstavlja X potencialno skodo posame-
znega financnega portfelja skozi ¢as, interpretiramo p(X) kot znesek kapitala, ki
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ga je treba dodati portfelju, da bo le ta ustrezen za notranji in zunanji nadzor
tveganja. V tem primeru je p(X) rizicen kapital portfelja. Taksne mere tveganja
se uporabljajo za opredelitev rezerv in kapitalskih zahtev z namenom zagotovitve

solventnosti.

Mere tveganja so v mnogih pogledih sorodne aktuarskim nacelom dolo¢anja pre-
mije. Zavarovalnica, ki sprejme tveganje X, na podlagi nacela dolocanja premije,
dolo¢i minimalni znesek TT(X), ki ga mora placati zavarovanec, da ga bo zavaroval-
nica vzela v kritje (z omenjenim principom smo definirali vse enkratne neto pre-
mije v drugem razdelku tega poglavja). Tako je dolocanje premije pravzaprav
primer mozne mere tveganja. Seveda je lastnost takSnega nacela, da je vred-
nost dobljena z mero tveganja za posamezno tveganje X, kar kandidat za premijo
zavarovalne pogodbe, s katero krijemo X. Nacelo dolo¢anja premije je SirSe nacelo

in zajema naslednje mere:
e nacelo neto premije,
e nacelo pricakovane vrednosti,
e nacelo najvecje skode,
e nacelo variance,

e nacelo standardnega odklona.

V nadaljevanju bomo predstavili zelene lastnosti, ki naj bi jih imela posamezna
mera tveganja, in te lastnosti preverili na meri tveganja VaR, ki jo bomo uporabl-
jali v zadnjem poglavju.

Kljub zelo splosni definiciji mere tveganja, mora le ta zadoscati nekaterim ak-
siomom. Med mnogimi statisti¢nimi znacilnostmi, ki jih lahko pripisemo matema-
ticnemu upanju, varianci, mediani... se uvrscajo med sprejemljive mere tveganja

le nekatere. Lastnosti mere tveganja povzemajo spodnje tocke.

Neprekomerni dodatek

pri cemer je X poljubna slucajna spremenljivka. Jasno je, da je nesmiselno imeti
veé¢ kapitala (rezerv), kot je vrednost najvecje skode.

Nenegativni dodatek
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p(X) = E(X),

pri cemer je X poljubna slucajna spremenljivka. Minimalni kapital presega prica-
kovano skodo, sicer postane verjetnost propada o¢itna (pod pogoji izreka o velikih
stevilih).

Translativnost

p(X +c) = p(X)+c

pri cemer je X poljubna slucajna spremenljivka in ¢ poljubna konstanta. Mero
tveganja smo definirali kot funkcional, ki poda vrednost varnostnega kapitala, ki
ga mora investitor dodati tvegani poziciji, da bo le ta sprejemljiva. Tako je jasno,
da vsako diskretno povecanje obveznosti za konstanto ¢ da enako povecanje pri
kapitalu. Sledi

p(X = p(X)) = 0,

kar pomeni, da ko dodamo p(X') zacetni poziciji —X, dobimo "nevtralno pozicijo”.

Konstantnost

ple) = ¢

Da bi zavarovatelj izplacal skodo v visini ¢, potrebuje enako kolicino kapitala.
Velja p(0) = 0 in p(X) lahko interpretiramo kot nujno vrednost, torej minimalni
kapital, ki ga dodamo X na zacetni tocki investiranja in vlozimo v netvegano
nalozbo, da bo X sprejemljivo tveganje.

Subaditivnost

p(X+Y) < p(X)+p(Y),

pri cemer sta X in Y poljubni slucajni spremenljivki. Racionalna razlaga subadi-
tivnosti je lahko, da zdruzevanje tveganj ne povzroca dodatnega tveganja. Suba-
ditivnost odraza idejo, da je tveganje mogoce zmanjsati z razprsitvijo. V primeru

enakosti govorimo o aditivnosti. V tem primeru je odvisna struktura med X in
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Y pogosto dolocena: govorimo o aditivnosti neodvisnih tveganj ali aditivnosti
komonotonih tveganj (definicija komonotonosti je podana v nadaljevanju).

Ucinek razprsitve tako opredelimo kot razliko med vsoto vseh mer posameznih

tveganj in celotno mero tveganja za vsa tveganja

> (X)) = p(3o Xi).

Ucinek razprsitve je za subaditivne mere tveganja vedno pozitiven.

Definicija 2.3.2. Slucajni vektor X je komonoton, ¢e in samo ¢e obstaja slucajna

spremenljivka Z in nepadajoce funkcije ty,to, ...  t,, da velja

d
X = (tl(Z)th(Z)a 7tn(Z))t
Komonotonost tako omogoc¢a oceno tveganja.

Komonotona aditivnost

p(X+Y) = p(X)+p(Y),

pri ¢emer sta X in Y poljubni komonotoni sluc¢ajni spremenljivki. To pomeni,
da pri zdruzevanju komonotonih tveganj ne zmanjsujemo tveganosti situacije
(komonotona tveganja so v bistvu stave na isti dogodek, kar pa ne pomeni zascite
ene proti drugi).

Pozitivna homogenost

p(cX) = ¢ p(X),

pri ¢emer je X poljubna slucajna spremenljivka in ¢ pozitivna konstanta. Poz-
itivna homogenost je pogosto povezana z neodvisnostjo v povezavi z monetarno

enoto, ki je uporabljena.
Pozitivna homogenost je povezana s komonotono aditivnostjo, in sicer

p(cX) = p(X + - +z)=p(X)+--+p(X) = c p(X).
Monotonost
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PX<Y)=1 = p(X) < p(Y),

pri cemer sta X in Y poljubni slucajni spremenljivki. To je naravna lastnost, saj
za pokritje Skode X potrebujemo manj kapitala kot za pokritje skode Y, ce je le
ta vecja.

Zveznost v smislu porazdelitve

Naj bo {X,, n=1,2,...} zaporedje sluc¢ajnih spremenljivk in X, 4 X, Velja

lim p(X,) = p(X).

n— 00

Objektivnost

p(X) je odvisna od X skozi porazdelitveno funkcijo F, kar pomeni, da F} vsebuje
vse informacije, da lahko izrazimo tveganost X.

Kot zanimivost lahko povemo, da nacelo dolocanja premije v sploSnem ne zadosca
zgornjim lastnostim. Tako zadosca pozitivni homogenosti in translativnosti le

nacelo neto premije.

Definicija 2.3.3. Mera tveganja, ki je translativna, pozitivna homogena, subadi-

tivna in monotona, je koherentna mera tveganja.

V zadnjem desetletju je v praksi naraslo zanimanje za uporabo kvantilov pri
verjetnostni porazdelitvi. Ker je kvantile preprosto interpretirati, so zelo pop-
ularni pri upravljanju tveganj. V tem pogledu je definirana tudi mera tveganja
VaR. Sam koncept je zasnovan tako, da odgovori na naslednje vprasanje: ko-
liko lahko pricakujemo, da bomo izgubili v enem dnevu, tednu, letu... pri dani
verjetnosti (tveganja). V sodobnem finanénem svetu je postal VaR glavna mera
tveganja oziroma referenc¢na vrednost: omenjeni koncept uporabljajo nadzorniki

pri dolocanju kapitalskih rezerv za trzno izpostavljenost tveganju.

Definicija 2.3.4. Za dano tveganje X in dano verjetnost p € (0,1), je pripadajoci
VaR, ki ga oznacimo z VaR(X, p), definiran kot

VaR(X,p) = Fx'(p)
inf{z € R |Fx(z) > p}.
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Kot alternativno definicijo lahko definiramo VaR pri tveganju p kot Fy'"(p),
Fi'(p) = inf{z € R |Fx(x) > p}. Omenjena definicija se uporablja v nekateri
literaturi. Tako je vsaka konveksna kombinacija Fi'(p) in F'"(p) kandidat za
VaR.

Jasno je, da VaR vedno obstaja in ga lahko izrazimo v ustrezni enoti mere, pon-
avadi s pricakovano izgubo denarja. Ker je VaR definiran s kvantilno funkcijo
Ft, veljajo vse lastnosti te funkcije tudi za VaR. Velja

VaR(X,p) <z & p< Fx(x).

V nadaljevanju bomo za VaR preverili lastnosti, ki smo jih izpeljali v tem razdelku.
VaR nima neprekomernega dodatka

Ker je X < max(X), velja tudi VaR (X, p) < max(X) za poljubne p.

VaR ne vsebuje nujno nenegativnega dodatka

Definirajmo p* = F,(E(X)). Jasno je, da VaR ne presega pricakovane skode E(X)

za verjetnosti manjse od p*.
VaR je translativen in pozitivno homogen

VaR vsebuje naslednjo stabilno lastnost: VaR nepadajoce funkcije ¢ poljubne
slucajne spremenljivke dobimo tako, da funkcijo uporabimo na zacetnem VaR.

VaR ne vsebuje neupravicenega dodatka
Za poljubno verjetnost p > 0 je VaR(c,p) = c.
VaR je komonotono aditiven

Za komonotone slucajne spremenljivke velja, da je inverz porazdelitvene funkcije
komonotonih slu¢ajnih spremenljivk enak vsoti inverzov porazdelitvenih funkcij

vsakega sumanda.

Za komonotona tveganja X{, X§, ..., X zapiSemo VaR njihove vsote S kot
VaR(S%,p) = » VaR(X;,p), 0<p<1.
i=1

VaR ni subaditiven
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VaR v splosnem ni subaditiven (razen v posebnih primerih, ko so npr. X; vecrazse-
zno normalno porazdeljene). Tako ima VaR v splosnem dobro lastnost, da je VaR
vsote lahko vecji od vsote posameznih VaR. V takSnem primeru vodi razprsitev k

vecjemu tveganju.

Mogoca slaba posledica o nezados¢anju subaditivnosti je ta, da sistem decentral-
iziranega upravljanja tveganj lahko propade, ker VaR izracunan za posamezne
portfelje, ne more v vsoti podati zgornje meje za VaR celotnega portfelja.

VaR je monoton

Jasno je, de ¢e P(X < Y) = 1, sledi Fx(x) > Fy(x) za vsak z. Zato sledi
VaR(X,p) < VaR(Y, p) za vsako verjetnost p.

VaR je zvezen v smislu porazdelitve

Poznano je, da Sibka konvergenca porazdelitvenih funkcij zagotavlja konvergenco
za kvantilne funkcije, ¢e je X porazdeljen zvezno.

VaR je objektiven

To je neposredna posledica definicije VaR, saj je odvisen od porazdelitvene funkcije
X.

Za konec tega razdelka podajmo Se par argumentov, zakaj VaR predstavlja opti-

malno zahtevani kapital za zavarovalnice.

V zavarovalnistvu se premije placujejo preden se izplaca zavarovalnina. Tako
lahko portfelj zaide v tezave, ¢e je njegova Skoda X pozitivna (oziroma njegov
dobicek —X negativen), ker obveznosti do zavarovancev ne moremo izpolniti do
potankosti. Solventnost odraza finan¢no kapaciteto dolocenega tveganega posla,
s katerim se morajo izpolniti pogodbene obveznosti. Tako nadzornik v zelji, da bi
varoval zavarovance, dolo¢i solventno kapitalsko zahtevo p(X). Torej nadzornik
zahteva, da je presezek kapitala (presezek vrednosti sredstev nad vrednostjo ob-
veznosti - rezerv) najmanj enak p(X). Ta kapital se uporablja kot varnostni
dodatek proti tveganju, da bodo premije in rezerve kombinirane z donosom in-
vesticij premajhne za kritje prihodnjih skodnih zahtevkov. Naceloma bo p(X)
izbran tako, da bomo (skupaj z nadzornikom) povsem prepri¢ani, da se dogodek
(X > p(X)) ne bo zgodil.

Obravnavajmo portfelj s Skodo X. Regulator zeli imeti tako veliko zahtevo po
solventni kapitalski ustreznosti (v odvisnosti od skode X), da bo izguba v port-
felju dovolj majhna. Da bi dosegel ta cilj, meri izgubo E[(X — p(X)),]. Tako
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proces dolocanja kapitalskih zahtev vsebuje dve meri: mero tveganja za dolocitev
solventnega kapitala in E[(X — p(X))], da izmerimo padec.

Nadzornik zeli minimizirati E[(X —p(X)).]. Po drugi strani je jasno tudi, da vecji
kot je kapital zavarovalnice, boljsa je osnova za minimiziranje E[(X — p(X))] .
Jasno je tudi, da ima ves presezek kapitala svojo ceno. Nadzornik lahko uposteva
omenjeni ucinek tako, da doloci strosek preseznega kapitala. Kapitalska zahteva
p je lahko doloc¢ena z resitvijo minimizacijskega problema

minp(X){E[(X — p(X))4] + p(X) 6}, 0<e<l, (2.84)

kar je uravnotezen pogoj dveh nasprotujocih si meril. Tukaj € interpretiramo kot
mero, do katere lahko uposStevamo strosek kapitala. Nadzornik lahko doloci, da
je € odvisen od posameznega podjetja ali pa posameznega tveganja. Ce je e = 0,
se strosek kapitala ne uposteva in je solventnostni kapital enak p(X) = max(X).
S povecevanjem € nadzornik relativno povec¢uje pomembnost stroska kapitala in

zato zmanjsuje optimalno resitev problema.

Lastnost 2.3.1 Najmangsi kapital p(X), ki zado$éa (2.84), je enak VaR, torej

p(X) = VaR(X,1—¢).

Dokaz. Vpeljimo stroskovno funkcijo

C(X,d) = E[(X —d),]+de

in predpostavimo na zacetku, da je VaR(X,1—¢€) > 0. Za d > 0 funkcija C (X, d)
ustreza povrsini med porazdelitveno funkcijo spremenljivke X in horizontalno ¢rto
y =1 od d do de. Podobna interpretacija za C'(X,d) drzi tudi za d < 0. Lahko
je preveriti, da je C'(X,d) padajoca funkcija d, ¢e je d < VaR(X,1 — ¢), medtem
ko je C'(X, d) narascajoca funkcija d, ¢e je d > VaR(X,1 —¢). Od tod sledi, da je
stroskovna funkcija minimizirana z izbiro d = VaR(X, 1 — €).

Zdaj predpostavimo se VaR(X,1 —¢€) < 0. Iz podobnih geometri¢nih razlogov
sledi sklep, da je minimalna vrednost v tem primeru zavzeta pri VaR(X,1 — €).

O
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Omenjena lastnost teoreti¢no podpre uporabo VaR pri dolo¢anju solventne kapi-
talske ustreznosti. Tako do neke mere navedena lastnost podpira trenutno stanje,
ki ga je dolocil Basel II in definira odvisnost kapitala od VaR. Kljub vsemu pa
moramo imeti v mislih, da VaR v tem primeru nima funkcije mere tveganja, am-

pak se predpostavlja kot optimalna izbira kapitala.

Tveganje, ki ga zelimo izmeriti in imeti pod nadzorom je (X — p(X));. Merimo
ga z E[(X — p(X))+]. Omenjeni pristop tako ustreza klasicnemu aktuarskemu
pristopu merjenja in primerjave tveganj z dolocitvijo oziroma primerjavo stop-loss

premij.

2.4 Temelji finanéne matematike

V nadaljevanju bomo podali snovne pojme obrestnih mer, ki smo jih uporabili
tudi v drugem poglavju in osnove finanéne matematike.

2.4.1 Obrestne mere

Pojem obrestne mere se vedno navezuje na ¢asovno enoto, v kateri velja, ter
periodo oziroma ¢asovni interval, na koncu katerega se obresti pripisejo (kapital-

izirajo).

Efektivna obrestna mera je tista, pri kateri sta casovna enota ter perioda konverzije
identi¢ni. Ce z r oznaéimo efektivno obrestno mero, potem imamo ob koncu prve
periode na nasem racunu 1+ r sredstev, ¢e smo na zacetku vlozili enoto sredstev.
Torej je 1 + r akumulacijski faktor, oziroma diskontni faktor je enak

v o= : (2.85)

V primeru, ko se perioda konverzije ne ujema z osnovno ¢asovno enoto, govorimo
o nominalni obrestni meri. Z 7™ ozna¢imo nominalne obresti, pripisane m-krat

na leto, ki so ekvivalentne efektivni obrestni meri. Velja

pm)\ ™
(1 + —) = 1+ (2.86)

Pri zveznem obrestovanju, ko se obresti teoreti¢no zvezno pripisujejo na nas racun,

dobimo jakost obrestne mere §, ki je ekvivalentna efektivni obrestni meri, torej
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lim r™ = lim T
m—0o0 m—0o0 E
In(1
— lim M
k—o00 111(1 + E)k
= In(1+r)
= 4, (2.87)

pri éemer smo upostevali, da je (14 7)"/™ =1+ %

Akumulacijski faktor po h letih je tako enak

(14" = ™ (2.88)

diskontni faktor za enako obdobje je enak

o = e (2.89)

pri cemer je h poljubno celo stevilo. V nadaljevanju bomo podali bolj matematicen
pogled zgoraj omenjenih osnov obrestnih mer.

Predpostavimo, da denar nalozimo na racun, ki prinasa obresti. To pomeni, da
denarna enota, ki jo nalozimo na racun v ¢asu u > 0, prinese imetniku pravico,
da v poljubnem ¢asu t > u dvigne znesek v(t,u), obi¢ajno razli¢en od 1. Funkcija
v je strogo pozitivna in velja

v(s,u) = v(s,t)v(t,u), (2.90)

pri cemer je s < t < u, od koder sledi v(t,t) = 1. Ce imetnik ra¢una investira
1 v ¢asu u, lahko dvigne znesek na levi strani (2.90) v ¢asu s. Lahko pa dvigne
znesek v(t,u) v ¢asu t in ga ponovno reinvestira. Tako dobi znesek na desni strani
(2.90). Da bi se ognili arbitrazi, predpostavljamo, da omenjeni strategiji dajeta
enak rezultat (ob predpostavki, da zanemarimo stroske).

Lahko se je prepricati, da v(t,u) zadosca (2.90), ¢e je naslednje oblike

v(t,u) = vl (2.91)
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za neko strogo pozitivno funkcijo v, ki lahko zadosca pogoju

vw = 1. (2.92)

Funkcija v, vrne vrednost enote v ¢asu 0, ki je bila investirana v ¢asu u, funkcija

v, ' pa vrne vrednost enote v ¢asu ¢, ki je bila investirana v ¢asu 0.
V prakti¢nih ban¢énih operacijah se uporablja
v = e~ Jodrdr, (2.93)

pri éemer je §, odsekoma zvezna funkcija, obi¢ajno pozitivna. Z (2.93) sta doloceni

dinamiki akumuliranja ter diskontiranja in sicer

%eﬁf&dr _ ehisarg, (2.94)
d — [l e-dr — [t ordr
%6 Y = —e J0 6t- (295)

Relacija (2.94) pove, da so obresti zasluzene v majhnem intervalu, proporcionalne
dolzini intervala in trenutni viSini depozita. Proporcionalni faktor ¢&; je, kakor
smo ze ugotovili, jakost obrestne mere ali (trenutna) obrestna mera v casu t. V
integralski obliki se (2.94) in (2.95) zapiseta kot

t
elodrdr  — 14 / elo 95455 . (2.96)
0

t
e~ Jodrdr — 1 _ / e~ Jo 955§ _dr. (2.97)
0

V nadaljevanju bomo predpostavljali, da se obresti sluzi v skladu z (2.93). Tako

bomo za diskontni faktor uporabili izraz

v(t,u) = e JHIT <,
V primeru konstantne jakosti obrestne mere §, velja v; = v', kjer je

5 _ 1
1+7r

(2.98)

vV=e€

konstantni letni diskontni faktor in r letna efektivna obrestna mera.
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2.4.2 Obveznice in obrestne mere

Kupec obveznice posodi izdajatelju znesek P (zacetno ceno obveznice), v zameno
za v naprej dolo¢eno zaporedje izplacil. Le ta so lahko fiksna v nominalnih okvirjih
(govorimo o obveznicah s fiksno obrestno mero) ali pa so povezana s poljubnim

indeksom.

Obveznice lahko izda drzava ali poljubno podjetje, vendar imajo obveznice z
enakimi karakteristikami razlicnih izdajateljev naceloma razlicno ceno. To je
posledica upostevanja tveganja neizplacila obveznosti, ki jih vsebujejo obveznice in
tveganje bankrota oziroma propada izdajatelja. Izkaze se tudi, da se cene obveznic
z enakimi karakteristikami razlikujejo od drzave do drzave. Zadnje je posledica
razlicnih davénih pogojev in pogodbenih doloc¢il. V nadaljevanju se bomo osre-
dotocili na drzavne obveznice s fiksno obrestno mero, ki ne vsebujejo tveganja

neizplacila obveznosti.

Obveznico s fiksno obrestno mero definiramo na naslednji na¢in: danes placamo
ceno P v zameno za zaporedje izplacil ¢1, ¢o, . .. , ¢, v Casovnih tockah t,%s, ... , t,.
Zneski izplacil so fiksni ob dnevu izdaje obveznice. Za taksno obveznico z nomi-

nalno vrednostjo 100 veljajo naslednje oznake

= kuponska obrestna mera za nominalno vrednost 100

n = stevilo (kuponskih) izplagil
At = fiksno obdobje med dvema izplaciloma

t; = c¢as prvega izplacila (t; < At)

i = tia+At j=2,...,n

t, = cas do dospetja obveznice

c; = gAtj=1,...,n—1 kuponska izplacila

¢n = 100+ gAt glavnica in zadnje kuponsko izplacilo

Brezkuponska obveznica ima kuponsko obrestno mero enako 0 in nominalno vred-
nost enako 1. V nadaljevanju bomo s P(t,T') oznacili ceno brezkuponske obveznice
v casu t z dospetjem v ¢casu T'.

Sledi posledica, da je cena brezkuponske obveznice, ki dospe takoj, enaka 1, torej
je P(t,t) =1, za vse t.

Trenutna obrestna mera (spot rate) v ¢asu t za dospelost v ¢asu T je definirana
kot donosnost do dospetja brezkuponske obveznice
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I PT)

torej je

P(t,T) = e (I-HRED)

Trenutno obrestno mero R(t,T) obrazlozimo na naslednji nacin. Ce investiramo
1 EUR v casu t v brezkuponsko obveznico za T' — t let, se bo investirani znesek
akumuliral s povpreéno stopnjo R(t,T) skozi celotno obdobje.

Terminska obrestna mera (forward rate) v ¢asu t (pri zveznem obrestovanju), ki
velja med ¢asoma T in S, (T < S), je definirana kot

1 P(t,T) (2.99)
S—-T P(tS) '
Terminska obrestna mera se pojavlja pri izvedenih finan¢nih instrumentih, pri
katerih se v casu t dogovori, da bomo investirali 1 EUR v casu T in dobili

S—T)F(t,T,S)

el v casu S. Z drugimi besedami smo tako fiksirali obrestno mero med

T in S v ¢asu t.

Ce predpostavimo, da ne obstaja moznost arbitraze (razdelek 2.4.4), mora ter-
minska obrestna mera zadoscati enacbi (2.99). To je poseben primer, kjer je cena

oziroma povezava definirana neodvisno od modela obrestne mere.

V primeru, ko je datum zapadlosti izvedenega finan¢nega instrumenta 7" enak ¢,
sta terminska obrestna mera in trenutna obrestna mera enaki, F'(¢,¢,S) = R(t, S).

Trenutna krivulja terminskih obrestnih mer (instantaneous forward-rate curve) v
casu t je za T' > t definirana kot

_dP(t,T)/dT

d
f(taT) = ;%F(t,T,S):——IHP(t,T): P(t,T)

dT

od koder sledi

P, T) = e Ji fttw) du
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Navedeno si razlagamo, da lahko sklenemo pogodbo v ¢asu ¢, pri cemer bomo
zasluzili obresti f(¢,T) v ¢asovnem intervalu od 7' do T + dT.

Netvegano obrestno mero (risk-free rate of interest) v ¢asovnem intervalu od ¢ do T
predstavlja R(t,T). V praksi pa z netvegano obrestno mero mislimo na trenutno

netvegano obrestno mero

i) = LmR(t,T)=R(tt) = f(t.1).

T—t

Netvegano obrestno mero 7¢(t) si najlazje predstavljamo kot obrestno mero ban-
¢nega racuna, ki jo lahko banka dnevno kontrolira. Vcasih jo imenujemo tudi

kratkoroéna obrestna mera (short rate).

Velja naslednja povezava. Za vsak ¢

P(t, T) = e_R(t7T)(T—t) = e~ ftT f(t,s)ds.

2.4.3 Teorije obrestnih mer

Obrestne mere, ki smo jih omenili v prejsnjem razdelku, opisujejo teoreti¢no
ozadje, v katerem naj bi deloval kapitalski trg. Poznamo vec teorij, ki postavljajo
teoreticne okvirje delovanja trgov.

Teorija pricakovang se v praksi pojavlja v razlicnih definicijah. Najbolj priljublje-
na je naslednja

GFO,55+1)  _ E(eR(S’S“) 1Fo), (2.100)

pri cemer F predstavlja vse informacije v ¢asu t. Iz navedenega sledi, da je letna
terminska obrestna mera za obdobje med S in S+ 1 domnevno enaka pricakovani
vrednosti enoletne obrestne mere v ¢asu S. Ce predpostavimo, da domneva drzi,
sledi

e Ker je e” konveksna funkcija, po Jensenovi neenakosti sledi F'(0,S,5+1) >
E(R(S,S + 1)|Fy).

e Kerje 2F(0,5,S+2)=F(0,S,S+1)+ F(0,S+ 1,5+ 2), sledi

oF(0,5,5+2)

E(eR(SS+))E(eR(S+1,5+2),
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Teorija tudi predpostavlja, da je e?F'(0:5:5+2) — E(eR($5+1D)) kar pomeni, da

R(S,5+1) R(S+1,5+2)

sta e in e nekorelirani, kar pa je malo verjetno.

Alternativna verzija teorije je osnovana na zveznem obrestovanju in predpostavki

F(0,T,8) = E(R(T,S)), T<S

Omenjena verzija dopusca korelacijo med R(T,U) in R(U,S) zavsak T < U < S.

Teorija likvidnih preferenc temelji na dejstvu, da ima investitor raje kratkorocne
kot dolgorocne nalozbe, kar z drugimi besedami pomeni, da ne zeli vezati kapi-
tala za daljse obdobje. V posebnem lahko manjsi investitorji dobijo kazen, ker
so predcasno prodali dolgoroéne nalozbe. V praksi trg vodijo veliki investitorji.
Nadalje obstaja Se zelo likviden trg obveznic poljubnih zapadlosti.

Za omenjeno teorijo obstaja boljsa razlaga, ceprav ni povezana z njenim imenom.
Cene obveznic z daljsim dospetjem so bolj nestanovitne kot cene obveznic s krajsim
dospetjem. Tako bodo investitorji vlagali v bolj nestanovitne vrednostne papirje
samo, ¢e bodo pricakovali visje donose, za kar bodo placali dodatno premijo za

tveganje.

Teorija segmentacije trga temelji na ideji, da ima vsak investitor v mislih doloceno
Stevilo obveznic razlicnih dospetij, ki ustrezajo njegovim potrebam. Tako ima
recimo zavarovalnica vecjo potrebo po dolgoro¢nih obveznicah, da z njimi zasciti
obveznosti iz zavarovalnih pogodb. Po drugi strani bankam ustrezajo kratkorocne
obveznice, ki ustrezajo potrebam strank.

Tako razliéne skupine investitorjev reagirajo v razlicne smeri. Osnovna oblika
teorije segmentacije trga temelji na dejstvu, da ne obstaja poseben razlog, da
bi obstajala vez med razlicnimi skupinami investitorjev. To pomeni, da se bodo
cene obveznic z razlicnimi dospetji spreminjale neodvisno. Bolj realisticno je to,
da bodo investitorji, ki preferirajo dolocene zapadlosti, zamenjali svoje investicije,
¢e bodo mnenja, da so obveznice z drugacnimi dospetji poceni.

Teorija o brezarbitraznem dolo¢anju cen povzema vse zgoraj omenjene teorije
na bolj natanc¢en in matemati¢en nacin. S takSnim pristopom lahko terminske

obrestne mere razdelimo na tri dele
e pricakovano prihodnjo netvegano obrestno mero, rs(t),
e prilagoditev za ceno trznega tveganja in

e prilagoditev, ki odraza dejstvo, da je E(e®) > eF@ za vsako slu¢ajno spre-

menljivko z.

45



Kot primer navedimo Vasickov model (glej poglavje 3.2.2). Za dano r(0) velja

E(r(t) = p+(r(0)—ple ™,

pri ¢emer lahko krivuljo terminskih obrestnih mer v ¢asu 0 zapiSemo kot vsoto
treh komponent omenjenih zgoraj. Torej

f00,7) = pu+(r(0)— e " —Ao(1 —e ") /a
1 ,(1—e°T\?
e

kjer so u, o in 0 parametri modela in A trzna cena tveganja. Oblika obeh dodatkov
ni ¢isto jasna. Prav zato potrebujemo dolocanje cen brez arbitraze, o cemer bomo

govorili v naslednjem razdelku.

2.4.4 Dolocanje cen brez arbitraze

Arbitraza je mogoca, ¢e veljata naslednji trditvi
(1.) v ¢asu 0 imamo moznost oblikovanja portfelja, ki ima neto vrednost 0
(2.) v toéno doloc¢enem c¢asu T' v prihodnosti nam bo portfelj prinesel dobicek

Definicijo arbitraze e lazje podamo na primeru statiénega portfelja (oziroma s
strategijo kupi in drZi). Predpostavimo, da lahko investiramo v n oblik premo-
zenj. Premozenje i ima v ¢asu t ceno Pj(t) za enoto brez dividend ali kuponov.
Predpostavimo Se, da imamo v portfelju z; enot premozenja ¢, kar nam da vrednost
portfelja v ¢asu ¢, V(t) = >.°  x;P(t). Definicija arbitraze pomeni preprosto
izpolnjevanje naslednjih enacb:

Okolje brez arbitraze je tako definirano z dejstvom, da zgoraj omenjene priloznosti
ne obstajajo, sicer bi majhni investitorji lahko zasluzili neskonc¢ne kolicine denarja.

Princip brez arbitraze ima Se naslednji ekvivalentni obliki

e ne moremo oblikovati netveganega portfelja, ki ima donosnost vecjo od

netvegane obrestne mere
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e Ce portfelja A in B zagotavljata enak denarni tok (ki je mogoce tudi sluc¢a-
jen), potem imata enako sedanjo vrednost (zakon ene cene)

3 MODELI OBRESTNIH MER

Hans U. Gerber je v svojem delu Matematika zivljenjskih zavarovanj zapisal (Ger-
ber, 1979, str. 67,68): Obrestne mere v prihodnosti nam seveda niso poznane. Zato
se zdi smiselno, da se vprasamo zakaj prihodngih obrestnih mer ne modeliramo s

stohastiénim procesom. Dwva razloga nas odvracata od takega modela:

e Pri Zivljenjskem zavarovanju nas posebej zanima dolgorocen razvoj obrestne

mere. Ravno za ta primer pa ne obstaja noben zanesljiv stohasticen model.

e Razumljivo je privzeti, da so prihodnja Zivljenjska pricakovanja razlicnih
oseb neodvisne slucajne spremenljivke. Pri predpostavki, da je obrestna mera
fiksna, postanejo izgube zavarovatelja za razlicne police neodvisne slucajne
spremenljivke. Porazdelitev za skupno izgubo lahko potem dobimo enostavno
s konvolucijo. V posebnem primeru je vartanca skupne izqube vsota individ-
ualnih varianc, kar nam omogoca aproksimacijo z normalno porazdelitvijo.
Ce bi predpostavili stohasticne obresti, bi izqubili neodvisnost med policami,

saj so zavezane isti letni obrestni meri.

Zgornje trditve so primerne za ¢as, v katerem so bile zapisane, ter za konservativne
institucije, kar zavarovalnice zagotovo so. Dejstvo je, da je razvoj finanéne matem-
atike postregel s kopico stohasti¢nih modelov za obresti, od katerih jih bomo
nekaj predstavili v tretjem poglavju. Po drugi strani je jasno, da gibanje kapital-
skih trgov neposredno vpliva na obrestno mero, ki je uporabljena pri vrednotenju
zavarovalniskih produktov. Tako se je tudi v Sloveniji s 01.03.2005 maksimalna
obrestna mera za vrednotenje dolgorocnih obveznosti iz zavarovalnih pogodb, ki
v izracunu premije in obveznosti upostevajo garantirano obrestno mero, znizala
iz 3,25% na 2,75%.

Za nekatere pocasni ukrep slovenskega zavarovalnega nadzornika, je bil vsekakor
utemeljen, saj se je v zadnjem desetletju dalo dosegati zavidljive donose na nalo-
zbeni strani, kljub zakonskim omejitvam, ki veljajo za zavarovalnice. Z gibanjem
kapitalskega trga navzdol so tuje zavarovalnice zacele znizevati obrestno mero, ki
se uporablja pri vrednotenju, kar se je zgodilo mnogo prej kot v Sloveniji. Dodaten
razlog za lanski ukrep nadzornika je tudi v majhni korelaciji nasega kapitalskega

trga s tujimi trgi.
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V nadaljevanju bomo predstavili pomembnejse modele obrestni mer, s pomocjo
katerih bomo v zadnjem poglavju simulirali vrednotenje zivljenjskih zavarovanj.
V tem poglavju bomo uporabljali teorijo stohasti¢nih diferencialnih enach, Itove
procese, martingale ter ekvivalenco mere. Z zadnjim se cene posameznih finan¢nih
instrumentov zapiSejo apriori pod netveganim okoljem. Ve¢ o omenjenem bralec
najde v Oksendal, 2003, str. 21-72, Brigo, 2001, str. 469-484 in Jacod, 2000, str.
207-213, 239-241.

3.1 Delitev modelov

Modele obrestnih mer lahko v sploSnem razdelimo na dve skupini in sicer na
ravnotezne modele in modele za kratkorotne obrestne mere ter na modele brez

arbitraze.

Ravnotezni modeli so zgrajeni na predpostavkah o delovanju ekonomskega okolja.
Upostevajo se investitorjeva nagnjenja k tveganju in tezijo k ravnotezju med
ponudbo obveznic in drugih vrednostnih papirjev ter povprasSevanjem investitor-
jev. Tako se v tem kontekstu raziskuje vpliv ekonomskega okolja na krivuljo
obrestnih mer. Pri enofaktorskih modelih to preprosto pomeni konstrukcijo pre-
prostega stohasticnega modela, ki opisuje razvoj netvegane obrestne mere. To se
naredi na nacin, da zajamemo bistvene karakteristike vpliva Sirsega ekonomskega
okolja na obrestne mere. Potem s pomocjo osnovnega izreka dobimo teoreti¢no
ceno obveznic. S taksnim pristopom se teoreti¢ne cene razvijajo pod predpostavko
o okolju brez arbitraze.

Pogosto se modeli za kratkorocne obrestne mere obravnavajo kot ravnotezni mod-
eli. V praksi je tezko dokazati, da ima model za kratkoro¢no obrestno mero

izpeljavo iz ravnoteznega modela.

Modeli brez arbitraze kot zacetno tocko uporabljajo krivuljo terminskih obrestnih
mer v trenutnem casu. Tako je krivulja obrestnih mer, ki velja v trenutku izracuna,
osnova za izra¢un parametrov modela. Prihodnje cene finanénih instrumentov (ki
jih modeliramo) se tako razvijajo konsistentno z zacetno krivuljo obrestnih mer,
ki je brez arbitraze. Taksni modeli se uporabljajo za dolo¢anje cen predvsem

kratkoroc¢nih izvedenih financ¢nih instrumentov.

Ce bi z ravnoteznimi modeli dolocali ceno izvedenim finanénim instrumentom,
bi se zacetna 1% napaka pri teoreti¢ni ceni obveznice na koncu poznala npr. kot
10% napaka v ceni izvedenega finan¢nega instrumenta, ki temelji na obveznici. Po

drugi strani pa na dolgi rok noben model brez arbitraze ne more zajeti dinamike
r(t).

48



3.2 Binomski modeli

3.2.1 Model brez arbitraze

Obravnavajmo preprost binomski model za dinamiko cen obveznic. Naj bo P(¢,T)
cena brezkuponske obveznice v casu ¢, ki dospe v placilov casu T'zat=1,2,3...
inT=tt+1....

Ocitno velja P(t,t) = 1 za vse t. V ¢asu 0 definirajmo mnozico cen P(0,7) za
T=1,2,...,t;, pri cemer je lahko ¢; enak neskonc¢no.

Za poljuben celostevilski ¢ je netvegana obrestna mera med ¢ in ¢t + 1 definirana
kot

re(t+s) = —InP(t,t+1), za0<s<I,

kar z drugimi besedami pomeni, da je enoletna brezkuponska obveznica enaka
netveganemu premozenju. Na tem mestu vpeljimo Se denarni racun B(t), za

katerega velja naslednja dinamika

B(t)
P(t,t+1)
— eZE:O 7'f(s)

B(t+1)

Torej denarni racun raste v povezavi z donosom enoletne brezkuponske obveznice
P(t,t+1). Ker je P(t,t + 1) znana v casu t, je tudi stanje na rac¢unu B(t + 1)

znano v ¢asu t.

Na tem mestu si zastavimo vpraSanje: ali je mozno razviti stohasticen model za

dinamiko omenjenih obveznic, ki bo brez arbitraze?.

V primeru deterministi¢cnih obresti je to trivialen primer. Za zacetek defini-

rajmo terminsko obrestno mero F(0,7,7 + 1) = In PI(DO((;”?I) zal =0,1,2....

Nadalje definirajmo trenutno netvegano obrestno mero, r/(t), ki je kar ekviva-
lentna F(0, 7,7+ 1) zaT <t < T + 1. Definirajmo $e

P(t,T) = e Zi=d FOss+D)
P(0,7)
P(0,t)

Z izpeljano strukturo cene vseh obveznic rastejo po netvegani obrestni meri in
model je brez arbitraze (Cairns, 2004, str. 29).
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3.2.2 Ho in Lee-jev model brez arbitraze

Predpostavimo, da v ¢asu 1 vse cene narascajo ali padajo v odvisnosti od netve-
ganega donosa na denar, torej za T > 1 velja

P(0,1) :
PLT) — u(0,7T) 5(([%; za dvig,
d(0,7) PoT) 28 padec,

pri cemer se T v funkcijah «(0,7") in d(0,T) navezuje na preostali ¢as do dospetja
brezkuponskih obveznic na zacetku casovnega intervala. V primeru, ko velja
u(0,s) =d(0,s) =1 za vse s, so vse cene v Casu 1 deterministicne.

Omenjena koraka lahko naredimo v poljubnem ¢asu v prihodnosti. Tako za dano
P(r,T), T > 1, velja

u(t, T —t) P]?ggﬂ) za dvig,
(t, T — )P(t7t+1) za padec.

Potreben pogoj je zveznost funkeij u(t, s) in d(t,s) v ¢asu t. Po konvenciji pred-
postavljamo, da velja u(t,s) > d(t,s) za vse t in s. Teoretitno je mozno, da
sta funkciji u(t, s) in d(t, s) odvisni od zgodovine procesa do ¢asa t. Mi bomo v
nadaljevanju predpostavljali, da ne obstaja odvisnost cen do casa t, zato bomo
uporabljali oznake u(s) in d(s) za vse s > 1. Veljati mora u(1) = d(1) = 1, kar
zagotavlja P(t,t) =1 za vse t.

Izrek 3.1 (Cairns, 2004, str. 30). Predpostavimo, da se vse cene spremenijo
med c¢asom 0 in 1.

(i) Predpostavimo, da je model brez arbitraze. Velja

w(T)>1>d(T) >0, zavseT > 2.

(ii) Predpostavimo, da je model brez arbitraZe. Definirajmo

1—d(T)

TR

, za vse T > 2.

Potem q(T) za T > 2 definira ekvivalentno martingalsko mero Q, tako da
velja Pg(”dvig”)=q in Pg(”padec”) =1 —q.
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(iii) Predpostavimo, da obstaja ekvivalentna martingalska mera Q, torej tak q,
0 < q <1, davelja Eg(P(1,T)/B((1)) = P(0,T)/B(0) za vse T. Potem v
binomskem modelu ne obstaja moznost arbitraze v ¢asovnem intervalu od 0
do 1.

Dokaz. Glej Cairns, 2004, str. 31,32.

3.2.3 Modeli za netvegano obrestno mero

V prejsnjih razdelkih smo definirali preprosto binomsko okolje, ki zadostuje za
definicijo modelov z dolo¢enimi lastnostmi, ki so uporabne predvsem iz racunskega
vidika. Pri teh modeli cene v ¢asu 0 tvorijo vhodni podatek in s tem dobimo
modele, ki so pogosto ¢asovno nehomogeni (to pomeni, da je kljub temu, da
je netvegana obrestna mera enaka v dveh c¢asovnih tockah, struktura cen lahko

razlicna).

V dolocenih okolis¢inah je zazeleno imeti casovno homogene modele, kar najbolje
dosezemo s c¢asovno homogenim markovskim modelom za netvegano obrestno

mero pod ekvivalentno martingalsko mero Q).

Ena od moznih poti do omenjenega modela je, da predpostavimo, da netvegana
obrestna mera zavzame vrednosti v diskretnem prostoru stanj R v kombinaciji z
mnozico verjetnosti prehodov, ki dolo¢ajo kako se r¢(t) spreminja. Ce zelimo, da
model tvori popoln trg, potem lahko r(¢) zavzame samo eno vrednost (od dveh)

na enem casovnem koraku.

Predpostavimo naslednji binomski model za r(t). Naj bo r/(t) € A, pri Cemer je

A={...,r_y,70,71,...} in pod mero P velja

Pp(ri(t+1)=mriy aliryy | rp(t) =m) = 1zavset,i

Predpostavimo, da za vse t velja

P(t,t+2,r;) = P(t,t+2)
— e—ri (QZ e—ri+1 _|_ (1 _ QZ) e—?‘i—l),

za doloceno mnozico konstant ¢;, 0 < ¢; < 1, ¢ € Z. Sledi naslednji izrek.
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Izrek 3.2 (Cairns, 2004, str. 38). Za vse T =t+ 1,t+2,... velja

P(t,T) = Eg(e == "1C)r(t))
= P(t,t+1) BEq(P(t+1,T)[(rs(1)), (3.1)

pri cemer je

P (Tf(t+1)—7“z+1|7“f()—7“i) = g

m

Polre(t+1) = rialrs(t) =r) = 1—g

Dokaz. Glej Cairns, 2004, str. 38,39.
O

Najlazji primer zgoraj definirane konstrukcije je slu¢ajni sprehod za r¢(t). Prostor
stanj je R = {r;(0) +dn : n € Z}, pri éemer je ¢ velikost koraka.

Pri c¢asovni homogenosti pod mero () predpostavljamo, da so netvegane verjet-
nosti, da bo r(t) narasla ali padla (¢, 1 — ¢), konstantne skozi cas.

V tem modelu so martingalske verjetnosti (verjetnosti pod mero ) konstantne.

Po (3.1) je netvegana verjetnost ¢ dolo¢ena preprosto s ceno brezkuponske ob-
veznice v ¢asu 0, ki dospe v ¢asu 2. Iz enacbe iz izreka tako dobimo

P(0,2) = P(0,1) Eq(P ( )|7“f(0))
= _’"f()(qe ry +(1— )e (0)—6))
e (7= — pP(0,2) es(®)
q=- o1 (0)-0) _ o—(r7(0)+9)

Opazimo lahko, da je ¢ tudi netvegana verjetnost, da bodo cene padle glede na

netvegan denarni racun.

Tako lahko v splosnem izracunamo cene brezkuponskih obveznic rekurzivno od
dneva dospetja obveznice. Oznako P(t,T) razsirimo na P(t,T,x), pri ¢emer je x
Stevilo korakov navzdol v ceni obveznice od casa 0 do casa t. Sledijo naslednji
koraki:
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1. Za vsako stanje (¢,x) naj bo r¢(t,r) netvegana obrestna mera za periodo
od t do t + 1 pri danih x korakih navzdol. Za vse t > 0 velja P(t,t + 1) =
P(t,t+1,2) = e 7t

2. Za dano ceno P(0,2,0) izracunamo

B e~ (rr(00)=0) _ p(0,2,0) (00
1 = T 000 _ o7 (0,0)49)

3. ZaT =2.3,..
(a) Definiramo P(T,T,z) =1zavsak ¢ =0,1,... ,Tin P(T —1,T,z) =
e ) zavse £ =0,1,...,T — 1.

(b) Predpostavimo, da poznamo mnozico cen P(s,T,x) za vse 0 < z < s
ins=1tt+1,...,T. Potem za cene v casu t — 1 velja

P(t—1,T,z) = P(t—1,t,z) Eo(Pt,T)lr;(t—1)=r;(t—1,2))
e 1L (g P(t, T,z + 1) + (1 — q) P(t,T,x))

(c) Ponavljamo korak (b) do ¢ = 0.

3.3 Modeli obrestnih mer v zveznem ¢asu

V tem poglavju bomo predstavili modele obrestnih mer v zveznem ¢asu v povezavi
s ceno brezkuponske obveznice. Pri izpeljavi rezultatov bomo uporabili bivari-
atno Laplaceovo transformacijo, ki nam bo omogocila zapis cene brezkuponske
obveznice oblike P(t,T) = eAtT)=BET) (1) 44 doloceni funkciji A in B.

3.3.1 Enofaktorski modeli za netvegano obrestno mero

V nadaljevanju bomo obravnavali enofaktorske modele za obrestne mere v zve-
znem Casu. Osredotocili se bomo na doloc¢itev cen obveznic pri danem enofak-
torskem modelu za netvegano obrestno mero r¢(t). Predpostavili bomo, da je
r¢(t) Itov proces dan s stohasti¢no diferencialno enacbo

dre(t) = a-dt+b-dW(t),
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pri éemer je W (t) standardno Brownovo gibanje pod naravno mero P, a in b sta
dolo¢ena F-merljiva procesa in F; = o(W(s) : s <t) je o-algebra, generirana z
zgodovino procesa W (s) do casa t.

Za enofaktorske modele bomo predpostavili, da je a = a(rs(t)) in b = b(rs(t)),
tako da je r7(t) homogen markovski proces.

V spodnji tabeli je predstavljenih nekaj ¢asovno homogenih modelov.

Tabela 3.1 Enofaktorski, ¢asovno homogeni modeli za r(t)

Model a(r) b(r)
Merton(1973) o o
Dothan (1978) ur or
Vasicek (1977) alp—r) o
Cox-Ingersol-Ross (1985) alp—r) o\
Pearson-Sun (1994) alp—r) or—p
Brennan-Schwartz (1979) alp—r) or
Black-Karasinski (1991) | ar—+v rinr or

Vir: Cairns, 2004, str. 54

Obstajajo tri osnovne znacilnosti, ki so zazelene a ne bistvene za razvoj modelov.

e Obrestne mere naj bi bile pozitivne. Ce model ne dovoli, da obrestne mere
postanejo negativne, potem se pac uposteva, da ne obstaja moznost leZanja

denarja pod Zimnico, torej se na denar pripisujejo obresti.

e r¢(t) naj bi bil avtoregresiven proces, torej predpostavljamo, da r¢(t) ne
more zavzeti vrednosti plus ali minus neskoncénost ali ni¢, ampak bo pro-
ces sledil dolgoroénemu cilju. Avtoregresivnost je lastnost, iz katere naj bi
gradili model, saj je po sami definiciji avtoregresivnosti prihodnost odvisna
od dolocenih preteklih podatkov.

e Dobili naj bi preproste formule za cene obveznic in za cene nekaterih izve-
denih financ¢nih instrumentov. V nasprotju s prvima karakteristikama, je
zadnja bolj racunskega pomena kot pa ekonomskega.

Seveda moramo imeti v mislih, da obstoj elegantne formule ne dokazuje pomem-
bnosti modela. Zmeraj moramo biti zmozni dokazati, da model da dobro aproksi-
macijo opazovanih realnih podatkov in da je primeren za prakti¢no uporabo. Vsi
modeli so priblizki realnosti, vendar so nekateri boljsi, nekateri pa slabsi.

Ostale karakteristike, ki naj bi jih imeli modeli, so:

e Ali se cene obveznic in izvedenih finanénih instrumentov izracunavajo direk-
tno in preprosto? To nekako odraza zahtevo, da naj bi bile cene podane z

analitiéno formulo.
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e Model mora biti fleksibilen v smislu razsiritve oziroma dopolnitve, ¢e se na

trgu pojavi dolocen vrednostni papir, ki ga model ni zajel.

e Ali model vsebuje dinamiko, ki je realna? Npr. ali popisuje lastnosti/dogod-
ke, ki so se zgodili v preteklosti? Ali definira dovolj krivulj obrestnih mer
za sedanjost in prihodnost, ki so konsistentne s preteklostjo?

e Ali model statisticno ustreza zgodovinskim podatkom?

e Ce je v modelu obrestna mera pozitivna, ali lahko terminske obrestne mere

in trenutna obrestna mera zavzamejo vrednosti poljubno blizu 07

e Ali ima model ravnotezni razvoj? Ravnotezni model povzema karakteristike
celotnega trga skupaj z investitorji in njihovimi razlicnimi nagnjenji k tve-
ganju. Gibanje cen obveznic je odvisno od tipa investitorjev. Preprostost
in eleganca ravnoteznih modelov zbledi ob dejstvu, da v vsaki ¢asovni tocki
teoreticne cene odstopajo od realnih cen. Modeli brez arbitraze se ognejo
omenjenemu problemu tako, da privzamejo zacetne opazovane cene kot del
vhodnih podatkov, izgubijo pa lastnost ¢asovne homogenosti.

Enofaktorski modeli v sploSnem ne zadostijo vec¢ini omenjenih kriterijev zaradi
odvisnosti od enega faktorja (ponavadi netvegane obrestne mere), ki povzroca ne-
fleksibilnost in nerealnost modela. Zaradi tega se uporabljajo modeli, ki vsebujejo
vec kot en faktor.

3.3.2 Vasickov model

Vasicek je leta 1977 predlagal model za netvegano obrestno mero 7(t), ki sloni

na stohasti¢ni diferencialni enacbi

dri(t) = alu—r(t)) dt+ odW(t), (3.2)

pri ¢emer je W(t) Brownovo gibanje pod martingalsko mero @ in so «, p ter o
strogo porzitivne konstante. Sam proces je zelo znan strokovnjakom s podrocja
stohasti¢nih diferencialnih enacb in sicer gre za afino transformacijo Ornstein-
Uhlenbeckovega procesa. V modelu:

e ;. predstavlja netvegano, dolgorocno, povprecno obrestno mero,

e « predstavlja sorazmernostni faktor, ki vlece ¢len (pu — rp(¢)) proti dol-

gorotnemu povprecju,

e o predstavlja lokalno nestanovitnost kratkorocnih obrestnih mer.
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V nadaljevanju bomo predstavili izreke, s pomocjo katerih bomo zapisali cene
brezkuponskih obveznic pri dolocenem modelu obrestne mere. Izpeljane formule
bomo uporabili v ¢etrtem poglavju, ko bomo vrednotili Zivljenjska zavarovanja,
saj je (zelo poenostavljeno) cena zivljenjskega zavarovanja v bistvu kar cena
brezkuponske obveznice pomnozena z dolo¢eno verjetnostjo. Pri tem bomo upora-
bili tudi oznako B, ki pa bo v danih izrekih predstavljala funkcijo v zapisu bivari-

atne Laplaceove transformacije in ne denarnega racuna.

Izrek 3.3 (Cairns, 2004, str. 65). Cena brezkuponske obveznice je podana z

P(t,T) = AMD-BEIs1) (3.3)
pri cemer je
BT efoc(Tft)
tT) = ——
o) = S
A(RT) = (BLT)— (T— ) — 2o) — T B(t,TY
’ N ’ 202 4o '

Dokaz. V dokazu bomo uporabili naslednji delni rezultat (Cairns, 2004, str. 249,
250). Bivariatna Laplaceova transformacija za ftT r¢(s)ds in r¢(T) pri dani r(t)
je

Pt T,r,v,w) = Egle v m®dswrsMp gy —

A(t,Tww)—B(t,Tvw)r

€ )

pri cemer je
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B(t,T,v,w) = vBi(t,T)+wBs(t,T),
1 — 0T
B, (t,T) = ——
1( ) ) o )
Bg(t, T) = e_‘”,
T = T —1t,
A, Tyv,w) = —vA(,T)—wAs(t,T) +
1 1
+§l/2011(t, T) + l/w012 (t, T) + §w2022(t, T),
1 — 0T
Al(taT) = M(T_ T)a
Ay(t,T) = p(l—e™97),
02 —aT —2aT
Cn = ﬁ(2a7—3+4e —e T,
2
o —aT\2
012 = T.ﬂ(l — € ) s
2
o
C — _ 1 —2aTr
n = (1)

Cena brezkuponske obveznice v ¢asu ¢, ki dospe v ¢asu T pri dani r¢(t) = r je

enaka

P(t, T, 7“) — EQ [eftT rf(S)dsIrf(t)Zr] _ PL(t, T,r 1, 0)

AT, 1,0)=B(t,T,1,0)r
)

pri cemer je

1 — efoc(Tft)
B(t,T,1,0) = By(t,T) =
(07

1
AT 1,0) = —Ay(t.T) + 5Cn(tT)
]__efa(Tft)
= —u(lT—-t— —MmM—
1 —)
+U_2(2 (T—t) — 344 —a(T—-t) 720[(]’,,5))
Ao e e
o? o?
(B T) ~ (T = 1)~ 55) = T-B(t.T)
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3.3.3 Cox-Ingersoll-Ross model

Vasickov model ima splosno pomanjkljivost: netvegana obrestna mera lahko za-
vzame negativne vrednosti. Iz prakse lahko zavzamemo stalisce, da so verjetnosti,
da r(t) postane negativna, majhne (ali zaradi kratkega ¢asovnega horizonta ali
zaradi majhne nestanovitnost r(¢)). Tako bi dodaten pogoj nenegativnosti imel
zelo majhen ucinek na sam model. Kljub temu pa pri doloc¢enih pogojih in re-
alnih vrednostih parametrov so mnozice verjetnosti negativnih vrednosti za r(t)
(statisti¢no) znacilne. Dodaten empiri¢ni dokaz, ki nasprotuje predpostavki, da je
nestanovitnost r,(¢) konstantna (v resnici je narascajoca funkcija r(t)), postavi
Vasickov model Se bolj pod vprasaj.

Prvi model za netvegano obrestno mero r;(t), ki predpostavlja pozitivnost r;(¢),
so predlagali Cox, Ingersoll in Ross (CIR model)

dri(t) = alp—rp(t) - -dt+oy\/re(t)-dW(t), (3.4)

pri cemer so «, j, 0 > 0in W(t) je standardno Brownovo gibanje pod martingalsko
mero (.

Izrek 3.4 (Cairns, 2004, str. 67).
a.) Bivariatna Laplaceova transformacija je oblike

A(t,Tww)—B(t,Tvw)r
PL(t,T,r,v,w) = e )=B( .

pri cemer so koeficienti

AT vw) = 2a2u ln( 27(1/)e(7(”)+a)(f—t)/2 ))
7 "\ @) + ) @O0 1)+ 23(1)
vv) = Va2 +20%,
w(27(W) + (Y(V) — a)(@T=D — 1)) 4 2p(e7(T-0) _ 1)
0+ 70) + @D -1 +29()

B(t,T,v,w) =

b.) Zav =1 1inw =0 dobimo

P(t, T, T) — eA(T—t)— (T—t)?',

out

pri cemer So
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_ 2 2ve¥+a)T/2
A(r) = O‘“ln<( e )

o? v+ a)(em —1) + 2y
v = Va?+ 202,
_ 2(e7 —1
B(r) = (e )

GFa)er —1)+2y
Dokaz. Glej Cairns, 2004, str. 253-263.

O

Pokazali smo, da so cene brezkuponskih obveznic pri Vasickovemu in CIR modelu
oblike P(t,T) = eA®T)=BET)Ts (1) za doloceni funkciji A in B. V nadaljevanju se
lahko vprasamo ali obstajajo Se kaksni modeli, ki so definirani s podobno afino
formo za P(t,T).

Zapisimo splosno stohasti¢no diferencialno enacbo za r(t)

dri(t) = m(t,re(t))-dt+ s(t,re(t)) - dW(t), (3.5)

pri Gemer je W (t) Brownovo gibanje pod martingalsko mero Q. Predpostavimo,
da je cena brezkuponske obveznice podana z P(t,T) = &1 =BED1 () Potem 7
aplikacijo Itove formule sledi

dP(t,T) = P(t,T) K%—’j — %—frf(t) — Bm + %Bﬁ) dt — Bs dW(t)] (3.6)

pri ¢emer je m = m(t,7¢(t))...Vemo tudi, da pod mero @) velja

dP(t,T) = Pt T)(ri(t) dt+S(t,T,rp(t)) dW(t)), (3.7)

pri cemer je S(t,T,rs(t)) nestanovitnost P(¢,T). Zadnja enakost sledi iz zahteve,
da morajo vsa trzna sredstva imeti pricakovano rast pri netvegani obrestni meri

pod Q. Ce definiramo

04 0B 1 2
o) = G B 4 Be(t )

sledi g(t,7) = 0 za vse ¢ in 7. Ce odvajamo dvakrat po 7, dobimo
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or? —BGT) a2 2B(t’ T) or? 0
*m(t,r) 1 0%(s(t,r)?)
oz §B(t’ T) orz 0

Ker je B(t,T) funkcija tako ¢ kot T, zgornja identiteta velja, ¢e sta oba ¢lena

0*m(t,r) _0 in 0%(s(t,r)?) _o

or? or?

Trditev 3.5. Potreben pogoj, da so formule cen brezkuponskih obveznic oblike
P(t,T) = AGT=BWIIrs () je  dq sta lokalni trend in nestanovitnost oblike

m(t,rs(t)) = a(t) +b(t)rp () in s(t,rs(t) = \/v(t)rf(t) +4(1),

pri cemer so a(t), b(t), v(t) in 6(t) deterministicne funkcije casa.

Za splosne, ¢asovno odvisne a(t), b(t), vy(¢) in 6(¢) analiticne resitve za A(¢,T)
in B(t,T) obicajno niso na voljo. Ko pa so omenjene funkcije konstante, lahko
izpeljemo formule za A in B. V posebnem lo¢imo naslednje primere.

Vasicek (1977). v =0, 6 = 0%, b = —« in a = ap, od koder sledi dry(t) =
alp —rp(t))dt + o dW(t). Pokazali smo ze, da velja

B(t,T) = (1—e T 9)/q

A(t,T) = (B(t,T)— (T —1)(p—0*/2a7) — Z—QB(t, T)%. (3.8)

Cox, Ingersoll in Ross (1985). 6 =0, v = 0%, b = —a in a = apu, od koder
sledi dry(t) = a(p — r;(t)) + o/r;(t) dW(t). Dobimo

2 Iy ta)(T—t)/2
ART) = 2y 7
o? T\ (v+a)(eTh —1)+2y
b = Va?+ 202
2(e(T=t) _ 1
B(t,T) = (e ) (3.9)

(7 + @) (70 —1) + 27

Merton (1973). v =0, = o2 in b = 0, od koder sledi dr;(t) = adt + o dW (t).
Sledi
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B(tT) = T—t
A(LT) = éUQ(T )= %Q(T _ . (3.10)

Pearson in Sun (1994). §d = 0%, v = —(/0%, b= —ain a = a(u+ ), od koder
sledi dr;(t) = a(p —r4(t))dt +o+/r(t) — B dW(t). B(t,T) ima enako obliko kot
pri CIR modelu, A(¢, T) pa nadomestimo z Ap(t,T) = A(t,T)—3(T—t)+BB(t,T)
(pri obeh p zamenjamo z p — 3).

3.4 Modeli brez arbitraze

Na zacetku poglavja smo predstavili dve glavni skupini modelov obrestni mer:
kratkorocne modele in modele brez arbitraze. Razlog za razvoj modelov brez
arbitraze je preprost. Kadar uporabimo kratkoroé¢ne modele obrestnih mer kot
npr. Vasickov ali CIR model, obi¢ajno ugotovimo, da se teoreti¢ne cene P(t, T),
dobljene 7z modelom, ne ujemajo z opazovanimi, dejanskimi cenami obveznic
P,s(t,T) na trgu. Razlog lahko ti¢i v parametrih modela, katerih vrednosti so
dolocene na podlagi zgodovinskih podatkov, kar povzroci odstopanje p(t, T) od
P,s(t, T). Omenjene razlike lahko zmanjsamo tako, da zanemarimo zgodovinske
podatke in model uravnotezimo s parametri, ki dajo kar najboljSe ujemanje med
P(t,T) in P,,(t,T) - seveda na podatkih do danes. Kljub temu pa je v praksi
na voljo ve¢ obveznic kot pa imamo parametrov. Navedeni postopek je tako
nezadovoljiv, saj bi model morali prilagajati dnevno (lahko pa Se pogosteje). Po
drugi strani naj bi bili parametri modela fiksni, ne pa ¢asovno odvisni (in s tem
stohastic¢ni), kar pomeni, da sam proces prilagajanja modela krsi osnovne pred-
postavke modela.

Tudi pri cenah derivativov pridemo do podobnih razlik med teoreti¢nimi in opa-
zovanimi cenami. Razlike lahko odpravimo na dva nacina. Prvi¢, lahko razvi-
jemo vecfaktorske, ¢asovno homogene modele, katerih parametri so prilagojeni
zgodovinskim podatkom. Naj bo # fiksna mnozica parametrov in X (¢) vektor sto-
hasti¢nih spremenljivk stanja. Predpostavimo, da smo # ocenili iz zgodovinskih
podatkov. Model bo potemtakem zadovoljiv, ce

e lahko vedno dobimo dober priblizek opazovanih cen obveznic in izvedenih
finan¢nih instrumentov s pomocjo rednega (zveznega) prilagajanja X (),

e dobimo kvalitetne teoreticne cene brez prilagajanja parametrov 6 in

e je casovna vrsta prilagojenih vrednosti X () konsistentna z dinamiko modela
za X (t).
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Drugi¢, lahko razvijemo ¢asovno nehomogene modele brez arbitraze, pri katerih

so opazovane cene obveznic in izvedenih finan¢nih instrumentov dolo¢ena oblika

vhodnih podatkov in tako se P(t,T) natanéno ujame z Py(t,T) v ¢asu pri-

lagoditve t.

V praksi se pogosteje uporablja drugi nac¢in. Razlogi so naslednji:

3.4.1

na likvidnih trgih obveznic in opcij morajo biti vzdrzevalci trga (market
makerji) pripravljeni kupovati in prodajati po cenah, ki kotirajo. Ce model
vzdrzevalca trga da razlicne cene od kotirajocih (in razlicne od ostalega
trga), se ustvari priloznost za arbitrazo, kar bo po vsej verjetnosti pomenilo
dolocene negativne posledice za vzdrzevalca trga,

ko se na trgu (v javnosti) pojavi nova informacija (npr. sprememba kratkoro-
¢nih obrestnih mer), vzdrzevalec trga zeli oceniti kako bodo ostali udelezenci
na trgu popravili cene,

vzdrzevalci trga se tipi¢no ukvarjajo z dolocanjem cen in zasc¢ito kratkoro¢nih
izvedenih financ¢nih instrumentov. Pri tem se porajajo dvomi o potencial-
nih posledicah uporabe prilagojenega modela, ki je nekonsistenten s pred-
postavkami modela, kar z drugimi besedami pomeni, da bo kljub rednemu
prilaganju parametrov modela prislo do dolo¢ene napake. Omenjena napaka
je pri kratkoro¢nih modelih manjsa kot pri dolgoro¢nih modelih,

investicijske banke, ki ponujajo izvedene finan¢ne instrumente izven trga,
zelijo dolociti cene le teh konsistentno z najblizjimi izvedenimi finan¢énimi

instrumenti, s katerimi se trguje.

Markovski modeli

Obravnavali bomo modele, pri katerih

so cene vhodni podatek in

je pogojna porazdelitev P(s,T)|F;, t < s < T, enaka P(s,T)|X(t), pri
¢emer je X (t) kon¢no dimenzionalen Itov proces. (Tako je dovolj poznati
vrednost X (t), da bi opisali prihodnjo dinamiko P(s,T). Vsaka dodatna
informacija o preteklosti ne vpliva na opis dinamike v prihodnosti.)

V nadaljevanju bomo definirali modela, kjer je X (t) = r(¢).

Ho in Leejev model

Ho in Lee sta leta 1986 predlagala naslednji model za netvegano obrestno mero
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dri(t) = 6(t)-dt +o-dW(t), (3.11)

pri cemer je W(t) Brownovo gibanje pod ekvivalentno martingalsko mero ). V
bistvu gre za bolj splosno obliko Mertonovega modela za slucajni sprehod, pri
katerem je 6(t) konstanta.

Predpostavimo, da imamo kot vhodni podatek cene P(0,T), za vse T > 0. Naj
bo

F0.7) = —ZnP.T)

zacetna krivulja terminskih obrestnih mer. Ce je
o) = 0 £(0,T) + 0T
- aT 9 o )
potem lahko pokazemo, da velja
Eqle™ o 10*|r(0)] = P(0,T)
in
P,T) = QAT —(T—)r (1)

pri cemer je

P(0,T)

At,T) = In PO 1)

(T = 0)7(0,1) — 50%H(T — 1)

Opazimo, da ima P(t,T) afino obliko kot pri Vasickovem in CIR modelu.

Sledi

FLT) = _aiT In P(t,T) = rs(t) + (0, T) — £(0,¢) + o%(T — t),
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od koder dobimo resitev za r(t)

rp(t) = rf(0)+/0 0(s)ds + o W (t)
= 7r4(0)+ f(0,t) — £(0,0) + %JQtQ+UW(t)

= f(0,t) + %U%Z + oW (t). (3.12)

Torej

ft,T) = f(0,t)+ %U%Z + oW (t)+ £(0,T) — £(0,t) + o*t(T — t)

— 0,T) + %a%? _ %UQ(T _ 12 1 ol (8). (3.13)

Hull in Whiteov model

Hull in White sta leta 1990 predlagala posplositev Vasickovega modela in sicer

dri(t) = a(p(t) —r(t)dt +o dW (1), (3.14)

pri ¢cemer je W (t) Brownovo gibanje pod @Q in pu(t) predstavlja deterministi¢no
funkcijo ¢asa. Pogosto je zgoraj zapisan model predstavljen kot dr;(t) = (6(t) —
ar(t))dt + o dW (t), vendar deterministicna funkcija 0(¢) nima tako direktne
interpretacije kot jo ima p(t).

V Vasickovemu modelu je u(t) = u konstanta. Ho in Leejev model je poseben
primer, pri ¢emer gre o — 0 in au(t) — 0(t), ko gre a — 0.

Predpostavimo, da velja
2

o
——f(0,¢ 0,2) + —(1 — e
L0 10,0+ (0.0 + 50— e
P(t, T) — eA(t,T)—B(t,T)T‘f (t)

Y
pri cemer je

1 — e—a(T—t)

B(t,T) = _
ART) = ln% +B(t,T)f(0,t) — %“3(1 _ e alT0)2(] o 2at),

64



Povzamemo lastnosti Ornstein-Uhlenbeckovega procesa

t t
ri(t) =e “r(0) + a/ e =) (s)ds + a/ e U=3) g ().
0 0

Sledi

2

t
—a(t—s —« o —«
a/e D pu(s)ds = f(0,t) —e tTf(O)‘i‘ﬁ(l—e ty?
0

2

t
= r(t) = f(0,¢)+ %(1 —e )2 4 a/ e~ =9 d1i(s).
0

3.4.2 Heath-Jarrow-Mortonovo okolje

V nadaljevanju bomo podali splosno okolje, znotraj katerega lahko razvijemo dolo-
¢ene specificne modele. Obravnavali bomo obnasanje modela obrestnih mer v brez
arbitraznem okolju, pri ¢emer je zacetna krivulja terminskih obrestnih mer del

vhodnih podatkov.

Tako bomo obravnavali neskonéno mnogo procesov f(¢,7) za 0 <t < T in sicer
en proces za vsak T € R. Kljub temu ni nujno, da so modeli tako kompleksni.
Recimo, ¢e je model odvisen od treh virov slu¢ajnosti, potem obravnavamo primer
kot tridimenzionalen, ne pa kot neskon¢no dimenzionalen. Tako je za dano f(t,T),
za vse T, dovolj, da poznamo spremembe krivulje terminskih obrestnih mer na
intervalu (t,¢ + dt] samo za tri datume do dospetja, kar je dovolj, da dolo¢imo
spremembe za vse ostale zapadlosti.

V tem razdelku bomo predstavili enofaktorske modele, v naslednjem pa vecfaktor-

ske.

Vzemimo zacetno krivuljo terminskih obrestnih mer f(0,t) kot zacetno tocko. Za
fiksen T je f(t,T) Itov proces, ki zadosca
df(t,T) = «at,T)-dt+o(t,T)-dW(t)
ali
t t
f&,T) = f(0,7T) +/ a(s,T)ds +/ o(t,T) dW(s)
0 0
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za vsak T' > ¢, pri ¢emer sta «(t, T') in o (¢, T) odvisni od f(t,T') ali celotne krivulje
terminskih obrestnih mer ali, Se bolj splosno, od F, = a(W (s) : s < t).

Pri enofaktorskih modelih definiramo za vse zapadlosti T Itove procese, ki so
odvisni od istega enodimenzionalnega vira sluc¢ajnosti W (t). Sledi, da so spre-
membe skozi celotno krivuljo terminskih obrestnih mer pozitivno, ampak nelin-

earno korelirane.
Tehnicni pogoji:
(i) za vse T sta a(t,T) in o(t, T) odvisni od zgodovine W (s) do ¢asa t.
(ii) fo 2(t,T)dt in fo |a(t, T)|dt sta skoraj gotovo konéna.
(iii) [} [ ]e(t, u)|dt du je koncen.
(iv) f(0,T) je deterministi¢na in zadosca fOT |£(0,u)|du < .

E[ [ o(t, u)dW (u)|du] < oo.

Ker je df (t,T) = a(t,T)dt + o(t, T)dW (t), sledi

re(T) = lim f(¢,7) :f(O,T)—i—/O o(s,T) dW(S)—|—/0 a(s, T)ds.

t—T—

Pri tem je r(7) lahko markovski ali ne, odvisno od oblike o (s, T').

Denarni rac¢un ima vrednost B(t) in zadoSc¢a stohasti¢ni diferencialni enacbi

dB(t) = rs(t)B(t)dt
= B(t) = B(0)elorswau
— B(o)efot FOu)dut [} [T a(su)du ds+f0t(fsttf(s,u)du)dW(s).

Pri izpeljavi tretjega ¢lena v eksponentu smo uporabili tehni¢ni pogoj (v), po
katerem je dovoljeno zamenjati vrstni red integriranja.
Na trgu so cene brezkuponskih obveznic dolocene kot
P, T) = e Ji fltudu
e fof o(s,u)du)dW (s ft F(0,u)du— foft sududs
Ce definiramo diskontirane cene premozenja kot

66



Z2(t,T) =

P(t, T) _ efot S(s,T)dW(s)fftT f(O,u)duffOt fST a(s,u)du ds

Y

pri ¢emer je S(s,T) = — fsT o(s,u)du, dobimo z uporabo Itove formule

dzZ(t,T) = Z(t,T)[(%SQ(t,T)—/Ta(t,u)du)dt+S(t,T)dW(t)].

Ker B(t) nima nestanovitnosti, S(¢,T') interpretiramo kot nestanovitnost P(t,T).

V nadaljevanju bomo diskontirano ceno premozenja spremenili v martingal, kar

lahko storimo s spremembo mere. Definiramo

1 T
- S(t,T)/t a(t, u)du.

Po kriteriju Novikova (Jacod, 2000, str. 239) mora 7(t) zadoscati pogoju

Ep[e% I 7('5)2’1'5] < oo. Potem obstaja nova mera @, ki je ekvivalentna P in je

Brownovo gibanje pod mero (). Pod mero Q) velja

dZ(t, T) = Z(t,T)S(t,T)dW (t).

Zato je Z(t,T) martingal pod @ pod tehniénim pogojem, da velja

EQ[e% Iy Sz(t’T)dt] < oo.

Sledi

dP(t,T) = P(t,T)(rp(t)dt+ S(t, T)dW (t)). (3.15)

S tem smo podali postopek spremembe mere pri dani brezkuponski obveznici, ki
dospe v casu T. V nadaljevanju bomo definirali povezavo med «(t,T), o(t,T) in

v(t) za vse ¢ in T na osnovi argumenta o brezarbitraznem okolju.
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Predpostavimo, da imamo izvedeni finan¢ni instrument, ki nam da X v ¢asu S,
S < T. Za varovanje X bomo uporabili strategijo, ki vkljuc¢uje denarni rac¢un in
brezkuponsko obveznico.

Varovanje se v splosnem dolo¢i z naslednjimi petimi koraki
e Poiscemo ekvivalentno mero @, pod katero je Z(t,T) martingal.

e Definiramo Q-martingal D(t) = Eg[B(S)™' X |F].

Poiscemo proces ¢(t), tako da je D(t) )+ fo s)dZ (s, T).

Definiramo ¥(t) = D(t) — ¢(£)Z(t, T).

Trgovalna strategija (1(t), ¢(t)), ki predstavlja stevilo enot B(t) in P(t,T)

je samofinancirajoca in je varovanje za placilo derivativa X v casu S.

V nadaljevanju bomo omenjene korake natancneje pregledali. Mero () smo ze
dolocili. Naj bo

D(t) = Eg[B(S) 'X|F] 7zat<s.

To je martingal pod Q. Tudi Z(¢,T) je @-martingal. Tako s pomocjo izreka o
reprezentativnosti martingalov vemo, da obstaja proces ¢(t), da velja

dD(t) = ¢(t)dZ(t,T) ali  D(t) :D(0)+/0t¢(8)dZ(S,T).

Recimo, da imamo trgovalno strategijo, pri kateri imamo ¢(¢) enot brezkuponske
obveznice P(t,T) v ¢asu t in ¢(t) = D(t) — ¢(t)Z (¢, T) enot denarja (B(t)) v ¢asu
t.

Vrednost taksnega portfelja v ¢asu ¢ je enaka

V(t) = B(t)D(t) = B(t)Eq[B(S) 'X|F].

Sledi, da je trenutna sprememba vrednosti portfelja enaka

dv(t) = d(B(t)D(t))
= D(t)dB(t) + B(t)dD(t) + dB(t)dD(t)

(
= ri(t)B(t)D(t) + B(t)p(t)dZ(t, T) + 0dt.
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Zdaj je dP(t,T) = d(B(t)Z(t,T)) = rf(t)B(t)Z(t, T)dt + B(t)dZ(t,T), torej je
trenutni dobiéek enak

P(t)dB(t) + ¢(t)dP(t,T)
Z(t, T))B(t)r;(t)dt + ¢(t)[r; () B Z(t, T)dt + B(t)dZ(t, T)]
= r;(t) B(t)D(t)dt + ¢(t) B(t)dZ(t, T)

= dV ().

Sledi, da je taksna investicijska politika samofinancirajoca in je V(t) vrednost

izvedenega financnega instrumenta v casu ¢, ki izplaca X v casu S.

Recimo, da je v zgornjem primeru X = 1. Torej je izvedeni finanéni instrument
kar brezkuponska obveznica, ki zapade v ¢asu S. Izpeljali smo posteno ceno za
taksno obveznico na trgu brez arbitraze, kjer jo lahko sestavimo z denarjem in
brezkuponsko obveznico, ki zapade v ¢asu 1. Cena je enaka

P(t,S) = B(t)Eq[B(s)™"|F] = Egle™ I | 7.

Diskontirana cena obveznice je

Z(t,5) = = Eq[B(s)™'| 7,

torej je Z(t,S) @Q-martingal. To seveda velja za vse obveznice. Sledi, da lahko
vse obveznice spremenimo v martingale z uporabo navedene spremembe mere (vse

vsebujejo enako ceno ta tveganje na trgu 7(¢)). Tako za vse zapadlosti T' velja

ali
r 1
/ oft,udn = SS(1,T) ~(1)S(1,T).
t
Z odvajanjem po T dobimo

a(taT) = U(taT)(7(t)_S(th))a
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pri cemer smo upostevali

9,
8—TS(t, T) = —o(t,T).

Zdaj se vrnimo k osnovnemu modelu

df(t,T) = a(t,T)dt + ot,T)dW(t)
= a(t,T)dt + o(t, T)(dW (t) — v(t)dt)
= —o(t,T)S(t,T)dt + o(t,T)dW (t)

in posledicno

re(t) = f(O,t)—/O a(s,t)S(s,t)ds—i—/O o(s, t)dW(s),

kar v splosnem pomeni, da r/(¢) ni markovski proces.
Povezava med HJM in markovskimi modeli

Predpostavimo, da je pri HIM o(s,t) = o za vse s in t, tako da je S(s,t) =
—(t — s)o. Dobimo

re(t) = f(0,1)+ %U2t2 + odW (s),

kar je forma za r¢(t) pri Ho in Leejevem modelu.

Ce predpostavimo, da je o(s,t) = oe=*t=9) velja S(t,s) = —Z(1 —e =9} in

sledi

t o2
—/ o(s,t)S(s,t)ds = —

0 «
o2

t
/ e—a(t—s)(l . e—a(t—s))ds
0
(1

= _ a—at)2
o e )%

Dobimo

2

ri(t) = f(0,1) + ;—(1 —eoh)2 4 a/ot e =W (s),

a2

kar je forma Hull in White-ovega modela.
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3.5 Vecfaktorski modeli

Vecfaktorske modele uporabimo, ko imamo ve¢ kot en vir slucajnosti. Po drugi
strani so taksni modeli uporabni tudi v primerih, ko Zelimo modelirati bolj kom-
pleksne opcije na obrestne mere (ki se nanasajo na dva ali ve¢ slucajnih virov),
npr. opcija je lahko definirana v osnovi kot razlika med enoletno in petletno

trenutno obrestno mero.

3.5.1 Afini modeli

Difuzijski model s spremenljivkami stanj X (¢),..., X, (t) (ali z vektorskim za-
pisom X (t) = (Xi(¢),...,X,(t))") je afin, ¢e lahko cene brezkuponskih obveznic
zapisemo v obliki

P(t,T) = eAtD+Ei=BitNX;0)

—  QAETHBETY X(1) (3.16)

)

pri cemer je
B(t,T) = (By(t,T),...,B.(t,T))".

Model je ¢asovno homogen, ¢e so spremenljivke stanj X (¢) ¢asovno homogene in
sta funkciji A(¢,T) in B(t,T) odvisne samo od T — t. V nadaljevanju se bomo

omejili na ¢asovno homogene modele.

Pri enofaktorskih modelih smo za ¢asovno homogene modele zahtevali, da ¢e model

ustreza afini formi, mora r(¢) zadoscati stohasticni diferencialni enacbi

dri(t) = (a+brp(t)) - dt+\/yri(t) + - dW(t).

Za vectakorske modele velja naslednji izrek.

Izrek 3.6 (Duffie in Kan 1996). Predpostavimo, da ima P(t,t+7) formo oblike

A(T)+B(1) X(t)

e . Potem mora X (t) zadoicati stohasticni diferencialni enacbi

dX(t) = (a4 BX(t))dt + SD(X(t))dW (t), (3.17)
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pri éemer je W (t) n-dimenzionalno Brownovo gibanje pod Q in o = (an, ... , o)
je konstantni vektor, 3 = (B3i;)7 ;=1 je konstantna matrika, S = (0i;)7' ;=1 je kon-

stantna matrika in D(t) je diagonalna matrika oblike

0 VX (t)+02 0 --- 0
D(X() = : ' : :
0 e 0 X () + 6y
pri ¢emer $0 8y, ... , 0, konstante in je vsak v; = (i1, ... ,Vin) konstanten vektor.

Dokaz. Glej Duffie in Kan, 1996.

Gaussovi vecfaktorski modeli

Gaussovi modeli so v preteklosti vzbudili malo zanimanja, ker dopuséajo moznost,
da obrestne mere postanejo negativne. Prvo vecfaktorsko razsiritev Vasickovega
modela je naredil Langetieg (1980). Kasneje sta Beaglehole in Tenney (1991)
postavila splosno teorijo. Vsi Gaussovi modeli so osnovani na naslednjem splosSnem
modelu.

Naj bo X (t) = (Xy(t),...,X,(t))" difuzijski proces s stohasti¢no diferencialno
enacho

dX(t) = BX(t)dt+ KdW(t),
pri cemer sta B in K realni, konstantni, n x n matriki in W (t) standardno n-
dimenzionalno gibanje pod Q.

Netvegana obrestna mera je

r(t) = p+0X(t),

pri cemer je = (fy,...,0,) vektor konstant. Ce so vse 6; razlicne od 0,
potem lahko prilagodimo X;(¢) in predpostavimo, da so vse #; = 1 brez skode
za splosnost. To ni mogoce v primeru, ko so nekatere 6; enake 0.

S tem ima matrika B spektralno dekompozicijo oblike B = BrABj,, pri ¢emer je
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e A =diag()\,...,\,) diagonalna matrika lastnih vrednosti matrike B. Ne-
katere lastne vrednosti so lahko kompleksne. Da bo X (¢) stacionaren, torej
X(t) L X(t+ h),h > 0, zahtevamo, da so realni deli vseh lastnih vrednosti

negativni.
e B in By sta matriki levih in desnih lastnih vektorjev matrike B.

e Stolpci By so poravnani tako, da velja BrBy, = I. Sledi B¥ = BrA*B;.

Omenjena dekomporzicija ni enoli¢no doloc¢ena, vendar bomo z njeno uporabo za-

pisali ceno brezkuponske obveznice.

Definiramo

V() = e ™MBrX(t),

pri Gemer za vsako realno matriko A velja e? = I + 577 A*. Aplikacija Itove

formule da
dY (t) = e MB KdW(t).
Zato

Y(t) = Y(0)+ / te_A“BLKdW(u)

t
= X(t) = BreMBLX(0)+ BreM / e MBLKdW (u)
0

= eP'X(0) +/lt PV AW (u). (3.18)

Prejsnji pogoj, da morajo biti realni deli lastnih vrednosti matrike B negativni,
nam zagotavlja, da gresta e in P proti 0, ko gre T proti neskonéno. Zdaj naj
bo R(t) = fOT re(t)dt = uT + fOT 0’ X (t)dt. Ta je normalno porazdeljen z

EQIR(T)] = uT +0BrA (e — I)B,X(0)

73



T
Varg[R(T)] = / 0'BrA (e — I)By K K'B) (AT — I)A ™' BR,0dt.
0
Sledi

P(0,T) = Eq[e ™[X(0)]

— o B[ R(N)X(O)]+5 Varg[R(T)|X (0)]

Primer (Beaglehole in Tenney 1991). Pigimo r;(¢) = (X1 () +p1) + (X2(t) +
pa), pri cemer je (Xi(t)+ ) trenutna inflacija cen in (Xo(#) + po) trenutna realna

obrestna mera z

Xm(t) = —&1X2(t)dt+011dW1(t),
dXQ(t) = —&2X1(1)dt + O'QldWl (t) + O'QQdWQ(t).
Posploseni CIR modeli

Ce privzamemo obliko iz izreka 3.6 velja &; = 0 za vse i. Duffie (1996) je opisal
primer, ko so X;(t),...,X,(t) neodvisni, enofaktorski CIR procesi. Tako je za

1=1,...,n
Xm(t) = CYZ(,U,Z — Xz(t))dt —+ o;\/ Xl(t)dwl (t),
pri cemer so Wi(t),...,W,(t) neodvisna, enako porazdeljena, standardna Bro-

wnova gibanja pod mero (). Netvegana obrestna mera je definirana kot

rp(t) = in(t).

Zdaj so X;(t) neodvisni, torej velja
Pt,T) = Egle™ /i rwdu| )
Egle” TS Xi(w)du | 7]
= [[Eqle S Xi(wdu) 7]
i=1
—  exizi Ai(T=t)=3211, Bi(T-)Xi(t)

, (3.19)
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pri cemer je

) _ 2a5u 2v;e(vi+a)T/2
AZ(T) - o7 ln((%‘JrOéi)(e'”Tl)Jr?%‘

3

2(eVi™—1
BZ(T) = (’Yi‘l‘ai;?e’yi‘r—i)-l-?’yi Yi = \/ OfZZ + 20'12

Ce za vsak i = 1,... ,n zagotovimo, da 2015 /02 > 1, sledi, da je verjetnost, da
poljuben X;(¢) doseze vrednost 0, enaka 0.

Variacijo dvofaktorskega CIR modela sta predlagala Longstaff in Schwartz (1992).

Vzamemo

dYi(t) = oi(t)(u — Yi(t))dt + \/Yi(t)dWi(t) zai=1,2,

pri Gemer sta Wi (t) in Wa(¢) neodvisna. Za pozitivni konstanti ¢; in ¢, definiramo
re(t) = c1Y1(t) + e2Ys(t) in drug proces V(t) = ¢2Y1(t) + 3Ya(t). Sledi

dri(t) = c1dYi(t) + cadYa(t)
= 04101(/111 — Yi(t))dt + c1v/ Yl(t)dWI(t) +
ey (g — Ya(t))dt + con/Ya(t)dWo(t)

= |:a/101/1/1 + acapty — (aqco — a201)7;it)_—1;1(a2 — al)V(t)} i+
+\/ e a0 + \/ PO = 0O i,

V bistvu je model nastavljen tako, da je V (t)dt trenutna varianca od r(t). Ce je

c1 < ¢z velja, da je V(t) omejena v vsakem Casu znotraj (ci74(t), corp(t)).

V splosnem obstajajo 8e drugi vec¢faktorski modeli (konzolni modeli, ve¢faktorski
HIM, QTSM modeli...), ki pa jih ne bomo obravnavali (glej Cairns, 2004, str.
111-118).

75



4 UPORABA MODELOV OBRESTNIH MER
PRI VREDNOTENJU ZIVLJENJSKIH
ZAVAROVANJ

Pri vrednotenju zavarovalniskih produktov ima pomembno vlogo obrestna mera.
Z napovedovanjem obrestne mere se ukvarja kar nekaj institucij. Ena od moznosti
za napovedovanje obrestne mere so stohasticni modeli. V nadaljevanju si bomo
ogledali vrednotenje zivljenjskih zavarovanj s pomocjo stohasti¢nih modelov (jako-
sti) obrestne mere. Vsekakor nas bo zanimalo dodatno tveganje, ki ga s taksnim
nacinom vrednotenja prevzame zavarovalnica za celotno zavarovalno obdobje. V
tem kontekstu zapisimo Se misli prof. Gerberja, ki jih je dodal mislim, podanih
na zacetku tretjega poglavja.

V praksi je treba pri razvoju zavarovalnega kritja upostevati razlicne scenarije za
1zbiro obrestne mere. Prav tako je mozZno, da se obrestna mera z leti spreminja,
kar ne pripelje do matematicnih komplikacij, zaplete pa oznake, kar je tudi razlog,
da ne bomo veé raziskovali v tej smeri (Gerber, 1979, str. 68). Celotni vsebini
misli prof. Gerberja bomo v nadaljevanju dodali nov pogled.

4.1 Vasickov model pri vrednotenju zavarovanja za
dozivetje
Vasickov model bomo uporabili v naslednjih primerih:

e prvic bomo predpostavili, da je jakost obrestne mere konstantna znotraj
posameznega leta,

e v drugem primeru bomo predpostavili, da obrestna mera zvezno sledi modelu

V prvem primeru predpostavka konstantne jakosti obrestne mere znotraj posa-
meznega leta poenostavi Vasickov model, ki tako preide v diskretno obliko

5k+1 - 51@ == —a(&k — (5) + fk (41)

pri ¢emer je « > 0 in so & neodvisne, normalno porazdeljene sluc¢ajne spre-
menljivke s parametroma 4 = 0 in o0 > 0, kjer varianca predstavlja lokalno nes-
tanovitnost kratkorocnih obrestnih mer. Intuitivno se v Vasickovem modelu jakost
obrestne mere J, priblizuje 9, vendar jo pri tem motijo slucajni odmiki. Definira-
jmo Se dp = 0, kar sicer v splosnem ne drzi, saj je jakost obrestne mere lahko tudi
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negativna (ena izmed slabosti Vasickovega modela), vendar je model pri ustrezni
izbiri parametrov vseeno uporaben. Po drugi strani je vseeno s kaksSno vrednostjo

do za¢nemo, saj se le ta hitro izgubi v razvoju.

V primeru zavarovanja za dozivetje v trajanju n let, pri ¢cemer je izplacilo ob
dozivetju enako 1, je pricakovana sedanja vrednost izplacila oziroma neto enkratna

premija enaka

pri cemer je Z slucajna spremenljivka, ki je enaka sedanji vrednosti izplacila

0, K,<n,
Z = {vn, K, >n.

pri cemer je v, = e~ Jo 9-47 {iskontni faktor. V nasem primeru diskontni faktor
zapisemo kot

—02 —0n

Uy = e 0 e
= e Xl (4.2)

pri ¢cemer smo upostevali zacetno predpostavko o konstantnosti jakosti obrestne

mere znotraj posameznega leta.

Zacetne jakosti obrestne mere so enake

61 = o+ ad— )+ &
= ad + &,
by = +ald—¥56)+&
= ad+ &+ ald— (ad+ &) +&
= 206 — o0 + & — ay + &1,
03 = O+ a(d—da) +&
= 208 —a®0+ & —aby+ &+ a(d — (200 —a®6 + & — aly +£1)) + &
= 3ad — 30’6 + a0 + & — 20y + o2&y + & — ab + &
= ad((l—a)+(1—a)+1)+&(1—a)? +6(1—a) + &.

Splosni ¢len zapisemo kot
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O = (1—a)" " (ad + &). (4.3)

Tako sluc¢ajno spremenljivko Z ob upostevanju (4.3) zapisemo kot

; { Lxexp(= S, Ticp(l = a) " (00 + &), Kezno (4
0, K,<n
Neto enkratna premija je enaka matematicnemu upanju slucajne spremenljivke Z.
Pri izracunu le tega bomo predpostavili neodvisnost slucajne spremenljivke cele
preostale zivljenjske dobe in jakosti obrestne mere, ki sledi stohasticnemu modelu
in je tako tudi slucajna spremenljivka.

Ker so & neodvisne, normalno porazdeljene slucajne spremenljivke, je tudi ekspo-
nent diskontnega faktorja v (4.4) normalno porazdeljena slucajna spremenljivka,
saj je linearna kombinacija &.

Sledi

,_.

i—

Ax:% = pPz X E eXp Z - Z Ik (a5+§k))) (45)

i=1 0

TT

Za normalno porazdeljeno slu¢ajno spremenljivko X s parametroma p in o2 velja

BE(e¥) = et/ (4.6)

Za nadaljevanje potrebujemo matemati¢no upanje in varianco eksponenta. Upo-
stevamo E(&;) = 0 in Var(&,) = o,



Var( (1—a)~t* (a5+§k)) =
=1 k=0
n i—1
=D D> (1—=a)’0 Var(g)
i=1 k=0
N 1—(1—a)%
- 1)
—~ 1-(1-0a)
1-(1-a)®"
_afn- (1-— a)2717((1703)2 ) (18)
B 1—(1—-a)? '
Neto enkratna premija je tako enaka
n i—1 .
A4 = e B(ep(=3 Y1) (a5 +6)
i=1 k:O
1—(1—a)
= Dz xexp(—5 (n—(l—a)&> +
Q

o= (T— 0)?) (n-a- O‘)2%>> (4.9)

V drugem primeru, ko predpostavimo, da se obrestna mera spreminja zvezno v
casu in sledi Vasickovemu modelu, bomo uporabili Ze izpeljane rezultate iz tretjega
poglavja (Izrek 3.3.).

Pokazali smo, da je cena brezkuponske obveznice podana z

Pt,T) = AT BEDI () (4.10)
pri cemer je
BT efoc(Tft)
t —
(t,7) —
ART) = (BUT)— (T —0)u— o) = Z B, 1)
’ - ’ 2002 4oy ’ '

Enkratna neto premija zavarovanja za dozivetje za obdobje n let je ob pred-
postavki neodvisnosti obrestne mere in pricakovane zivljenjske dobe, enaka pro-
duktu verjetnosti prezivetja x let stare osebe za obdobje n let in ceni brezkuponske
obveznice v ¢asu 0 in z zapadlostjo po n letih, torej
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Am:% = nPz X P(O,n)
= P X exp(A(0,n) — B(0,n)r(0))

e—on 0.2 0.26—20m e—on

)= ) = T = S r(0) (1)

= b % exp((

4.2 Markovski modeli pri vrednotenju meSanega
zavarovanja

Mesano zavarovanje za obdobje n let je vsota zavarovanja za primer dozivetja v
trajanju n let in zacasnega zavarovanja za primer smrti v trajanju n let. Tako
pride do izplacila v primeru smrti (ob koncu leta, v katerem je zavarovanec umrl)

ali v primeru dozivetja (torej po n letih). Sedanja vrednost izplacila je enaka

7 =

et K, <,
v", K, > n.

Enkratno neto premijo izracunamo s pomocjo matemati¢nega upanja slucajne
spremenljivke 7. Seveda moramo upostevati, da obrestna mera, ki stoji v ozadju
diskontnega faktorja v, sledi enemu od markovskih modelov, npr. Ho in Lee-jevem.
Pri markovskih modelih obrestnih mer smo predpostavili, da so cene brezkupon-
skih obveznic vhodni podatek modela in da je pogojna porazdelitev P(s,T)|F;,
t < s < T, enaka P(s,T)|X(t), pri ¢emer je X(¢) kon¢no dimenzionalen It6v
proces, oziroma, za nas primer X (t) = ry(t).

V prejsnjem razdelku smo pri vrednotenju uporabili cene brezkuponskih obveznic.
Podobno bomo postopali tudi v tem primeru, vendar ne bomo uporabili cen v
casu 0, temvec v casu t. Razlog za taksen pristop je v tem, ker smo predpostavili,
da so cene P(0,7T) znane in so tako po eni strani vhodni podatek za markovski
model, po drugi strani pa bi lahko s pomocjo teh cen ze dolocili enkratno neto
premijo. Tako bomo definirali ceno zavarovanja v casu t za x + t let staro os-
ebo. S tem bomo dolocili ceno zavarovanja, ki bi bila aktualna recimo ob prenosu
portfelja zavarovalnice v portfelj druge zavarovalnice, saj bi morali oceniti vred-
nost obstojecega portfelja zavarovanj (bolj radikalna ideja, bi bila dolocitev cene

zavarovanja z namenom trgovanja na borzi).

S pomodjo (3.12) in (3.13) zapisemo ceno brezkuponske obveznice v ¢asu ¢
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P(t,T) = eAGD-T-0rs0)

_ ’;((%’f; LA T(T—t)—(T—t)oW (t)

Neto enkratno premijo za meSano zavarovanje, ki pa je v veljavi ze ¢ let, zapiSemo
kot

o n—t k+1
Am:m(t) = v nftp:r+t+ v kPz+t Qett+k

- P(ta n) nftpx+t + P(ta t + k + 1) kp:rth q:1:+t+k- (412)
k=0

Zgornji izraz definira ceno meSanega zavarovanja v casu t. Zaklju¢imo z mislijo,
da so markovski modeli uporabni pri vrednotenju zavarovanj z omejitvijo, ker po
definiciji modelov nastopajo cene brezkuponskih obveznic kot vhodni parameter

in posledicno ni smiselno ugotavljati vrednosti zavarovanj v zacetni tocki.

4.3 Vecfaktorski modeli

Vecfaktorski modeli so danes zelo popularno orodje za modeliranje bolj komplek-
snih izvedenih finan¢nih instrumentov. Po definiciji jih uporabljamo, ¢e imamo

vec kot en vir slucajnosti in tako vsak vir modeliramo loceno.

V mnozico vecfaktorskih modelov sodijo tudi posploseni CIR modeli, ki so del
mnozice afinih modelov. S posplosenimi CIR modeli bomo v nadaljevanju zapisali
neto enkratno premijo zavarovanja za dozivetje v trajanju n let in neto enkratno

premijo mesanega zavarovanja v trajanju n let.

Po izreku 3.6 je cena brezkuponske obveznice P(t,T) v primeru posplogenih CIR
modelov enaka

P(ta T) = 62?:1 Ai(T—t)=>27) Bi(T—1)X;(t)

Y

pri cemer je

2(eVi™—1
Bi(r) = (7i+ai§?e7iT—i)+27i Vi =V 0%2 + 2012
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Netvegana obrestna mera je v tem primeru definirana kot

pri cemer so X;(t) neodvisni, enofaktorski CIR procesi. V primeru zavarovanja za
dozivetje v trajanju n let je neto enkratna premija enaka

AL = L p.x P(0,n)

x:ml
m m

V primeru mesSanega zavarovanja v trajanju n pa je neto enkratna premija enaka

n—1

— n E : k+1
Am:m = v npm+ v EPz Qz+k
k=0
n—1

= P(O,n) npx+ZP(0,k+ 1) kPz Qe+k

k=0
m

= P X exp(z Ai(n) — ZBZ(n)XZ(O)) +

E Y exp (3 Ak + 1) — 3 Bk + D)X(0)) 1r g (4.14)

=1 =1

4.4 Rezultati simulacij

V tem razdelku bomo podali ugotovitve uporabnosti izpeljanih formul iz razdelkov
4.1 in 4.3. Tako bomo za izbrane podatke izracunali neto enkratne premije za

dolocena zivljenjska zavarovanja.

[z (4.9) sledi, da je neto enkratna premija za zavarovanje za dozivetje odvisna
od verjetnosti prezivetja, ciljne jakosti obrestne mere, zavarovalne dobe, a ter
variance o. Odvisnost od zadnjih dveh parametrov je direktna posledica uporabe
Vasickovega modela za jakost obrestne mere. Privzeli smo, da je a > 0, vendar iz
(4.9) sledi, da je smiselni interval opazovanja za o med 0 in 2, pri ¢emer v o = 1 in
o = 0 dobimo neto enkratno premijo, ki ustreza konstantni jakosti obrestne mere
skozi celotno zavarovalno obdobje. Odvisnost cene zavarovanja od parametra
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Slika 1: Cena zavarovanja v odvisnosti od o in pri konstantni jakosti
obrestne mere - Vasickov model

Cena

0.78
0.77
0.76

0.75

Vir: Lastni izracun

Slika 2: Cena zavarovanja v odvisnosti od ¢ in pri konstantni jakosti
obrestne mere - Vasickov model

Cena
0.79

0.78
0.77
0.76

0.75

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01°

Vir: Lastni izracun

« je prikazana na sliki 1, pri ¢emer smo za ostale parametre privzeli naslednje
vrednosti: verjetnost prezivetja za trideset let starega moskega za obdobje desetih
let po slovenskih tablicah umrljivosti 2000-02 (1op30 = 0,982834), zavarovalno
dobo deset let (n = 10), jakost obrestne mere, izracunano iz obrestne mere enake
2,75% (6 = 0,027129) in nestanovitnost jakosti obrestnih mer o = 0,001. Za
primerjavo je poleg prikazana Se cena zavarovanja pri konstantni jakosti obrestne
mere (§ = 0,027129). Vidimo, da je na dolo¢enem intervalu cena zavarovanja

manjsa kot pri klasicnem nacinu vrednotenja.

Slika 2 prikazuje odvisnost cene zavarovanja od nestanovitnosti jakosti kratkoro-
¢nih obrestnih mer, pri ¢emer smo za ostale parametre privzeli zgoraj podane

vrednosti, le za a smo vzeli 1,5, torej vrednost, kjer je cena zavarovanja pri majh-
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Slika 3: Cena zavarovanja v odvisnosti od « in ¢ - Vasickov model

Vir: Lastni izracun

nih vrednostih ¢ manjsa kot pri klasicnem vrednotenju. Dodatna slucajna kom-
ponenta v ceni zavarovanja (v nasem primeru stohasti¢na jakost obrestne mere) se
seveda odrazi kot dodaten odmik - ali je to pozitiven ali negativen, pa je odvisno
od izbire vrednosti parametrov modela. Pri Vasickovemu modelu obrestna mera
lahko zavzame negativne vrednosti, kar doda novo dimenzijo pri vrednotenju. V
praksi seveda taksnih situacij ne zelimo, zatorej to moznost odpravimo z izbiro
drugega modela za jakost obrestne mere. Oba zgoraj obravnavana ucinka sta
predstavljena v treh dimenzijah na sliki 3.

Slika 4 prikazuje izracun VaR pri 95slucajna spremenljivka, torej je diskontni
faktor log-normalno porazdeljna slucajna spremenljivka. Iz slike se vidi odvisnost
VaR od parametra a, pri cemer smo za ostale parametre privzeli zgoraj omenjene
vrednosti. Za primerjavo je prikazan tudi diskontni faktor, ki se uporablja pri

klasicnem nacinu vrednotenja.

V drugem delu razdelka 4.1 smo izpeljali formulo za neto enkratno premijo za

zavarovanje za dozivetje, pri ¢emer smo predpostavljali zvezno spreminjanje obre-
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Slika 4: VaR diskontnega faktorja v odvisnosti od a in konstanten
diskontni faktor - Vasickov model

VaR pri 95%

0.84
0. 82
0.8

0.78

0.5 1 1.5 2

Vir: Lastni izracun

stne mere po Vasickovemu modelu. V tem primeru po (4.11) sledi, da je cena
zavarovanja odvisna, poleg zgoraj nastetih parametrov, Se od zacetne obrestne

mere (obrestne mere v tocki 0 oziroma v casu, ko dolocamo ceno zavarovanju).

Na sliki 5 je predstavljena cena zavarovanja v odvisnosti od zacetne obrestne
mere, kjer je poleg podana cena zavarovanja, ki jo dobimo pri klasiécnem nacinu
vrednotenja. Vrednosti parametrov so naslednje: verjetnost prezivetja za trideset
let starega moskega za obdobje desetih let po slovenskih tablicah umrljivosti 2000-
02 (10p30 = 0,982834), zavarovalna doba deset let (n = 10), ciljna obrestna mera
i = 2,75%, nestanovitnost obrestne mere o = 0,001 ter o = 0, 1.

Iz slike 5 izhaja, da cena zavarovanja pada z naraScanjem zacCetne obrestne mere
(pri zgoraj danih vrednostih parametrov). To pojasnimo z dejstvom, da pri vigjih
obrestnih merah, dobimo manjso sedanjo vrednost. Torej, ¢e za zacetno obrestno
mero v Vasickov model vstavimo dokaj visoko vrednost, potem diskontiramo vred-
nost zavarovanja z obrestnimi merami med zacetno in ciljno obrestno mero in kot
posledico dobimo manjso vrednost zavarovanja kot pa pri klasi¢cnem nacinu vred-
notenja, kjer predpostavljamo fiksno obrestno mero znotraj celotnega obdobja

vrednotenja.

Za zadnjo simulacijo bomo uporabili vecfaktorski model iz razdelka 4.3, pri cemer
se bomo omejili na dve dimenziji in zavarovanje za primer dozivetja. Uporabili
bomo naslednje vrednosti parametrov: verjetnost prezivetja za trideset let starega
moskega za obdobje desetih let po slovenskih tablicah umrljivosti 2000-02 (19p3 =
0,982834), zavarovalna doba deset let (n = 10), ciljni obrestni meri p; = 3,00% in
po = 2, 75%, nestanovitnosti obrestnih mer oy = g5 = 0,001 ter a; = ay € (0, 2].
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Slika 5: Cena zavarovanja v odvisnosti od zacetne obrestne mere in pri
konstantni obrestni meri - Vasickov model

Cena
0. 76

0.755

0.75

0.745
0.74

0.024 0.026 0.028 0.03 0.032 '

Vir: Lastni izracun

Slika 6: Cena zavarovanja v odvisnosti od « in pri konstantni obrestni
meri - Vecfaktorski CIR model

Cena

0.5 1 1.5 2

© o o o
D N 0 ©

Vir: Lastni izracun
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Slika 7: Cena zavarovanja v odvisnosti od «; in a, - Vecfaktorski CIR
model

Vir: Lastni izracun

Rezultat je prikazan na sliki 6 in sliki 7, ki prikazuje dvodimenzionalno odvisnost
cene zavarovanja od izbranih vrednosti parametrov a; in ay. Pri obeh slikah je
opaziti gibanje cene zavarovanja nad in pod ceno, ki jo dobimo pri klasi¢cnem
nacinu vrednotenja, kar je posledica izbire konkretnih vrednosti parametrov.

5 ZAKLJUCEK

Pokojninska in zivljenjska zavarovanja so glavni generator akumulacije kapitala -
kar dve tretjini finan¢énega napajanja kapitalskih trgov v razvitem svetu prihaja iz
omenjenih zavarovanj. Slovenija tako v razvoju zavarovalnistva dohiteva razvite
evropske drzave, kar statisticno pomeni povecevanje deleza obracunane premije
glede na BDP. 1z omenjenega sledi, da so zavarovalnice pomemben institucionalen
igralec na kapitalskem trgu, hkrati pa morajo zagotavljati placilno sposobnost
na dolgi rok ter trenutno likvidnost. Oba pola tako predstavljata osnovno obliko
zavarovanj, ki so generator prihodkov (ne edini), hkrati pa delujejo v smeri odprave
posledic skode prizadetemu.

Aktuar - oseba, ki reSuje in svetuje pri finan¢nih problemih - deluje znotraj omen-
jenega koncepta. Beseda aktuar izvira iz latinske besede actuarius, ki pomeni pisar
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v ¢asu, ko pisalnih strojev in rac¢unalnikov Se ni bilo. Pri svojem delu uporablja
raznovrstne modele skozi katere skusa ¢im bolj realno oceniti slucajni tok pri-
hodnjih dogodkov. Seveda je pristop vecplasten, saj je nujno poznavanje podrocij
matematike, statistike, ekonomije, financ, prava in vodenja. Danes aktuarji delajo
v zavarovalnicah, svetovalnih podjetjih, drzavnih sluzbah, finan¢nih institucijah in
drugih specializiranih podjetjih. Aktuar je tudi strokovnjak za merjenje in upravl-
janje tveganja oziroma za ocenjevanje verjetnosti, da bo v prihodnosti prislo do
nepricakovanega razvoja dogodkov. Zgodovinsko so bila tveganja povezana z up-
ravljanjem zavarovalnega portfelja, danes so aktuarji vkljuceni tudi v upravljanje
ostalih tveganj (poslovna, ¢ista tveganja).

Ena izmed bistvenih nalog aktuarja je dolocanje cene zavarovalnim produktom.
Tako se ocenjuje dobickonosnost posameznega zavarovalnega produkta (pri tem
mislimo na klasi¢cna zivljenjska zavarovanja, rentna zavarovanja ali pa dolocene
oblike zdravstvenih zavarovanj). Pri vrednotenju se na¢eloma uporabljajo enake
predpostavke kot jih uporabljajo pri ocenjevanju obveznosti, da bi s tem zagotovili
konsistentnost.

Model prezivetja je osnovna tocka modeliranja v aktuarstvu. Model temelji na dej-
stvu, da nam pricakovana zivljenjska doba opazovane osebe ni znana. Z uporabo
modela prezivetja lahko dolo¢imo vrednost klasi¢nih (zivljenjskih) zavarovanj.
Pri tem se uporablja predpostavka o neodvisnosti obrestne mere in prihodnje
zivljenjske dobe opazovane osebe. Vendar je razvoj finan¢ne matematike postregel
s kopico modelov, ki se lahko uporabijo kot alternativa klasicnemu nacinu vred-
notenja. Pri dolocenih modelih se za obrestne mere in posledi¢no diskontne fak-
torje uporablja stohasticne modele za obrestne mere (jakosti obrestnih mer). V
magistrskem delu smo teoreticno predstavili enofaktorske, vecfaktorske modele
ter modele brez arbitraze. Za dolocene oblike klasi¢nih zivljenjskih zavarovanj in
doloc¢ene oblike stohasti¢nih modelov smo tudi izra¢unali konkretne cene (neto
enkratne premije) zavarovanj. Cene smo izrac¢unali pri dolo¢enih vrednostih para-
metrov, primerjali pa smo jih s cenami, ki bi jih dobili pri klasicnem nacinu
vrednotenja. Dobljeni rezultati so pokazali tako pozitiven kot negativen odklon
od obi¢ajne cene, kar interpretiramo, da slucajnost obrestne mere nekaj stane (v
enem primeru se to nanasa na zavarovanca, v drugem na zavarovalnico). Ceno
tega tveganja pa dolocajo konkretne vrednosti parametrov posameznega modela,
s katerimi dolo¢imo gibanje obrestne mere v prihodnosti. Posledi¢no to gibanje
doloca tudi vrednosti diskontnih faktorjev in s tem pricakovano neto sedanjo vred-

nost denarnega toka oziroma ceno zavarovanja.

Pokazali smo, da je razvoj finanéne matematike omogocil vrednotenje zavarovanj,

ki so sicer dolgoroc¢ni denarni tokovi, z uporabo stohasticnih modelov. Tako smo
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nakazali smer prihodnjega razvoja vrednotenja zavarovalnih produktov, ki bo us-
merjen trzno in bo preko stohasticnih modelov skusal ¢imbolj priblizati stanje

oziroma gibanje kapitalskih trgov v ceno posameznega zavarovanja.

Izbiro nacina vrednotenja in posledi¢no izbiro konkretnih modelov za vrednotenje
zavarovalnih produktov bodo v prihodnosti dolocali lastniki zavarovalnice s svojo
naklonjenostjo tveganju, ki bo poleg gibanja kapitalskega trga, zajeta v modelih
za vrednotenje. Uprave zavarovalnic bodo Se naprej soocene s tezko nalogo -
kako ohraniti ravnovesje med interesi delnicarjev (donos na vlozeni kapital) in
interesi zavarovancev (varnost, stabilnost zavarovalnice). Racionalen potrosnik

pa bo kljub vsemu dolocil pravo smer gibanja trga in s tem tudi cen zavarovanj.
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Slovarcek slovenskih prevodov tujih izrazov

Annuity contract - rentno zavarovanje

Arbitrage-free pricing theory - teorija o brez-arbitraznem dolo¢anju cen
Binomial models - binomski modeli

Comonotonicity - komonotonost
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Continuous-time interest rate models - modeli obrestnih mer v zveznem casu
Deterministic model - deterministi¢ni model

Discount factor - diskontni faktor

Endowment assurance contract - meSano zivljenjsko zavarovanje
Equilibrium and short-rate models - ravnotezni in kratkoro¢ni modeli
Expectations theory - teorija pricakovanj

Force of interest rate - jakost obrestne mere

Force of mortality - jakost umrljivosti

Forward rate - terminska obrestna mera

Forward-rate curve - krivulja terminskih obrestnih mer

Interest rate - obrestna mera

Life insurance contract - zivljenjsko zavarovanje

Life table - tablice umrljivosti

Liquidity preference theory - teorija likvidnih preferenc

Market segmentation theory - teorija segmentacije trga

Multifactor models - vecfaktorski modeli

No-arbitrage models - modeli brez arbitraze

Pure endowment assurance contract - zivljenjsko zavarovanje za primer dozivetja
Risk measure - mera tveganja

Risk-free rate of interest - netvegana obrestna mera

Short rate - kratkoro¢na obrestna mera

Spot rate - trenutna obrestna mera

Stochastic model - stohasti¢ni model

Survival function - funkcija prezivetja

Term assurance contract - zivljenjsko zavarovanje za primer smrti

Zero-coupon bond - brezkuponska obveznica
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