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1 UVODLjudi, njihovo premo�zenje in dejavnost so �ze od nekdaj ogro�zale razli�cne nevarno-sti. Temu je sledilo spoznanje, da se �clovek kot posameznik ne more upreti delo-vanju naravnih sil, niti nevarnostim, ki ogro�zajo njegovo �zivljenje in premo�zenje.Zgodovina zavarovalni�stva sega �ze v babilonski �cas kralja Hamurabija.Vse oblike zavarovanj imajo en cilj: omiliti oziroma odpraviti posledice �skodprizadetemu. V tem sklopu deluje tudi aktuar. To je oseba, ki re�suje �nan�cneprobleme in s svojim delom ter svetovanjem pripomore k �nan�cnim odlo�citvam vzavarovalni�stvu in ban�cni�stvu.1.1 Opredelitev problema in ciljZavarovalni�stvo je kot panoga med prvimi po akumuliranju kapitala. Predvsemvelja izpostaviti �zivljenjska ter pokojninska zavarovanja. V Sloveniji je v letu 2004obra�cunana premija predstavljala 5,6% BDP za leto 2004 (Statisti�cni zavarovalni-�ski bilten 2005, str. 7). Na podro�cju �zivljenjskih zavarovanj zavarovalnice tekmu-jejo s ponujanjem novih zavarovalnih produktov, kjer trenutno najbolj izstopajoprodukti z nalo�zbenim tveganjem. V BDP predstavlja premija �zivljenjskih zava-rovanj 1,7%, pred desetletjem jo je bilo komaj za pol odstotka. Pri pokojninskihzavarovanjih velja izpostaviti prostovoljna dodatna pokojninska zavarovanja, kise v Sloveniji razvijajo razmeroma hitro, saj se zavedanje prebivalstva o potrebniskrbi za varnost na stara leta ve�ca. Posledica gibanja kapitalskega trga v Slovenijije razcvet zavarovanj z nalo�zbenim tveganjem. V letu 2004 je zbrana premijaza omenjena zavarovanja predstavljala 40% vse premije �zivljenjskih zavarovanj(Statisti�cni zavarovalni�ski bilten 2005, str. 45).Aktuar pri svojem delu uporablja matemati�cne modele. Z modeli oceni sedanjovrednost prihodnjih slu�cajnih dogodkov. Aktuarsko modeliranje je tako temeljzavarovalni�stva in ban�cni�stva. Delo aktuarja sloni na matemati�cnih orodjih, polegtega mora slediti �se demografskim, ekonomskim in zakonodajnim spremembamter trendom. Tak�sen pristop re�sevanja problemov je ve�cplasten, kar je dodatnaprednost aktuarjev. Poleg zavarovalni�skih podro�cij aktuarsko delovanje sega �sena podro�cje nadzora, upravljanja investicij in izobra�zevanja.Aktuar torej trdi, da se tveganje in negotovost lahko nadzirata ter s preu�cevanjempreteklosti na�crtuje prihodnost. Z vrednotenjem zavarovalnih produktov in ob-veznosti, ki bo kmalu zakonsko dore�ceno, se aktuarjem raz�sirja podro�cje delovanja.Govorimo o nastanku tretje generacije aktuarjev. Aktuar prve generacije je tradi-cionalni �zivljenjski aktuar, ki pri svojem delu uporablja konstantne procese sm-rtnosti ter obrestnih mer. Aktuar druge generacije pri svojem delu predpostavlja5



stohasti�cne procese pri �skodnem dogajanju. Aktuar tretje generacije pri svojemdelu uporablja poleg stohasti�cnih procesov pri �skodnem dogajanju tudi slu�cajnostekonomskega okolja. V ta namen je razvoj �nan�cne matematike postregel s kopicomodelov za vrednotenje �nan�cnih instrumentov. Aktuarjem ni potrebno razumetiin poznati vseh modelov za vrednotenje eksoti�cnih izvedenih �nan�cnih instrumen-tov. Zadostuje razumevanje osnovnih modelov, iz katerih se lahko izpeljejo tudibolj zapleteni, �ce je to potrebno za razvoj zavarovalnih produktov.Model je v splo�snem imitacija oz. posnetek nekega realnega sistema ali procesa.Modeliramo lahko razli�cne stvari: dobi�ckonosnost zavarovalnega produkta, ki gamislimo za�ceti prodajati ali prihodnji denarni tok zavarovalnice, ali verjetnostpropada zavarovalnice... Seveda lahko modeliramo tudi procese, ki niso v direktnipovezavi z zavarovalni�stvom npr. gospodarstvo, delovanje �clove�skega srca (Povh,1998, str 7.)Namen magistrskega dela je predstaviti osnovne oblike klasi�cnih �zivljenjskih zava-rovanj in v modele vrednotenja le teh vklju�citi stohasti�cne obrestne mere. Takobomo dobili vpogled v samo koristnost oziroma uporabnost modelov stohasti�cnihobrestnih mer v povezavi z vrednotenjem klasi�cnih �zivljenjskih zavarovanj. Upora-ba stohasti�cnih obrestnih mer pri vrednotenju je zagotovo radikalna poteza, ven-dar jo omili dejstvo, da bodo slovenska �nan�cna podjetja kmalu privzela prenovl-jene mednarodne ra�cunovodske standarde, ki za namen vrednotenja v zavaroval-nicah predpostavljajo zelo kompleksne stohasti�cne modele (princip po�stene oziro-ma tr�zno konsistentne vrednosti).Cilj dela je de�nirati osnovne modele stohasti�cnih obrestnih mer in jih analiziratipri vrednotenju klasi�cnih �zivljenjskih zavarovanj. S tem bomo neposredno preverilitrditev Hansa Gerberja, ki trdi, da modeliranje obrestnih mer s stohasti�cnimiprocesi, pri vrednotenju �zivljenjskih zavarovanj, ni smiselno (Gerber, 1996, str.67). Dobljene re�sitve bodo uporabne tudi za slovenski zavarovalni trg.1.2 Zasnova delaMagistrsko delo bomo razdelili na �stiri poglavja. V prvem delu bomo opredeliliproblem ter cilj magistrskega dela. V drugem delu bomo predstavili aktuarskaizhodi�s�ca, ki bodo uporabljena v magistrskem delu. Predstavili bomo temeljeaktuarskega modeliranja ter model pre�zivetja, ki je osnova aktuarskega modeli-ranja in vrednotenja zavarovalnih produktov v �zivljenjski zavarovalnici. Pred-stavili bomo tudi formulacijo �zivljenjskih zavarovanj ter mere tveganja, ki sopokazatelj kvalitete dolo�cenega modela vrednotenja. Na koncu drugega poglavjabomo podali �se osnove �nan�cne matematike, na katerih sloni izpeljava modelov6



obrestnih mer. V osrednjem delu bodo analizirani razli�cni modeli stohasti�cnihobrestnih mer, kjer bomo podali lastnosti ter uporabnost posameznega modela.Sledila bo analiza uporabnosti dolo�cenih modelov pri vrednotenju dolo�cenih oblik�zivljenjskih zavarovanj. V zaklju�cnem delu bomo predstavili rezultate simulacije,do katerih bomo pri�sli med izdelavo magistrskega dela.V delu bomo uporabili izrazoslovje, ki je zna�cilno za aktuarsko ter matemati�cnostroko in zavarovalni�stvo. Vsak izraz bomo ob vpeljavi natan�cno obrazlo�zili, kas-neje pa uporabili brez posebnih obrazlo�zitev.
2 AKTUARSKA IZHODI�S�CAAktuarski modeli so klju�cno orodje za ocenjevanje sedanje vrednosti prihodnjihslu�cajnih dogodkov (pla�cilo premije, izpla�cilo obveznosti zavarovancem, delitevdobi�cka zavarovancem...). Kot smo uvodoma privzeli je model posnetek nekega re-alnega sistema ali procesa. Tako modeli in analiza njihovih rezultatov omogo�cata,da se spremembe vrednosti dolo�cenih parametrov prou�ci, �se preden jih v realnostiimplementiramo.�Ce bi model implementirali brez ustrezne analize rezultatov, se bi lahko dobi�cekspremenil v izgubo, gospodarska rast bi za�sla v recesijo, po najbolj �crnem scenarijupa bi to lahko pomenilo tudi smrt pacienta. Tako moramo pri modeliranju pro-cesov v �zivljenjski zavarovalnici de�nirati povezave med zakonodajo, dav�cno poli-tiko ter zavarovalnimi pogoji. Kompleksnost povezav med posameznimi parametrimodela je v tem primeru odvisna tudi od prihodnjih dogodkov, ki bodo vplivalina obrestne mere, inacijo, umrljivost, stro�ske poslovanja, obseg poslovanja.Slabosti in prednosti dolo�cenega modela se poka�zejo v praksi. S pomo�cjo ko-rakov modeliranja (Core Reading 103, enota 1) �ze narejeni model izbolj�samooz. prilagodimo dejanskim zahtevam. �Ze pri sami de�niciji modela je potrebnoupo�stevati predvsem cilje naloge, uporabnost modela, pravilnost podatkov, mo�z-nost napak, ki izvirajo iz vrednosti parametrov modela, mo�znost predstavitvemodela in rezultatov.Iz zgornjega izhajajo tudi prednosti ter slabosti modeliranja. Prednosti so pred-vsem analiza dolgoro�cnih procesov v kratkem �casu, analiza sprememb vrednostiparametrov pred samo implementacijo, zapis kompleksnih realnih sistemov z enos-tavnimi modeli. Glavni slabosti sta tako kot v ve�cini primerov �cas ter stro�ski.Poleg tega so vpra�sljivi �se rezultati, razumljivost modela, vhodni podatki, ocenerezultatov... 7



Modele delimo na stohasti�cne in deterministi�cne. �Ze iz same delitve izhaja, dastohasti�cni modeli opisujejo naravo dolo�cene slu�cajne spremenljivke, medtem kodeterministi�cni modeli ne vsebujejo slu�cajnosti. Tako rezultate pri determin-isti�cnemu modelu dobimo takoj, ko de�niramo mno�zico �ksnih vhodnih parame-trov in njihovih povezav. Rezultate pogosto dobimo z direktnim izra�cunom, v�casihpa uporabimo numeri�cne metode. Nasprotno je pri stohasti�cnem modelu rezul-tat slu�cajen, kot so vhodni parametri, ki so praviloma slu�cajne spremenljivke.Rezultati so v obliki analiti�cne formule, seveda, �ce sam model to dopu�s�ca. Takoprou�cujemo in natan�cno analiziramo spremembe vrednosti vhodnih parametrov.Tak�sno analizo bomo naredili v zadnjem poglavju, kjer bomo kot rezultat dobiliporazdelitev sedanje vrednosti denarnega toka (porazdelitev enkratne premije) priuporabi stohasti�cnih obrestnih mer.Stanje modela je mno�zica spremenljivk, ki opisuje sistem v dolo�ceni �casovni to�cki.Stanja so lahko zvezna ali diskretna. Diskretna stanja so posledica diskretnihvrednosti spremenljivk v �casu. Kot primer navedimo �zivljenjska zavarovanja, kjerzavarovanec preide iz stanja �ziv v stanje mrtev. Tudi spremljanje �stevila polic vportfelju zavarovalnice pomeni diskretne vrednosti. Nasprotno so zvezna stanjarezultat zveznega spreminjanja spremenljivke v �casu. Kot primer lahko podamospremembe vrednosti premo�zenja zavarovalnice, ki se teoreti�cno (pri zveznemobrestovanju) spreminja zvezno v �casu.Podobno je v modelu obravnavan tudi �cas - diskretno ali zvezno. Kako natan�cnorazdelimo �cas je odvisno od narave modela. Zavedati se je potrebno, da gostej�sarazdelitev botruje dalj�semu �casu, ki je potreben za izvedbo samega procesa. Podrugi strani je odlo�citev odvisna od pogoja ali morajo biti rezultati modela podani(samo) v diskretnih �casovnih to�ckah ali ne.2.1 Model pri�cakovane �zivljenjske dobeVerjetnostni prostor (
;F ;P) dolo�ca okvirje, znotraj katerih poteka tako vred-notenje zavarovalni�skih produktov kot tudi sama konstrukcija modelov, ki opisu-jejo �zivljenjska zavarovanja.Model pri�cakovane �zivljenjske dobe, oziroma model pre�zivetja, je osnovna to�ckamodeliranja v aktuarstvu. Model temelji na dejstvu, da nam pri�cakovana �zivljenj-ska doba opazovane osebe ni znana. De�nirajmo slu�cajno spremenljivko T kotprihodnjo �zivljenjsko dobo novorojene osebe. Slu�cajna spremenljivka T je zveznana intervalu [0; !], kjer je 0 < ! <1 in ! predstavlja maksimalno starost ljudi.Porazdelitveno funkcijo slu�cajne spremenljivke T ozna�cimo z F (t),8



F (t) = P(T � t); t � 0: (2.1)Za vsak t porazdelitvena funkcija F (t) predstavlja verjetnost, da bo novorojenaoseba umrla v naslednjih t letih. Verjetnost nasprotnega dogodka, da bo novoro-jena oseba pre�zivela naslednjih t let, predstavlja funkcija pre�zivetjaS(t) = P(T > t) = 1� F (t): (2.2)Obe funkciji dolo�cata porazdelitev slu�cajne spremenljivke T . Funkcija pre�zivetjase uporablja v aktuarstvu in demogra�ji, medtem ko se v teoriji verjetnosti instatistiki po sami de�niciji uporablja porazdelitvena funkcija.Pri vrednotenju zavarovalni�skih produktov imamo v praksi opravka z osebo starox let. V tem primeru ozna�cimo prihodnjo �zivljenjsko dobo x let stare osebe s Tx,kjer je 0 � x � !. Tx je tudi zvezna slu�cajna spremenljivka.Porazdelitveno funkcijo slu�cajne spremenljivke Tx ozna�cimo z Fx(t),Fx(t) = P(Tx � t); t � 0; 0 � x � !: (2.3)Porazdelitvena funkcija Fx(t) predstavlja verjetnost, da bo x let stara oseba umrlav naslednjih t letih. Funkcija pre�zivetja je de�nirana na podoben na�cinSx(t) = P(Tx > t); t � 0; 0 � x � !: (2.4)V nadaljevanju privzemimo, da je porazdelitvena funkcija Fx(t) zvezna funkcijain z fx(t) ozna�cimo verjetnostno gostoto. Tako izrazfx(t) dt = P(t < Tx < t+ dt); (2.5)predstavlja verjetnost, da bo x let stara oseba umrla v starosti med x + t inx+ t + dt oziroma v in�nitezimalnem �casovnem intervalu.S pomo�cjo funkcij Fx(t) in fx(t) lahko izrazimo poljubne verjetnosti, momente indruge vrednosti, ki nas zanimajo. V aktuarskih krogih so se udoma�cile oznake, kijih bomo uporabljali v nadaljevanju. S tqx ozna�cimo verjetnost, da bo x let stara9



oseba umrla v naslednjih t letih, s tpx ozna�cimo verjetnost nasprotnega dogodka.Sledita relaciji tqx = Fx(t); (2.6)tpx = Sx(t): (2.7)S pomo�cjo povezav med Fx(t), Sx(t), F (t) in S(t) lahko zapi�semo mnogo enakosti.Pomembni enakosti stas+tpx = Sx(s+ t) = (1� Fx(s))1� Fx(s+ t)1� Fx(s) = spx tpx+s; (2.8)sjtqx = Fx(s+ t)� Fx(s) = s+tqx � sqx = spx tqx+s: (2.9)Prva enakost pomeni, da je verjetnost pre�zivetja x let stare osebe nadaljnjih s+ tlet enaka produktu verjetnosti pre�zivetja x let stare osebe t let in verjetnosti,da bo opazovana oseba pre�zivela �se nadaljnjih s let. Druga enakost prikazujetakoimenovano odlo�zeno verjetnost smrti, torej produkt verjetnosti pre�zivetja xlet stare osebe s let in verjetnosti smrti v naslednjih t letih.Matemati�cno upanje slu�cajne spremenljivke Tx ozna�cimo z �ex. Matemati�cno up-anje predstavlja pri�cakovan preostanek �zivljenjske dobe x let stare osebe. Pode�niciji matemati�cnega upanja velja�ex = Z 10 tfx(t) dt: (2.10)Z uporabo porazdelitvene funkcje ga zapi�semo kot�ex = Z 10 [1� Fx(t)] dt = Z 10 tpx dt: (2.11)
2.1.1 Jakost smrtnostiJakost smrtnosti je koli�cina, ki ima v modelu pre�zivetja osrednjo vlogo. Lai�cnojakost smrtnosti predstavlja hitrost umiranja oseb v dolo�cenem �casovnem inter-valu. Jakost smrtnosti x let stare osebe (v starosti x let) de�niramo kot�x = limh!0 1hP(T � x+ hjT > x); (2.12)10



pri �cemer predpostavljamo, da limita obstaja. Za majhne vrednosti h izraz preidev hqx ' h�x; (2.13)kjer smo upo�stevali, da je verjetnost P(T � x + hjT > x) enaka hqx. Dobili smovrednost verjetnosti, da bo x let stara oseba umrla v zelo kratkem �casu h.Jakost smrtnosti lahko izrazimo tudi s pomo�cjo porazdelitvene funkcije slu�cajnespremenljivke T �x = limh!0 1hP(T � x+ hjT > x)= limh!0 1h F (x+ h)� F (x)1� F (x)= F 0(x)1� F (x) = �[ln(1� F (x))]0: (2.14)Jakost smrtnosti x let stare osebe v starosti x+ t de�niramo kot�x+t = fx(t)1� Fx(t) = � ddt ln(1� Fx(t)); (2.15)kar zapi�semo z aktuarskimi simboli�x+t = � ddt ln tpx: (2.16)Integracija (2.16) nam da tpx = e� R t0 �x+s ds; (2.17)kar je klju�cna povezava med verjetnostjo pre�zivetja in �casom t (pri integraciji smoupo�stevali robni pogoj 0px = 1).S pomo�cjo jakosti smrtnosti lahko zapi�semo gostoto ter matemati�cno upanjeslu�cajne spremenljivke Tx. Gostota je enaka11



fx(t) = ddtFx(t)= � ddt tpx= �x+t tpx: (2.18)Posledi�cno je matemati�cno upanje slu�cajne spremenljivke Tx enako�ex = E(Tx)= Z 10 tfx(t) dt = Z !�x0 t�x+t tpx dt= �t tpx��!�x0 + Z !�x0 tpx dt= Z !�x0 tpx dt: (2.19)2.1.2 Analiti�cna porazdelitev pri�cakovane �zivljenjske dobePravimo, da je poljubna funkcija h analiti�cna (matemati�cna) verjetnostna po-razdelitev, �ce jo lahko izrazimo z enostavno formulo. Zgodovinsko gledano jevedno obstajala te�znja po splo�snem (analiti�cnem) izrazu za porazdelitveno funkci-jo Fx(t), ki bo temeljil na osnovnih naravnih zakonih in bo prakti�cen za uporabo.V nadaljevanju sta predstavljena primera analiti�cnih porazdelitev. De Moivreje predpostavljal obstoj maksimalne starosti �clove�ske rase ! in enakomerno po-razdelitev slu�cajne spremenljivke Tx med 0 in !� x. Gostoto tak�sne porazdelitvezapi�semo kot fx(t) = 1!�x , jakost smrtnosti je enaka�x+t = � ddt [ln(1� Fx(t))]= � ddt [ln 1� t! � x ]= 1! � x� t ;kar je nara�s�cajo�ca funkcija �casa. Verjetnost pre�zivetja v tem primeru zapi�semokot tpx = e� R t0 1!�x�s ds= 1� t! � x:12



Makeham je predlagal jakost smrtnosti oblike�x+t = A+B cx+t; t; A; B > 0; c > 1:Ta zakon ka�ze proces staranja bolj�se kot se vidi pri De Moivrejevem zakonu,hkrati pa odpravlja predpostavko o obstoju maksimalne starosti !. Konstanta Apredstavlja smrti zaradi nezgod, neodvisnih od starosti.Verjetnost pre�zivetja je v tem primeru enakatpx = e� R t0 A+B cx+s ds= ztgcx(ct�1);pri �cemer je g = e�B= ln c in z = e�A. Poseben primer dobimo, �ce izberemo B = 0.Dobimo eksponentno porazdelitev slu�cajne spremenljivke Tx, kar pa ne odra�zarealne smrtnosti ljudi.2.1.3 Tablice smrtnostiZakoni smrtnosti obravnavani v prej�snjem razdelku bolj ali manj natan�cno dolo�ca-jo porazdelitev slu�cajne spremenljivke Tx. Da bi porazdelitev slu�cajne spre-menljivke de�nirali �cim bolj eksaktno, de�nirajmo slu�cajni spremenljivki Kx inSx, pri �cemer velja Tx = Kx + Sx: (2.20)Slu�cajna spremenljivka Kx predstavlja �stevilo dopolnjenih let, ki jih bo pre�zivelax let stara oseba, spremenljivka Sx pa predstavlja del leta v katerem je bila xlet stara oseba �se �ziva. Iz same de�nicije izhaja, da je Kx diskretna slu�cajnaspremenljivka, medtem ko ima Sx zvezno porazdelitev med 0 in 1.Verjetnostna porazdelitev slu�cajne spremenljivke Kx je podana zP(Kx = k) = P(k � Tx < k) = kpx qx+k; (2.21)za k = 0; 1; : : : S pomo�cjo (2.21) zapi�semo matemati�cno upanje slu�cajne spre-menljivke Kx 13



ex = 1Xk=1 k P(Kx = k) = 1Xk=1 k kpx qx+k (2.22)= 1Xk=1 kpx; (2.23)pri �cemer smo upo�stevali identiteto P1k=1 kP(Kx = k) = P1k=1 P(Kx � k).Matemati�cno upanje ex imenujemo odrezana pri�cakovana prihodnja �zivljenjskadoba x let stare osebe. �Ze iz same de�nicije je razvidno, da je la�zje izra�cunati(2.22) ali (2.23) kot (2.11) ali (2.19). Druga prednost je v tem, da za izra�cunpotrebujemo samo verjetnostno porazdelitev za Kx.V praksi se za izra�cun pri�cakovane �zivljenjske dobe x let stare osebe pogostouporablja aproksimacija �ex � ex + 12 ; (2.24)pri �cemer se predpostavlja, da je matemati�cno upanje slu�cajne spremenljivke Sxpribli�zno enako 12 .Porazdelitev slu�cajne spremenljivke Tx lahko skonstruiramo, �ce privzamemo pri-merne tablice smrtnosti. To so tabele enoletne verjetnosti qx, ki natanko dolo�cajoporazdelitev slu�cajne spremenljivke Kx. Do porazdelitve slu�cajne spremenljivkeTx pridemo preko interpolacije tablic smrtnosti.Tablice smrtnosti so najstarej�sa in najbolj znana oblika demografskih tablic. Opre-delimo jih kot sistem medsebojno povezanih kazalnikov, ki na modelu sto tiso�cv danem trenutku rojenih otrok z razli�cnih vidikov prikazuje proces njihovegaumiranja, odvisno od starosti (Mala�ci�c, 2000, str. 128).Tablice so izdelane na osnovi statisti�cnih podatkov. Sama konstrukcija je narejenana podlagi tehnik izravnave in ekstrapolacije (Gerber, 1979, str. 33). V splo�snemso v tablicah smrtnosti na�stete naslednje funkcije (Mala�ci�c, 2000, str. 200):� �stevilo �zivih (lx) na za�cetku starostnega razreda x,� tabli�cno �stevilo umrlih (dx),� pre�ziveta leta (Lx), ki nam pove kolik�sno �stevilo oseb se nahaja v starostnemrazredu x let (od x do x + 1 let), 14



� vsotna funkcija (Tx), ki pove �stevilo let, ki jih bodo pre�ziveli �zivi na za�cetkustarostnega razreda x do konca svojega �zivljenja,� koe�cient do�zivetja (Px), ki pove dele�z oseb v starosti od x do x + 1 let bodo�zivel starost od x+ 1 do x + 2 leti,� �zivljenjsko pri�cakovanje (�ex), ki smo ga �ze omenili (pri�cakovana prihodnja�zivljenjska doba x let stare osebe).Tablice de�niramo tako, da izberemo najni�zjo starost �, ki bo predstavljena vtablicah. Nato izberemo �stevilo l�, ki ga imenujemo koren tablic (pogosto stotiso�c). �Stevilo �zivih de�niramo kotlx = l� �x�� p�; (2.25)pri �cemer predpostavljamo, da verjetnosti x��p� obstajajo. Z uporabo (2.8)pridemo do rezultata tpx = t+x��p�x��p� = lx+tl� l�lx = lx+tlx : (2.26)Torej, �ce poznamo vse vrednosti funkcije lx, � � x � !, lahko izra�cunamo vsakoverjetnost tpx ali tqx.Tabli�cno �stevilo mrtvih de�niramo kotdx = lx � lx+1; (2.27)kar nas pripelje do naslednjega rezultataqx = 1� px = lxlx � lx+1lx = dxlx : (2.28)S tem smo dokazali, da tablice smrtnosti natanko dolo�cajo porazdelitev slu�cajnespremenljivke Kx.Tablice smrtnosti so narejene za to�cno dolo�ceno skupino ljudi, razdeljeno po fak-torjih, kot so spol, generacija, tip zavarovancev... Za�cetna starost x ima v tablicahpomembno vlogo, kar lahko poka�zemo na primeru �zivljenjskega zavarovanja. De-jstvo je, da je oseba, ki sklene danes �zivljenjsko zavarovanje, bolj�sega zdravja kot15



oseba, ki ga je kupila pred ve�c leti, kljub enakim faktorjem (starost). Ta u�cinekupo�stevajo selektivne tablice smrtnosti, kjer so verjetnosti smrti razdeljene gledena pristopno starost. Z q[x]+t ozna�cimo verjetnost smrti v naslednjem letu za x+ tlet staro osebo ob pristopni starosti x let. Selekcija vodi do naslednje neenakostiq[x] < q[x�1]+1 < q[x�2]+2 < : : : (2.29)U�cinek selekcije obi�cajno oslabi po nekaj letih, recimo r letih, kar imenujemoselektivna perioda. Tablice, ki jih uporabljamo potem, ko pote�ce to obdobje,se imenujejo ultimativne tablice smrtnosti. V primeru, ko so tablice smrtnostiodvisne samo od starosti x, jih imenujemo agregatne tablice smrtnosti. Prednostagregatnih tablic je tudi v tem, da so enodimenzionalne.Kot smo omenili pridemo do porazdelitve slu�cajne spremenljivke Tx s pomo�cjotablic smrtnosti ter interpolacije. Za ta namen potrebujemo vrednosti za sqx(0 � s � 1) ali �x+s (0 < s < 1).V teoriji obstaja ve�c modelov za ocenjevanje sqx ali �x+s. Eden izmed njihpredpostavlja enakomerno porazdelitev smrti oziroma, da je za celo �stevilo x in0 � t � 1 produkt tpx �x+t konstanten. Od tod sledi de�nicija modelasqx = Z s0 qx dt = s qx: (2.30)Vrednosti qx so predstavljene v tablicah, torej nam model (2.30) vrne vse vrednostispx in sqx (0 � s � 1) in s tem je dolo�cena verjetnostna porazdelitev za Tx naintervalu [x; x+1], za 0 � x � !. Posledi�cno smo dobili aproksimacijo za celotnoporazdelitev Tx.Slabosti omenjenega modela se ka�zejo predvsem v predpostavkah enakomernesmrtnosti znotraj leta, �cesar realni podatki ne potrjujejo ter nezveznost jakostismrtnosti v celo�stevil�cnih to�ckah. Zadnje doka�zemo z naslednjima enakostma�x+s��s=1 = qx1� qx�x+1+s��s=0 = qx+1;pri �cemer smo za jakost smrtnosti uporabili izraz �x+s = qx1�sqx , ki sledi direktnoiz (2.16) in (2.30). 16



2.2 Matemati�cna formulacija �zivljenjskih zavarovanjV prej�snjem razdelku smo de�nirali model pre�zivetja in pri�sli do porazdelitveslu�cajne spremenljivke Tx. V splo�snem pa slu�cajno spremenljivko Tx lahko obrav-navamo v �sir�sem smislu, tako da raz�sirimo model, v katerem jo obravnavamo.Oseba s pristopno starostjo x naj se nahaja v to�cno dolo�cenem stanju (stanje jeodvisno od modela, ki ga obravnavamo). Oseba zapusti omenjeno stanje v �casu Txzaradi enega odm medsebojno izklju�cujo�cih vzrokov. Tako smo v bistvu de�niralipar slu�cajnih spremenljivk: Tx in J , pri �cemer slu�cajna spremenljivka Tx prikazujepreostanek �casa v speci��cnem stanju (pristopna starost osebe v omenjeno stanjeje x let) in slu�cajna spremenljivka J prikazuje vzrok izlo�citve.V praksi se uporablja kar nekaj raz�sirjenih modelov pre�zivetja. Recimo pri �zivljenj-skem zavarovanju, ki krije tudi rizike te�zkih bolezni, je za�cetno stanje zdrav, kipreide v stanje mrtev ali bolan. Podobno je tudi invalidsko zavarovanje, kjerza�cetno stanje aktiven preide v stanje invaliden ali mrtev. Poznamo tudi variacijomodela pre�zivetja, ki lo�ci tip smrti: smrt zaradi nezgode in smrt zaradi drugihvzrokov. Zadnji model se uporablja tam, kjer se zaradi nezgodne smrti izpla�cave�ckratnik zavarovalne vsote.2.2.1 Splo�sna de�nicijaModel, ki smo ga opisali zgoraj, je podan s skupno porazdelitvijo slu�cajnih spre-menljivk Tx in J . Skupno porazdelitev lahko opi�semo z gostotami porazdelitevf1;x(t); : : : ; fm;x(t), pri �cemer jefj;x dt = P(t < Tx < t + dt; J = j); (2.31)verjetnost, da je izlo�citev med t in t+ dt posledica vzroka j. Veljafx(t) = f1;x(t) + � � �+ fm;j(t): (2.32)Z uvedbo aktuarskih oznak zapi�semotqj;x = P(Tx < t; J = j) (2.33)ali splo�sneje 17



tqj;x+s = P(Tx < s+ t; J = jjTx > s): (2.34)Podobno kot pri modelu pre�zivetja omenjeno verjetnost izra�cunamo kottqj;x+s = Z s+ts fj;x(z) dz1� Fx(z) ; (2.35)pri �cemer je Fx porazdelitev za Tx in J .V nadaljevanju bomo de�nirali jakost izlo�citve, s katero tudi pridemo do po-razdelitve Tx in J . Jakost izlo�citve osebe stare x let zaradi vzroka j je podanaz �j;x+t = fj;x(t)1� Fx(t) = fj;x(t)tpx : (2.36)Jakost izlo�citve dobimo podobno kot gostoto porazdelitve�x+t = �1;x+t + � � �+ �m;x+t: (2.37)Izraz (2.31) zapi�semo kotP(t < Tx < t+ dt; J = j) = tpx �j;x+t dt: (2.38)Zaklju�cimo lahko s tem, da �ce so znane jakosti zaradi posameznih vzrokov, potemporazdelitev za Tx in J dobimo s pomo�cjo (2.37) in (2.17), s �cimer dolo�cimoverjetnost tpx. Nato preko (2.36) dobimo fj;x(t).Tretja mo�znost za de�nicijo porazdelitve Tx in J je preko �stevila dopolnjenih letv speci��cnem stanju (Kx = [Tx]). Ob predpostavki, da so enoletne verjetnostiizlo�citve (qj;x+k) znane (tablice izlo�citev), lahko de�niramo porazdelitev za Kx inJ .Enoletne verjetnosti izlo�citve de�niramo kotqi;x+k = P(Tk + 1; J = jjT � k): (2.39)18



Skupna enoletna verjetnost izlo�citve je de�niranaqx+k = q1;x+k + � � �+ qm;x+k; (2.40)iz �cesar lahko izra�cunamo kpx. SlediP(Kx = k; J = j) = kpx qj;x+k; (2.41)za k = 0; 1; : : : in j = 1; : : : ; m.Porazdelitev za Tx in J dobimo ob upo�stevanju dolo�cenih predpostavk za verjet-nost izlo�citve med letom. Pogosto se uporablja predpostavka, da je uqj;x+k linearnafunkcija argumenta u na intervalu 0 < u < 1 in k je naravno �stevilo. Torejuqj;x+k = u qj;x+k: (2.42)Sledi fj;x(k + u) = kpx qj;x+k; (2.43)kar pripelje do rezultata �j;x+k+u = qj;x+k1� u qx+k ; (2.44)pri �cemer smo uporabili formulo k+upx = kpx(1�u qx+k). Omenjeno predpostavko(linearnost) smo uporabili tudi v razdelku 2.1.3. Prednosti te predpostavke staneodvisnost Kx in Sx ter enakomerna porazdelitev Sx med 0 in 1.Zdaj lahko de�niramo splo�sno zavarovanje. Predpostavimo, da pla�cilo zavarovalnevsote cj;k+1 zapade na koncu leta k + 1, �ce se je med letom zgodil dogodek j.Sedanja vrednost izpla�cila je slu�cajna spremenljivkaZ = cJ;Kx+1 vKx+1; (2.45)pri �cemer je v diskontni faktor pri letni efektivni obrestni meri r, v = 1=(1 + r).19



Enkratna neto premija je enaka matemati�cnemu upanju slu�cajne spremenljivke Z(dovolj velik portfelj zavarovancev omogo�ca zanesljivo aproksimacijo �skod)E(Z) = mXj=1 1Xk=0 cj;k+1 vk+1 kpx qj;k+1: (2.46)De�nirali smo izraz za enkratno neto premijo splo�snega zavarovanja, pri kateremse izpla�cilo zavarovalne vsote cj;k+1 zgodi ob koncu leta, v katerem je nastal do-godek j. Na za�cetku razdelka smo na�steli nekaj morebitnih dogodkov: smrt,invalidnost, upokojitev, bolezen...V nadaljevanju se bomo omejili na zavarovanja,kjer je dogodek izlo�citve smrt ali do�zivetje.2.2.2 Primeri �zivljenjskih zavarovanj�Zivljenjska zavarovanja v teoriji razdelimo na kapitalska zavarovanja, �zivljenjskerente ter zavarovanja, pri katerih zavarovanec prevzema dolo�ceno nalo�zbeno tveg-anje. Ponekod v teoriji se med �zivljenjska zavarovanja uvr�s�ca tudi zavarovanja, kiso vezana na stanje zavarovanca v smislu bolezni, odsotnosti z dela, starosti. Takopoznamo zavarovanje za dolo�cene hude bolezni, zavarovanje delovne nezmo�znostizaradi dalj�se bolezni ter zavarovanje za nego in oskrbo za stara leta.Pri kapitalskih zavarovanjih se zavarovalna vsota (obveznost zavarovalnice) obi�caj-no izpla�ca v enkratnem znesku. V splo�snem sta tako �cas kot vi�sina izpla�cilafunkciji slu�cajne spremenljivke Tx, torej sta prav tako slu�cajni spremenljivki.Sedanjo vrednost izpla�cila ozna�cimo z Z, enkratno neto premijo pa predstavljapri�cakovana sedanja vrednost slu�cajne spremenljivke Z (E(Z)). Seveda to nipokazatelj tveganja, ki ga sprejme zavarovatelj. V ta namen je potrebno izra�cunativi�sje momente slu�cajne spremenljivke Z.Za�celi bomo z zavarovanjem za primer smrti. Zavarovalna vsota cj zapade v pla�ciloob koncu leta, v katerem je nastopila smrt. Sedanja vrednost izpla�cila je odvisnaod slu�cajne spremenljivke Kx = [Tx],Z = cKx+1 vKx+1: (2.47)Neto enkratna premija je enakaE(Z) = 1Xk=0 ck+1 vk+1 kpx qx+k: (2.48)20



Na podoben na�cin lahko izra�cunamo tudi vi�sje momente slu�cajne spremenljivkeZ E(Zh) = 1Xk=0 chk+1 vh(k+1) kpx qx+k: (2.49)Naslednja posplo�sitev je izpla�cilo zavarovalne vsote takoj po smrti, kar pomeni,da je zavarovalna vsota funkcija �casa, c(t), t � 0. v tem primeru slu�cajno spre-menljivko Z zapi�semo kot Z = c(Tx) vTx: (2.50)Neto enkratna premija je enakaE(Z) = Z 10 c(t) vt tpx �x+t dt; (2.51)pri �cemer smo za gostoto slu�cajne spremenljivke uporabili izraz (2.18). Sevedalahko iz omenjenega zveznega modela izpeljemo tudi diskretni model ob dolo�cenipredpostavkiE(Z) = 1Xk=0 E(ZjKx = k) P(Kx = k)= 1Xk=0 E(c(k + Sx) vk+SxjKx = k) P(Kx = k)= 1Xk=0 E(c(k + Sx) vSx�1jKx = k) vk+1 P(Kx = k):Ob predpostavki ck+1 = E(c(k + Sx) vSx�1jKx = k);dobimo E(Z) = 1Xk=0 ck+1 vk+1 kpx qx+k:21



Za izra�cun zavarovalnih vsot ck+1 potrebujemo pogojno porazdelitev Sx pri pogojuKx = k. V ta namen lahko uporabimo predpostavke o porazdelitvi Tx znotrajleta - razdelek 2.1.3.V praksi se zavarovanja za primer smrti ve�cinoma uporabljajo za kritje tveganjasmrti, ob predpostavki, da ima zavarovanec sklenjeno kreditno pogodbo. Omen-jeno zavarovanje tako krije morebitne �nan�cne obveznosti v primeru zavarovan�cevesmrti. Poznamo dosmrtno zavarovanje za primer smrti (ve�cinoma se uporablja zakritje stro�skov pogreba) ter za�casno zavarovanje za primer smrti, ki krije zgorajomenjeno tveganje.Predpostavimo, da se zavarovalna vsota pri dosmrtnem zavarovanju izpla�ca obkoncu leta, v katerem je zavarovanec umrl. Privzemimo �se, da je zavarovalnavsota enaka 1, kar bo poenostavilo zapis ena�cb. Torej je slu�cajna spremenljivkaZ odvisna samo od �casa izpla�cila (Kx + 1)Z = vKx+1: (2.52)Kot re�ceno je porazdelitev slu�cajne spremenljivke Z dolo�cena s porazdelitvijoslu�cajne spremenljivke KxP(Z = vk+1) = P(Kx = k) = kpx qx+k; (2.53)za k = 0; 1; 2; : : : Aktuarski simbol za enkratno neto premijo je Ax,Ax = E(Z) = 1Xk=0 vk+1 kpx qx+k: (2.54)Varianco slu�cajne spremenljivke Z zapi�semo kotVar(Z) = E(Z2)� A2x; (2.55)pri �cemer je E(Z2) = E(v2(Kx+1)); (2.56)kar lahko interpretiramo kot enkratno premijo pri jakosti obresti 2�. Jakost obresti� je de�nirana kot � = ln(1 + r), od koder sledi v = e��. De�nicija je rezultat22



zmanj�sevanja obdobja obrestovanja (zvezno obrestovanje). Tako varianco razlag-amo kot razliko dveh enkratnih premij, prvo izra�cunano pri dvakratniku osnovnejakosti obresti, drugo pa pri normalni jakosti obresti.Za�casno zavarovanje za primer smrti v trajanju n let, krije riziko smrti, �ce zavaro-vanec umre v prvih n letih (zavarovalna vsota se izpla�ca ob koncu leta smrti).Sedanja vrednost izpla�cila je enakaZ = ( vKx+1; Kx < n;0; Kx � n (2.57)Enkratno neto premijo ozna�cimo z A1x:nA1x:n = n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k: (2.58)Za izra�cun variance moramo izra�cunati drugi moment slu�cajne spremenljivke Z.Podobno kot pri dosmrtnem zavarovanju je drugi moment enak enkratni netopremiji, izra�cunani pri dvakratniku osnovne jakosti obresti.V praksi si �zelijo zavarovalnice �cim bolj pribli�zati potrebam zavarovancev. V tanamen se na zavarovalnem trgu ponuja standardno padajo�ce za�casno zavarovanjeza primer smrti, pri katerem zavarovalne vsote cj linearno padajo do 0. S tak�snimzavarovanjem natan�cneje pokrijemo tveganje kreditne pogodbe, kjer se glavnicana�celoma linearno zmanj�suje s �casom. Sedanja vrednost izpla�cila je enakaZ = ( (n�Kx) vKx+1; Kx < n;0; Kx � n (2.59)Enkratno neto premijo ozna�cimo z (DA)1x:n(DA)1x:n = n�1Xk=0(n� k) vk+1 kpx qx+k: (2.60)V tujini je praksa, da banka zavarovalnici mese�cno sporo�ca vse nezapadle ob-veznosti kreditojemalcev ter povpre�cno starostno strukturo za posamezen spol.Zavarovalnica na podlagi omenjenih podatkov izra�cuna premijo za primer smrtiza obdobje enega meseca. Banka omenjeno premijo obra�cuna preko ve�cje efektivneobrestne mere kreditne pogodbe in kreditojemalec v bistvu ne ve, da je zavarovan23



za primer smrti. Banka tako zmanj�suje tveganje nepopla�cila obveznosti iz naslovasmrti kreditojemalca, hkrati pa je omenjen na�cin poslovanja ugoden tudi za kred-itojemalca, saj v primeru njegove smrti dedi�ci ne pridobijo �nan�cnih obveznostiiz naslova kreditnih pogodb.Nakazan prehod od splo�snega zavarovanja za primer smrti, kjer je izpla�cilo zavaro-valne vsote funkcija slu�cajne spremenljivkeKx (Tx), do zavarovanja, kjer je zavaro-valna vsota 1, lahko naredimo tudi za ostala kapitalska zavarovanja.Zavarovanje za primer do�zivetja v trajanju n let, predvideva izpla�cilo zavarovalnevsote ob koncu n-tega leta pri pogoju, da je zavarovanec �ziv. Sedanja vrednost jeenaka Z = ( 0; Kx < n;vn; Kx � n: (2.61)Enkratno neto premijo ozna�cimo z A 1x:nA 1x:n = vn npx; (2.62)varianco izra�cunamo kot Var(Z) = E(Z2)� A2 1x:n= v2n npx � v2n np2x= v2n npx nqx: (2.63)Me�sano zavarovanje je kombinacija (vsota) zavarovanja za primer do�zivetja v tra-janju n let in za�casnega zavarovanja za primer smrti v trajanju n let. Do izpla�cilazavarovalne vsote pride v primeru smrti, �ce ta nastopi v prvih n letih, sicer pa nakoncu zavarovalnega obdobja. Sedanja vrednost izpla�cila je enakaZ = ( vKx+1; Kx < n;vn; Kx � n: (2.64)Enkratno neto premijo ozna�cimo z Ax:n . Izra�cunamo jo iz same de�nicije zavarova-nja. Slu�cajno spremenljivko Z lahko zapi�semo kotZ = Z1 + Z2; (2.65)24



pri �cemer slu�cajna spremenljivka Z1 predstavlja sedanjo vrednost izpla�cila prizavarovanju za primer do�zivetja v trajanju n let, slu�cajna spremenljivka Z2 papredstavlja sedanjo vrednost izpla�cila pri za�casnem zavarovanju za primer smrtiv trajanju n let. SlediAx:n = A 1x:n + A1x:n= vn npx + n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k: (2.66)Varianca slu�cajne spremenljivke Z je enakaVar(Z) = Var(Z1) + Var(Z2) + 2 Cov(Z1; Z2):Iz same de�nicije slu�cajnih spremenljivk Z1 in Z2 sledi Z1Z2 = 0, od koder za-klju�cimo Cov(Z1; Z2) = E(Z1Z2)� E(Z1)E(Z2)= �A 1x:n A1x:n (2.67)in Var(Z) = Var(Z1) + Var(Z2)� 2 A 1x:n A1x:n= v2n npx nqx + n�1Xk=0 v2(k+1) kpx qx+k � �n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k�2 ��2 vn npx n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k: (2.68)Zadnji rezultat ima za zavarovalnice pomembno vlogo, saj pri me�sanem zavarova-nju zavarovalnica sprejme manj tveganja, kot �ce bi sklenila eno za�casno zavarova-nje za primer smrti in eno zavarovanje za primer do�zivetja za dve razli�cni osebienake starosti in spola.V teoriji in praksi se uporabljajo variacije omenjenih zavarovanj:� izpla�cilo zavarovalne vsote neposredno po smrti,� izpla�cilo zavarovalne vsote ob koncu m-tega obdobja znotraj leta,25



� nara�s�cajo�ce, padajo�ce zavarovalne vsote,� pristopne starosti zavarovancev pri neceli starosti,� zavarovanja za ve�c �zivljenj.�Zivljenjske rente predstavljajo �zivljenjsko zavarovanje, pri katerem se renta iz-pla�cuje tako dolgo, dokler je dolo�cena oseba, z za�cetno starostjo x let, �se �ziva.�Zivljenjske rente se ponujajo na zavarovalnem trgu kot varianta izpla�cila zavaroval-ne vsote ob do�zivetju dolo�cenega zavarovanja ali pa predstavljajo var�cevanje znamenom pove�canja varnosti za stara leta.Sedanja vrednost �zivljenjske rente je slu�cajna spremenljivka, saj je odvisna odpreostale �zivljenjske dobe x let stare osebe. Ozna�cimo jo z Y , matemati�cno upanjeE(Y ) pa predstavlja enkratno neto premijo.Splo�sna renta, ki predvideva pla�cila v vi�sini r0; r1; : : : v �casovnih to�ckah 0; : : : ; Kxje de�nirana z Y = 1Xk=0 vk rk I(Kx�k); (2.69)pri �cemer smo z I(Kx�k) ozna�cili indikator dogodka fKx � kg. Enkratna netopremija je podana z E(Y ) = 1Xk=0 vk rk kpx: (2.70)Nadaljnja posplo�sitev rente gre v smeri zgostitve izpla�cevanja rent in v kon�cni fazidobimo zvezno pla�cljivo rento. Seveda so lahko tudi vi�sine rente funkcije slu�cajnespremenljivke Tx. V nadaljevanju bomo predstavili elementarne �zivljenjske rente.Dosmrtna prenumerandna �zivljenjska renta predstavlja izpla�cila v vi�sini 1 v �caso-vnih to�ckah (letih) 0; : : : ; Kx. Sedanja vrednost omenjenih izpla�cil jeY = 1 + v + v2 + vKx: (2.71)Enkratno neto premijo ozna�cimo z �ax 26



�ax = E(Y ) = 1Xk=0 1� vk+11� v kpx qx+k= 1Xk=0 �ak+1 kpx qx+k; (2.72)pri �cemer smo z �ak+1 ozna�cili �nan�cno prenumerandno rento v trajanju k + 1let. Na omenjeno rento lahko gledamo tudi kot zaporedje zavarovanj za primerdo�zivetja (�ce je oseba �ziva na za�cetku vsakega leta, prejme izpla�cilo). V temprimeru velja Y = 1Xk=0 vk I(Kx�k) (2.73)in �ax = 1Xk=0 vk kpx: (2.74)Varianco dosmrtne prenumerandne rente dobimo s pomo�cjo dosmrtnega zavarova-nja za primer smrti, kjer bomo sedanjo vrednost izpla�cila pri tem zavarovanjuozna�cili z Z. Velja Y = 1� vKx+11� v = 1� Z1� v : (2.75)Sledi �ax = 1� Ax1� v (2.76)in Var(Y ) = Var(Z)(1� v)2= P1k=0 v2(k+1) kpx qx+k � �P1k=0 vk+1 kpx qx+k�2(1� v)2 : (2.77)27



Pri n let trajajo�ci za�casni prenumerandni �zivljenjski renti oseba prejema rentnoizpla�cilo najve�c n let oziroma do smrti, �ce ta nastopi pred letom n. Sedanjavrednost rente je Y = ( �aKx+1 ; Kx < n;�an ; Kx � n: (2.78)Podobno kot pri dosmrtni prenumerandni �zivljenjski renti lahko enkratno netopremijo (�ax:n ) izrazimo na dva na�cina�ax:n = n�1Xk=0 �ak+1 kpx qx+k + �an npx (2.79)oziroma �ax:n = n�1Xk=0 vk kpx: (2.80)Pri izpeljavi druge enakosti smo predpostavili, da je renta kon�cno zaporedjezavarovanj za primer do�zivetja. �Ce s slu�cajno spremenljivko Z ozna�cimo sedanjovrednost izpla�cila pri me�sanem zavarovanju, veljaY = 1� Z1� v : (2.81)Z uporabo matemati�cnega upanja dobimo povezavo med enkratno neto premijoza n let trajajo�co za�casno prenumerandno rento in enkratno neto premijo za n lettrajajo�ce me�sano zavarovanje �ax:n = 1� Ax:n1� v : (2.82)Sledi tudiVar(Y ) = Var(Z)(1� v)2= 1(1� v)2 �v2n npx nqx + n�1Xk=0 v2(k+1) kpx qx+k � (2.83)�� n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k�2 � 2 vn npx n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k�28



Tako kot pri kapitalskih zavarovanjih se tudi pri �zivljenjskih rentah v teoriji inpraksi uporablja ve�c variacij �zivljenjskih rent:� odlo�zene rente,� postnumerandne rente,� rente z zajam�cenim obdobjem izpla�cevanja,� rente, pri katerih so pla�cilam-krat znotraj leta (v limitnem primeru pridemodo zvezno pla�cljive rente)� nara�s�cajo�ce, padajo�ce rente,� za�cetek pla�cevanja pri neceli starosti.Zavarovanja z nalo�zbenim tveganjem so �zivljenjska zavarovanja, pri katerih jeprimarni cilj ustvariti donos na vlo�zena sredstva. Zavarovalna komponenta jezgolj stranskega pomena. Zakon o zavarovalni�stvu tovrstna zavarovanja opredelikot �zivljenjska zavarovanja vezana na enote investicijskih skladov. V teoriji inpraksi poznamo ve�c vrst omenjenih zavarovanj:� (klasi�cno) nalo�zbeno zavarovanje,� nalo�zbeno zavarovanje, kjer je izpla�cilo vezano na dolo�cen indeks,� nalo�zbeno zavarovanje z dodatkom klasi�cnega pripisa dobi�cka,� nalo�zbeno zavarovanje z dolo�cenimi garancijami,� hibridi nalo�zbenih zavarovanj in kapitalskih zavarovanj.V nadaljevanju bomo na primeru klasi�cnega nalo�zbenega zavarovanja predstavilitok premije in pri tem izpostavili stro�ske, ki jih zavarovalnice praviloma obra�cu-najo pri tovrstnem zavarovanju.Zavarovanec premijo lahko nalo�zi v enega ali ve�c skladov. Naivno je pri�cakovati,da bi zavarovalnica celotno premijo namenila za nakup enot dolo�cenega sklada.Pri takoimenovanem vstopu (premije) v sklad zavarovalnica lahko obra�cuna dvastro�ska: dele�z alokacije in razliko v nakupni ter prodajni ceni enote premo�zenja.Z dele�zem alokacije de�niramo kolik�sen del premije bo namenjen za nakup enotsklada. V praksi je dele�z v za�cetnem obdobju zavarovanja (prvo leto) manj�si kot vkasnej�sih obdobjih zavarovanja (po preteku prvega leta). Poznamo tudi primere,ko je dele�z konstanten skozi celotno zavarovalno obdobje, vendar je tak�sen na�cinbolj redek, saj je zavarovalnici v interesu �cim prej obra�cunati stro�ske. Razlika29



med nakupno ter prodajno ceno enote sklada se pogosto izrazi kot odstotek �prodajne cene. Nakupno ceno dobimo preko povezavenakupna cenat = (1� �) prodajna cenat:Dejstvo je, da se premija pretvori v enote s pomo�cjo prodajne cene. Stro�sek zazavarovalnico pa je manj�si, saj zavarovalnica na�celoma te enote kupi po nakupniceni. Tako se ustvari razlika, ki pripada zavarovalnici.Sledijo letni stro�ski, ki pokrivajo upravljavsko provizijo (stro�sek upravljanja skla-da) ter takoimenovane stro�ske police in stro�ske rizika smrti (riziko premija jefunkcija slu�cajne spremenljivke Tx) oziroma drugih rizikov, ki jih zavarovanje krije.Upravljavska provizija se odrazi skozi vrednost enote premo�zenja sklada, saj joupravljavec obra�cuna sam od celotnega premo�zenja sklada. Stro�ski police so �ksniin se obra�cunajo tako, da se proda dolo�ceno �stevilo zavarovan�cevih enot sklada.Analogno se obra�cuna tudi riziko premija. Na kak�sen na�cin zavarovalnica porabiomenjene stro�ske (provizija agentom,..) je odvisno od poslovne politike zavaroval-nice, dejstvo pa je, da je pri nalo�zbenih zavarovanjih mo�zno de�nirati kar nekajvirov za obra�cun stro�skov.V tujini trend nalo�zbenih zavarovanj pada, medtem ko je v Sloveniji trend ravnoobraten. V uvodu smo omenili, da je v letu 2004 premija nalo�zbenih zavarovanjpredstavljala 40% celotne �zivljenjske premije. Zadnje gre pripisati predvsem doga-janju na slovenskem kapitalskem trgu v zadnjem desetletju. Seveda bo zanimivospremljati omenjeni trend tudi v prihodnosti, predvsem z mislijo, da zgodovinskidonosi niso garancija za prihodnost.Tako v tujini kot v Sloveniji pridobivajo na popularnosti nalo�zbena zavarovanjaz dolo�cenimi garancijami. Tak�sna zavarovanja imajo dolo�cena varovala, ki sozanimiva za zavarovance, vendar se je potrebno zavedati, da imajo garancije svojoceno. Poznamo ve�c vrst garancij:� garancija najvi�sje vrednosti enote premo�zenja, kjer se vse enote kupljenedo prese�cnega datuma, ko za�cne vrednost enote premo�zenja padati, obdo�zivetju izpla�cajo po najvi�sjem te�caju,� garancija neto vrednosti, kjer se ob do�zivetju izpla�ca natanko tolik�sen znesekkot je bil vpla�can v sklade (primerna garancija ob padanju vrednosti enotepremo�zenja),� garancija �ksnega donosa, ki je stala �ze marsikaterega upravljavca mnogopremo�zenja (Partnoy, 1999). 30



Omenjene garancije se dosegajo preko ustreznih nalo�zbenih strategij upravljavcevskladov in se ovrednotijo ali preko same vrednosti enote sklada ali pa kot �ksenznesek.Razdelek zaklju�cimo z mislijo, da je ponudba �zivljenjskih zavarovanj pestra in dabodo v prihodnosti zavarovanja �se bolj pisana na ko�zo zavarovancem, saj bo le natak�sen na�cin mo�zno ohranjati pozicije na zavarovalnem trgu.2.3 Mere tveganjaTveganje lahko opi�semo kot dogodek, ki se lahko zgodi in ima za nas negativne (�-nan�cne) posledice. Navedeno predstavlja podlago za uporabo stohasti�cnega mod-eliranja tveganja (le to uporabljamo v celotnem 2. poglavju tako pri konstrukcijimodela pre�zivetja, kot pri formulaciji �zivljenjskih zavarovanj in pri osnovah �-nan�cne matematike).Primarna funkcija zavarovalnic in pozavarovalnic je prodaja kritij za dolo�cenatveganja. V zadnjih desetih letih, ko so se jim pridru�zile �se banke in �nan�cneinstitucije, se omenjena skupina ukvarja z zbiranjem in upravljanjem tveganjaz namenom zagotoviti razviti trg, na katerem se lahko tveganja za�s�citijo (pro-dajo). V primerih, ko trg ne obstaja, je treba tveganje izmeriti in zagotovitidodatne rezerve (kapital), potrebne za kritje omenjenega tveganja. Tako se up-rave zavarovalnic in drugih �nan�cnih institucij soo�cajo z vse te�zjo nalogo: ustre�ciinteresu zavarovancev in delni�carjem. Zavarovance zanima predvsem �nan�cnastabilnost zavarovalnice, medtem ko delni�carji zahtevajo donos, ki je povezan stveganjem njihovega vlo�zka.V zavarovalni�stvu in �nancah obstaja mnogo mer tveganj, ki se razvr�s�cajo odpovsem elementarnih do zelo izvedenih. V praksi �se zmeraj poteka razprava,katera mera tveganja je prava za zavarovalni�ski sektor. Poznamo naslednje meretveganja: VaR, tail VaR, pogojni VaR, conditional tail expectation, expected short-falls, zero-utility premiums, Esscherjevo mero tveganja in (Yaari-)Wangovo merotveganja (Denuit, 2005, str. 59).De�nicija 2.3.1. Mera tveganja je funkcional �, ki preslika tveganje X v neneg-ativno realno �stevilo �(X), po mo�znosti kon�cno, in predstavlja dodaten denar, kiga je treba dodati tveganju X, da bo le to sprejemljivo.Ideja je v tem, da � kvanti�cira tveganje X: tako nam velike vrednosti �(X)povedo, da je X nevarno tveganje. Ko predstavlja X potencialno �skodo posame-znega �nan�cnega portfelja skozi �cas, interpretiramo �(X) kot znesek kapitala, ki31



ga je treba dodati portfelju, da bo le ta ustrezen za notranji in zunanji nadzortveganja. V tem primeru je �(X) rizi�cen kapital portfelja. Tak�sne mere tveganjase uporabljajo za opredelitev rezerv in kapitalskih zahtev z namenom zagotovitvesolventnosti.Mere tveganja so v mnogih pogledih sorodne aktuarskim na�celom dolo�canja pre-mije. Zavarovalnica, ki sprejme tveganje X, na podlagi na�cela dolo�canja premije,dolo�ci minimalni znesek �(X), ki ga mora pla�cati zavarovanec, da ga bo zavaroval-nica vzela v kritje (z omenjenim principom smo de�nirali vse enkratne neto pre-mije v drugem razdelku tega poglavja). Tako je dolo�canje premije pravzapravprimer mo�zne mere tveganja. Seveda je lastnost tak�snega na�cela, da je vred-nost dobljena z mero tveganja za posamezno tveganje X, kar kandidat za premijozavarovalne pogodbe, s katero krijemo X. Na�celo dolo�canja premije je �sir�se na�celoin zajema naslednje mere:� na�celo neto premije,� na�celo pri�cakovane vrednosti,� na�celo najve�cje �skode,� na�celo variance,� na�celo standardnega odklona.V nadaljevanju bomo predstavili �zelene lastnosti, ki naj bi jih imela posameznamera tveganja, in te lastnosti preverili na meri tveganja VaR, ki jo bomo uporabl-jali v zadnjem poglavju.Kljub zelo splo�sni de�niciji mere tveganja, mora le ta zado�s�cati nekaterim ak-siomom. Med mnogimi statisti�cnimi zna�cilnostmi, ki jih lahko pripi�semo matema-ti�cnemu upanju, varianci, mediani... se uvr�s�cajo med sprejemljive mere tveganjale nekatere. Lastnosti mere tveganja povzemajo spodnje to�cke.Neprekomerni dodatek �(X) � max(X) = F�1X (1);pri �cemer je X poljubna slu�cajna spremenljivka. Jasno je, da je nesmiselno imetive�c kapitala (rezerv), kot je vrednost najve�cje �skode.Nenegativni dodatek 32



�(X) � E(X);pri �cemer je X poljubna slu�cajna spremenljivka. Minimalni kapital presega pri�ca-kovano �skodo, sicer postane verjetnost propada o�citna (pod pogoji izreka o velikih�stevilih).Translativnost �(X + c) = �(X) + c;pri �cemer je X poljubna slu�cajna spremenljivka in c poljubna konstanta. Merotveganja smo de�nirali kot funkcional, ki poda vrednost varnostnega kapitala, kiga mora investitor dodati tvegani poziciji, da bo le ta sprejemljiva. Tako je jasno,da vsako diskretno pove�canje obveznosti za konstanto c da enako pove�canje prikapitalu. Sledi �(X � �(X)) = 0;kar pomeni, da ko dodamo �(X) za�cetni poziciji�X, dobimo "nevtralno pozicijo".Konstantnost �(c) = c:Da bi zavarovatelj izpla�cal �skodo v vi�sini c, potrebuje enako koli�cino kapitala.Velja �(0) = 0 in �(X) lahko interpretiramo kot nujno vrednost, torej minimalnikapital, ki ga dodamo X na za�cetni to�cki investiranja in vlo�zimo v netveganonalo�zbo, da bo X sprejemljivo tveganje.Subaditivnost �(X + Y ) � �(X) + �(Y );pri �cemer sta X in Y poljubni slu�cajni spremenljivki. Racionalna razlaga subadi-tivnosti je lahko, da zdru�zevanje tveganj ne povzro�ca dodatnega tveganja. Suba-ditivnost odra�za idejo, da je tveganje mogo�ce zmanj�sati z razpr�sitvijo. V primeruenakosti govorimo o aditivnosti. V tem primeru je odvisna struktura med X in33



Y pogosto dolo�cena: govorimo o aditivnosti neodvisnih tveganj ali aditivnostikomonotonih tveganj (de�nicija komonotonosti je podana v nadaljevanju).U�cinek razpr�sitve tako opredelimo kot razliko med vsoto vseh mer posameznihtveganj in celotno mero tveganja za vsa tveganjaP �(Xi)� �(PXi):U�cinek razpr�sitve je za subaditivne mere tveganja vedno pozitiven.De�nicija 2.3.2. Slu�cajni vektor X je komonoton, �ce in samo �ce obstaja slu�cajnaspremenljivka Z in nepadajo�ce funkcije t1; t2; : : : ; tn, da veljaX d= (t1(Z); t2(Z); : : : ; tn(Z))t:Komonotonost tako omogo�ca oceno tveganja.Komonotona aditivnost �(X + Y ) = �(X) + �(Y );pri �cemer sta X in Y poljubni komonotoni slu�cajni spremenljivki. To pomeni,da pri zdru�zevanju komonotonih tveganj ne zmanj�sujemo tveganosti situacije(komonotona tveganja so v bistvu stave na isti dogodek, kar pa ne pomeni za�s�citeene proti drugi).Pozitivna homogenost �(cX) = c �(X);pri �cemer je X poljubna slu�cajna spremenljivka in c pozitivna konstanta. Poz-itivna homogenost je pogosto povezana z neodvisnostjo v povezavi z monetarnoenoto, ki je uporabljena.Pozitivna homogenost je povezana s komonotono aditivnostjo, in sicer�(cX) = �(X + � � �+ x) = �(X) + � � �+ �(X) = c �(X):Monotonost 34



P(X � Y ) = 1 ! �(X) � �(Y );pri �cemer sta X in Y poljubni slu�cajni spremenljivki. To je naravna lastnost, sajza pokritje �skode X potrebujemo manj kapitala kot za pokritje �skode Y , �ce je leta ve�cja.Zveznost v smislu porazdelitveNaj bo fXn; n = 1; 2; : : :g zaporedje slu�cajnih spremenljivk in Xn d! X. Veljalimn!1�(Xn) = �(X):Objektivnost�(X) je odvisna od X skozi porazdelitveno funkcijo Fx, kar pomeni, da Fx vsebujevse informacije, da lahko izrazimo tveganost X.Kot zanimivost lahko povemo, da na�celo dolo�canja premije v splo�snem ne zado�s�cazgornjim lastnostim. Tako zado�s�ca pozitivni homogenosti in translativnosti lena�celo neto premije.De�nicija 2.3.3. Mera tveganja, ki je translativna, pozitivna homogena, subadi-tivna in monotona, je koherentna mera tveganja.V zadnjem desetletju je v praksi naraslo zanimanje za uporabo kvantilov priverjetnostni porazdelitvi. Ker je kvantile preprosto interpretirati, so zelo pop-ularni pri upravljanju tveganj. V tem pogledu je de�nirana tudi mera tveganjaVaR. Sam koncept je zasnovan tako, da odgovori na naslednje vpra�sanje: ko-liko lahko pri�cakujemo, da bomo izgubili v enem dnevu, tednu, letu... pri daniverjetnosti (tveganja). V sodobnem �nan�cnem svetu je postal VaR glavna meratveganja oziroma referen�cna vrednost: omenjeni koncept uporabljajo nadzornikipri dolo�canju kapitalskih rezerv za tr�zno izpostavljenost tveganju.De�nicija 2.3.4. Za dano tveganje X in dano verjetnost p 2 (0; 1), je pripadajo�ciVaR, ki ga ozna�cimo z VaR(X; p), de�niran kotVaR(X; p) = F�1X (p)= inffx 2 R jFX(x) � pg:35



Kot alternativno de�nicijo lahko de�niramo VaR pri tveganju p kot F�1+X (p),F�1+X (p) = inffx 2 R jFX(x) > pg. Omenjena de�nicija se uporablja v nekateriliteraturi. Tako je vsaka konveksna kombinacija F�1X (p) in F�1+X (p) kandidat zaVaR.Jasno je, da VaR vedno obstaja in ga lahko izrazimo v ustrezni enoti mere, pon-avadi s pri�cakovano izgubo denarja. Ker je VaR de�niran s kvantilno funkcijoF�1X , veljajo vse lastnosti te funkcije tudi za VaR. VeljaVaR(X; p) � x , p � FX(x):V nadaljevanju bomo za VaR preverili lastnosti, ki smo jih izpeljali v tem razdelku.VaR nima neprekomernega dodatkaKer je X � max(X), velja tudi VaR(X; p) � max(X) za poljubne p.VaR ne vsebuje nujno nenegativnega dodatkaDe�nirajmo p? = Fx(E(X)). Jasno je, da VaR ne presega pri�cakovane �skode E(X)za verjetnosti manj�se od p?.VaR je translativen in pozitivno homogenVaR vsebuje naslednjo stabilno lastnost: VaR nepadajo�ce funkcije t poljubneslu�cajne spremenljivke dobimo tako, da funkcijo uporabimo na za�cetnem VaR.VaR ne vsebuje neupravi�cenega dodatkaZa poljubno verjetnost p > 0 je VaR(c; p) = c.VaR je komonotono aditivenZa komonotone slu�cajne spremenljivke velja, da je inverz porazdelitvene funkcijekomonotonih slu�cajnih spremenljivk enak vsoti inverzov porazdelitvenih funkcijvsakega sumanda.Za komonotona tveganja Xc1; Xc2; : : : ; Xcn zapi�semo VaR njihove vsote Sc kotVaR(Sc; p) = nXi=1 VaR(Xi; p); 0 < p < 1:VaR ni subaditiven 36



VaR v splo�snem ni subaditiven (razen v posebnih primerih, ko so npr. Xi ve�crazse-�zno normalno porazdeljene). Tako ima VaR v splo�snem dobro lastnost, da je VaRvsote lahko ve�cji od vsote posameznih VaR. V tak�snem primeru vodi razpr�sitev kve�cjemu tveganju.Mogo�ca slaba posledica o nezado�s�canju subaditivnosti je ta, da sistem decentral-iziranega upravljanja tveganj lahko propade, ker VaR izra�cunan za posamezneportfelje, ne more v vsoti podati zgornje meje za VaR celotnega portfelja.VaR je monotonJasno je, de �ce P(X � Y ) = 1, sledi FX(x) � FY (x) za vsak x. Zato slediVaR(X; p) � VaR(Y; p) za vsako verjetnost p.VaR je zvezen v smislu porazdelitvePoznano je, da �sibka konvergenca porazdelitvenih funkcij zagotavlja konvergencoza kvantilne funkcije, �ce je X porazdeljen zvezno.VaR je objektivenTo je neposredna posledica de�nicije VaR, saj je odvisen od porazdelitvene funkcijeX.Za konec tega razdelka podajmo �se par argumentov, zakaj VaR predstavlja opti-malno zahtevani kapital za zavarovalnice.V zavarovalni�stvu se premije pla�cujejo preden se izpla�ca zavarovalnina. Takolahko portfelj zaide v te�zave, �ce je njegova �skoda X pozitivna (oziroma njegovdobi�cek �X negativen), ker obveznosti do zavarovancev ne moremo izpolniti dopotankosti. Solventnost odra�za �nan�cno kapaciteto dolo�cenega tveganega posla,s katerim se morajo izpolniti pogodbene obveznosti. Tako nadzornik v �zelji, da bivaroval zavarovance, dolo�ci solventno kapitalsko zahtevo �(X). Torej nadzornikzahteva, da je prese�zek kapitala (prese�zek vrednosti sredstev nad vrednostjo ob-veznosti - rezerv) najmanj enak �(X). Ta kapital se uporablja kot varnostnidodatek proti tveganju, da bodo premije in rezerve kombinirane z donosom in-vesticij premajhne za kritje prihodnjih �skodnih zahtevkov. Na�celoma bo �(X)izbran tako, da bomo (skupaj z nadzornikom) povsem prepri�cani, da se dogodek(X > �(X)) ne bo zgodil.Obravnavajmo portfelj s �skodo X. Regulator �zeli imeti tako veliko zahtevo posolventni kapitalski ustreznosti (v odvisnosti od �skode X), da bo izguba v port-felju dovolj majhna. Da bi dosegel ta cilj, meri izgubo E[(X � �(X))+]. Tako37



proces dolo�canja kapitalskih zahtev vsebuje dve meri: mero tveganja za dolo�citevsolventnega kapitala in E[(X � �(X))+], da izmerimo padec.Nadzornik �zeli minimizirati E[(X��(X))+]. Po drugi strani je jasno tudi, da ve�cjikot je kapital zavarovalnice, bolj�sa je osnova za minimiziranje E[(X � �(X))+] .Jasno je tudi, da ima ves prese�zek kapitala svojo ceno. Nadzornik lahko upo�stevaomenjeni u�cinek tako, da dolo�ci stro�sek prese�znega kapitala. Kapitalska zahteva� je lahko dolo�cena z re�sitvijo minimizacijskega problemamin�(X)�E[(X � �(X))+] + �(X) ��; 0 < � < 1; (2.84)kar je uravnote�zen pogoj dveh nasprotujo�cih si meril. Tukaj � interpretiramo kotmero, do katere lahko upo�stevamo stro�sek kapitala. Nadzornik lahko dolo�ci, daje � odvisen od posameznega podjetja ali pa posameznega tveganja. �Ce je � = 0,se stro�sek kapitala ne upo�steva in je solventnostni kapital enak �(X) = max(X).S pove�cevanjem � nadzornik relativno pove�cuje pomembnost stro�ska kapitala inzato zmanj�suje optimalno re�sitev problema.Lastnost 2.3.1 Najmanj�si kapital �(X), ki zado�s�ca (2.84), je enak VaR, torej�(X) = VaR(X; 1� �):Dokaz. Vpeljimo stro�skovno funkcijoC(X; d) = E[(X � d)+] + d�in predpostavimo na za�cetku, da je VaR(X; 1� �) > 0. Za d > 0 funkcija C(X; d)ustreza povr�sini med porazdelitveno funkcijo spremenljivke X in horizontalno �crtoy = 1 od d do d�. Podobna interpretacija za C(X; d) dr�zi tudi za d < 0. Lahkoje preveriti, da je C(X; d) padajo�ca funkcija d, �ce je d � VaR(X; 1� �), medtemko je C(X; d) nara�s�cajo�ca funkcija d, �ce je d � VaR(X; 1� �). Od tod sledi, da jestro�skovna funkcija minimizirana z izbiro d = VaR(X; 1� �).Zdaj predpostavimo �se VaR(X; 1 � �) < 0. Iz podobnih geometri�cnih razlogovsledi sklep, da je minimalna vrednost v tem primeru zavzeta pri VaR(X; 1� �).�38



Omenjena lastnost teoreti�cno podpre uporabo VaR pri dolo�canju solventne kapi-talske ustreznosti. Tako do neke mere navedena lastnost podpira trenutno stanje,ki ga je dolo�cil Basel II in de�nira odvisnost kapitala od VaR. Kljub vsemu pamoramo imeti v mislih, da VaR v tem primeru nima funkcije mere tveganja, am-pak se predpostavlja kot optimalna izbira kapitala.Tveganje, ki ga �zelimo izmeriti in imeti pod nadzorom je (X � �(X))+. Merimoga z E[(X � �(X))+]. Omenjeni pristop tako ustreza klasi�cnemu aktuarskemupristopu merjenja in primerjave tveganj z dolo�citvijo oziroma primerjavo stop-losspremij.2.4 Temelji �nan�cne matematikeV nadaljevanju bomo podali snovne pojme obrestnih mer, ki smo jih uporabilitudi v drugem poglavju in osnove �nan�cne matematike.2.4.1 Obrestne merePojem obrestne mere se vedno navezuje na �casovno enoto, v kateri velja, terperiodo oziroma �casovni interval, na koncu katerega se obresti pripi�sejo (kapital-izirajo).Efektivna obrestna mera je tista, pri kateri sta �casovna enota ter perioda konverzijeidenti�cni. �Ce z r ozna�cimo efektivno obrestno mero, potem imamo ob koncu prveperiode na na�sem ra�cunu 1+ r sredstev, �ce smo na za�cetku vlo�zili enoto sredstev.Torej je 1 + r akumulacijski faktor, oziroma diskontni faktor je enakv = 11 + r : (2.85)V primeru, ko se perioda konverzije ne ujema z osnovno �casovno enoto, govorimoo nominalni obrestni meri. Z r(m) ozna�cimo nominalne obresti, pripisane m-kratna leto, ki so ekvivalentne efektivni obrestni meri. Velja�1 + r(m)m �m = 1 + r: (2.86)Pri zveznem obrestovanju, ko se obresti teoreti�cno zvezno pripisujejo na na�s ra�cun,dobimo jakost obrestne mere �, ki je ekvivalentna efektivni obrestni meri, torej39



limm!1 r(m) = limm!1 (1 + r) 1m � 11m= limk!1 ln(1 + r)ln(1 + 1k )k= ln(1 + r)= �; (2.87)pri �cemer smo upo�stevali, da je (1 + r)1=m = 1 + 1k .Akumulacijski faktor po h letih je tako enak(1 + r)h = e�h; (2.88)diskontni faktor za enako obdobje je enakvh = e��h; (2.89)pri �cemer je h poljubno celo �stevilo. V nadaljevanju bomo podali bolj matemati�cenpogled zgoraj omenjenih osnov obrestnih mer.Predpostavimo, da denar nalo�zimo na ra�cun, ki prina�sa obresti. To pomeni, dadenarna enota, ki jo nalo�zimo na ra�cun v �casu u > 0, prinese imetniku pravico,da v poljubnem �casu t � u dvigne znesek v(t; u), obi�cajno razli�cen od 1. Funkcijav je strogo pozitivna in veljav(s; u) = v(s; t)v(t; u); (2.90)pri �cemer je s � t � u, od koder sledi v(t; t) = 1. �Ce imetnik ra�cuna investira1 v �casu u, lahko dvigne znesek na levi strani (2.90) v �casu s. Lahko pa dvigneznesek v(t; u) v �casu t in ga ponovno reinvestira. Tako dobi znesek na desni strani(2.90). Da bi se ognili arbitra�zi, predpostavljamo, da omenjeni strategiji dajetaenak rezultat (ob predpostavki, da zanemarimo stro�ske).Lahko se je prepri�cati, da v(t; u) zado�s�ca (2.90), �ce je naslednje oblikev(t; u) = v�1t vu (2.91)40



za neko strogo pozitivno funkcijo vt, ki lahko zado�s�ca pogojuv0 = 1: (2.92)Funkcija vu vrne vrednost enote v �casu 0, ki je bila investirana v �casu u, funkcijav�1t pa vrne vrednost enote v �casu t, ki je bila investirana v �casu 0.V prakti�cnih ban�cnih operacijah se uporabljavt = e� R t0 ��d� ; (2.93)pri �cemer je �� odsekoma zvezna funkcija, obi�cajno pozitivna. Z (2.93) sta dolo�cenidinamiki akumuliranja ter diskontiranja in sicerddteR t0 �� d� = eR t0 ��d��t; (2.94)ddte� R t0 ��d� = �e� R t0 ��d� �t: (2.95)Relacija (2.94) pove, da so obresti zaslu�zene v majhnem intervalu, proporcionalnedol�zini intervala in trenutni vi�sini depozita. Proporcionalni faktor �t je, kakorsmo �ze ugotovili, jakost obrestne mere ali (trenutna) obrestna mera v �casu t. Vintegralski obliki se (2.94) in (2.95) zapi�seta koteR t0 �� d� = 1 + Z t0 eR �0 �sds��d�; (2.96)e� R t0 ��d� = 1� Z t0 e� R �0 �sds��d�: (2.97)V nadaljevanju bomo predpostavljali, da se obresti slu�zi v skladu z (2.93). Takobomo za diskontni faktor uporabili izrazv(t; u) = e� R ut ��d� ; t < u:V primeru konstantne jakosti obrestne mere �, velja vt = vt, kjer jev = e�� = 11 + r (2.98)konstantni letni diskontni faktor in r letna efektivna obrestna mera.41



2.4.2 Obveznice in obrestne mereKupec obveznice posodi izdajatelju znesek P (za�cetno ceno obveznice), v zamenoza v naprej dolo�ceno zaporedje izpla�cil. Le ta so lahko �ksna v nominalnih okvirjih(govorimo o obveznicah s �ksno obrestno mero) ali pa so povezana s poljubnimindeksom.Obveznice lahko izda dr�zava ali poljubno podjetje, vendar imajo obveznice zenakimi karakteristikami razli�cnih izdajateljev na�celoma razli�cno ceno. To jeposledica upo�stevanja tveganja neizpla�cila obveznosti, ki jih vsebujejo obveznice intveganje bankrota oziroma propada izdajatelja. Izka�ze se tudi, da se cene obveznicz enakimi karakteristikami razlikujejo od dr�zave do dr�zave. Zadnje je posledicarazli�cnih dav�cnih pogojev in pogodbenih dolo�cil. V nadaljevanju se bomo osre-doto�cili na dr�zavne obveznice s �ksno obrestno mero, ki ne vsebujejo tveganjaneizpla�cila obveznosti.Obveznico s �ksno obrestno mero de�niramo na naslednji na�cin: danes pla�camoceno P v zameno za zaporedje izpla�cil c1; c2; : : : ; cn v �casovnih to�ckah t1; t2; : : : ; tn.Zneski izpla�cil so �ksni ob dnevu izdaje obveznice. Za tak�sno obveznico z nomi-nalno vrednostjo 100 veljajo naslednje oznakeg = kuponska obrestna mera za nominalno vrednost 100n = �stevilo (kuponskih) izpla�cil�t = �ksno obdobje med dvema izpla�cilomat1 = �cas prvega izpla�cila (t1 � �t)tj = tj�1 +�t j = 2; : : : ; ntn = �cas do dospetja obveznicecj = g�t j = 1; : : : ; n� 1 kuponska izpla�cilacn = 100 + g�t glavnica in zadnje kuponsko izpla�ciloBrezkuponska obveznica ima kuponsko obrestno mero enako 0 in nominalno vred-nost enako 1. V nadaljevanju bomo s P (t; T ) ozna�cili ceno brezkuponske obveznicev �casu t z dospetjem v �casu T .Sledi posledica, da je cena brezkuponske obveznice, ki dospe takoj, enaka 1, torejje P (t; t) = 1, za vse t.Trenutna obrestna mera (spot rate) v �casu t za dospelost v �casu T je de�niranakot donosnost do dospetja brezkuponske obveznice42



R(t; T ) = � lnP (t; T )T � ttorej je P (t; T ) = e�(T�t)R(t;T ):Trenutno obrestno mero R(t; T ) obrazlo�zimo na naslednji na�cin. �Ce investiramo1 EUR v �casu t v brezkuponsko obveznico za T � t let, se bo investirani znesekakumuliral s povpre�cno stopnjo R(t; T ) skozi celotno obdobje.Terminska obrestna mera (forward rate) v �casu t (pri zveznem obrestovanju), kivelja med �casoma T in S, (T � S), je de�nirana kotF (t; T; S) = 1S � T ln P (t; T )P (t; S) : (2.99)Terminska obrestna mera se pojavlja pri izvedenih �nan�cnih instrumentih, prikaterih se v �casu t dogovori, da bomo investirali 1 EUR v �casu T in dobilie(S�T )F (t;T;S) v �casu S. Z drugimi besedami smo tako �ksirali obrestno mero medT in S v �casu t.�Ce predpostavimo, da ne obstaja mo�znost arbitra�ze (razdelek 2.4.4), mora ter-minska obrestna mera zado�s�cati ena�cbi (2.99). To je poseben primer, kjer je cenaoziroma povezava de�nirana neodvisno od modela obrestne mere.V primeru, ko je datum zapadlosti izvedenega �nan�cnega instrumenta T enak t,sta terminska obrestna mera in trenutna obrestna mera enaki, F (t; t; S) = R(t; S).Trenutna krivulja terminskih obrestnih mer (instantaneous forward-rate curve) v�casu t je za T > t de�nirana kotf(t; T ) = limS!T F (t; T; S) = � ddT lnP (t; T ) = �dP (t; T )=dTP (t; T )od koder sledi P (t; T ) = e� R Tt f(t;u) du:43



Navedeno si razlagamo, da lahko sklenemo pogodbo v �casu t, pri �cemer bomozaslu�zili obresti f(t; T ) v �casovnem intervalu od T do T + dT .Netvegano obrestno mero (risk-free rate of interest) v �casovnem intervalu od t do Tpredstavlja R(t; T ). V praksi pa z netvegano obrestno mero mislimo na trenutnonetvegano obrestno merorf(t) = limT!tR(t; T ) = R(t; t) = f(t; t):Netvegano obrestno mero rf(t) si najla�zje predstavljamo kot obrestno mero ban-�cnega ra�cuna, ki jo lahko banka dnevno kontrolira. V�casih jo imenujemo tudikratkoro�cna obrestna mera (short rate).Velja naslednja povezava. Za vsak tP (t; T ) = e�R(t;T )(T�t) = e� R Tt f(t;s)ds:2.4.3 Teorije obrestnih merObrestne mere, ki smo jih omenili v prej�snjem razdelku, opisujejo teoreti�cnoozadje, v katerem naj bi deloval kapitalski trg. Poznamo ve�c teorij, ki postavljajoteoreti�cne okvirje delovanja trgov.Teorija pri�cakovanj se v praksi pojavlja v razli�cnih de�nicijah. Najbolj priljublje-na je naslednja eF (0;S;S+1) = E(eR(S;S+1)jF0); (2.100)pri �cemer F0 predstavlja vse informacije v �casu t. Iz navedenega sledi, da je letnaterminska obrestna mera za obdobje med S in S+1 domnevno enaka pri�cakovanivrednosti enoletne obrestne mere v �casu S. �Ce predpostavimo, da domneva dr�zi,sledi� Ker je ex konveksna funkcija, po Jensenovi neenakosti sledi F (0; S; S+1) >E(R(S; S + 1)jF0).� Ker je 2F (0; S; S + 2) = F (0; S; S + 1) + F (0; S + 1; S + 2), sledieF (0;S;S+2) = E(eR(S;S+1))E(eR(S+1;S+2)):44



Teorija tudi predpostavlja, da je e2F (0;S;S+2) = E(eR(S;S+1)), kar pomeni, dasta eR(S;S+1) in eR(S+1;S+2) nekorelirani, kar pa je malo verjetno.Alternativna verzija teorije je osnovana na zveznem obrestovanju in predpostavkiF (0; T; S) = E(R(T; S)); T < SOmenjena verzija dopu�s�ca korelacijo med R(T; U) in R(U; S) za vsak T < U < S.Teorija likvidnih preferenc temelji na dejstvu, da ima investitor raje kratkoro�cnekot dolgoro�cne nalo�zbe, kar z drugimi besedami pomeni, da ne �zeli vezati kapi-tala za dalj�se obdobje. V posebnem lahko manj�si investitorji dobijo kazen, kerso pred�casno prodali dolgoro�cne nalo�zbe. V praksi trg vodijo veliki investitorji.Nadalje obstaja �se zelo likviden trg obveznic poljubnih zapadlosti.Za omenjeno teorijo obstaja bolj�sa razlaga, �ceprav ni povezana z njenim imenom.Cene obveznic z dalj�sim dospetjem so bolj nestanovitne kot cene obveznic s kraj�simdospetjem. Tako bodo investitorji vlagali v bolj nestanovitne vrednostne papirjesamo, �ce bodo pri�cakovali vi�sje donose, za kar bodo pla�cali dodatno premijo zatveganje.Teorija segmentacije trga temelji na ideji, da ima vsak investitor v mislih dolo�ceno�stevilo obveznic razli�cnih dospetij, ki ustrezajo njegovim potrebam. Tako imarecimo zavarovalnica ve�cjo potrebo po dolgoro�cnih obveznicah, da z njimi za�s�citiobveznosti iz zavarovalnih pogodb. Po drugi strani bankam ustrezajo kratkoro�cneobveznice, ki ustrezajo potrebam strank.Tako razli�cne skupine investitorjev reagirajo v razli�cne smeri. Osnovna oblikateorije segmentacije trga temelji na dejstvu, da ne obstaja poseben razlog, dabi obstajala vez med razli�cnimi skupinami investitorjev. To pomeni, da se bodocene obveznic z razli�cnimi dospetji spreminjale neodvisno. Bolj realisti�cno je to,da bodo investitorji, ki preferirajo dolo�cene zapadlosti, zamenjali svoje investicije,�ce bodo mnenja, da so obveznice z druga�cnimi dospetji poceni.Teorija o brezarbitra�znem dolo�canju cen povzema vse zgoraj omenjene teorijena bolj natan�cen in matemati�cen na�cin. S tak�snim pristopom lahko terminskeobrestne mere razdelimo na tri dele� pri�cakovano prihodnjo netvegano obrestno mero, rf(t),� prilagoditev za ceno tr�znega tveganja in� prilagoditev, ki odra�za dejstvo, da je E(ex) � eE(x) za vsako slu�cajno spre-menljivko x. 45



Kot primer navedimo Vasi�ckov model (glej poglavje 3.2.2). Za dano r(0) veljaE(r(t)) = �+ (r(0)� �)e��t;pri �cemer lahko krivuljo terminskih obrestnih mer v �casu 0 zapi�semo kot vsototreh komponent omenjenih zgoraj. Torejf(0; T ) = �+ (r(0)� �)e��T � ��(1� e��T )=��12�2�1� e��T� �2;kjer so �, � in � parametri modela in � tr�zna cena tveganja. Oblika obeh dodatkovni �cisto jasna. Prav zato potrebujemo dolo�canje cen brez arbitra�ze, o �cemer bomogovorili v naslednjem razdelku.2.4.4 Dolo�canje cen brez arbitra�zeArbitra�za je mogo�ca, �ce veljata naslednji trditvi(1.) v �casu 0 imamo mo�znost oblikovanja portfelja, ki ima neto vrednost 0(2.) v to�cno dolo�cenem �casu T v prihodnosti nam bo portfelj prinesel dobi�cekDe�nicijo arbitra�ze �se la�zje podamo na primeru stati�cnega portfelja (oziroma sstrategijo kupi in dr�zi). Predpostavimo, da lahko investiramo v n oblik premo-�zenj. Premo�zenje i ima v �casu t ceno Pi(t) za enoto brez dividend ali kuponov.Predpostavimo �se, da imamo v portfelju xi enot premo�zenja i, kar nam da vrednostportfelja v �casu t, V (t) = Pni=1 xiPi(t). De�nicija arbitra�ze pomeni preprostoizpolnjevanje naslednjih ena�cb:V (0) =X xiPi(0) = 0;P(V (T ) � 0) = 1;P(V (T ) > 0) > 0:Okolje brez arbitra�ze je tako de�nirano z dejstvom, da zgoraj omenjene prilo�znostine obstajajo, sicer bi majhni investitorji lahko zaslu�zili neskon�cne koli�cine denarja.Princip brez arbitra�ze ima �se naslednji ekvivalentni obliki� ne moremo oblikovati netveganega portfelja, ki ima donosnost ve�cjo odnetvegane obrestne mere 46



� �ce portfelja A in B zagotavljata enak denarni tok (ki je mogo�ce tudi slu�ca-jen), potem imata enako sedanjo vrednost (zakon ene cene)
3 MODELI OBRESTNIH MERHans U. Gerber je v svojem delu Matematika �zivljenjskih zavarovanj zapisal (Ger-ber, 1979, str. 67,68): Obrestne mere v prihodnosti nam seveda niso poznane. Zatose zdi smiselno, da se vpra�samo zakaj prihodnjih obrestnih mer ne modeliramo sstohasti�cnim procesom. Dva razloga nas odvra�cata od takega modela:� Pri �zivljenjskem zavarovanju nas posebej zanima dolgoro�cen razvoj obrestnemere. Ravno za ta primer pa ne obstaja noben zanesljiv stohasti�cen model.� Razumljivo je privzeti, da so prihodnja �zivljenjska pri�cakovanja razli�cnihoseb neodvisne slu�cajne spremenljivke. Pri predpostavki, da je obrestna mera�ksna, postanejo izgube zavarovatelja za razli�cne police neodvisne slu�cajnespremenljivke. Porazdelitev za skupno izgubo lahko potem dobimo enostavnos konvolucijo. V posebnem primeru je varianca skupne izgube vsota individ-ualnih varianc, kar nam omogo�ca aproksimacijo z normalno porazdelitvijo.�Ce bi predpostavili stohasti�cne obresti, bi izgubili neodvisnost med policami,saj so zavezane isti letni obrestni meri.Zgornje trditve so primerne za �cas, v katerem so bile zapisane, ter za konservativneinstitucije, kar zavarovalnice zagotovo so. Dejstvo je, da je razvoj �nan�cne matem-atike postregel s kopico stohasti�cnih modelov za obresti, od katerih jih bomonekaj predstavili v tretjem poglavju. Po drugi strani je jasno, da gibanje kapital-skih trgov neposredno vpliva na obrestno mero, ki je uporabljena pri vrednotenjuzavarovalni�skih produktov. Tako se je tudi v Sloveniji s 01.03.2005 maksimalnaobrestna mera za vrednotenje dolgoro�cnih obveznosti iz zavarovalnih pogodb, kiv izra�cunu premije in obveznosti upo�stevajo garantirano obrestno mero, zni�zalaiz 3,25% na 2,75%.Za nekatere po�casni ukrep slovenskega zavarovalnega nadzornika, je bil vsekakorutemeljen, saj se je v zadnjem desetletju dalo dosegati zavidljive donose na nalo-�zbeni strani, kljub zakonskim omejitvam, ki veljajo za zavarovalnice. Z gibanjemkapitalskega trga navzdol so tuje zavarovalnice za�cele zni�zevati obrestno mero, kise uporablja pri vrednotenju, kar se je zgodilo mnogo prej kot v Sloveniji. Dodatenrazlog za lanski ukrep nadzornika je tudi v majhni korelaciji na�sega kapitalskegatrga s tujimi trgi. 47



V nadaljevanju bomo predstavili pomembnej�se modele obrestni mer, s pomo�cjokaterih bomo v zadnjem poglavju simulirali vrednotenje �zivljenjskih zavarovanj.V tem poglavju bomo uporabljali teorijo stohasti�cnih diferencialnih ena�cb, Itôveprocese, martingale ter ekvivalenco mere. Z zadnjim se cene posameznih �nan�cnihinstrumentov zapi�sejo apriori pod netveganim okoljem. Ve�c o omenjenem bralecnajde v �ksendal, 2003, str. 21-72, Brigo, 2001, str. 469-484 in Jacod, 2000, str.207-213, 239-241.3.1 Delitev modelovModele obrestnih mer lahko v splo�snem razdelimo na dve skupini in sicer naravnote�zne modele in modele za kratkoro�cne obrestne mere ter na modele brezarbitra�ze.Ravnote�zni modeli so zgrajeni na predpostavkah o delovanju ekonomskega okolja.Upo�stevajo se investitorjeva nagnjenja k tveganju in te�zijo k ravnote�zju medponudbo obveznic in drugih vrednostnih papirjev ter povpra�sevanjem investitor-jev. Tako se v tem kontekstu raziskuje vpliv ekonomskega okolja na krivuljoobrestnih mer. Pri enofaktorskih modelih to preprosto pomeni konstrukcijo pre-prostega stohasti�cnega modela, ki opisuje razvoj netvegane obrestne mere. To senaredi na na�cin, da zajamemo bistvene karakteristike vpliva �sir�sega ekonomskegaokolja na obrestne mere. Potem s pomo�cjo osnovnega izreka dobimo teoreti�cnoceno obveznic. S tak�snim pristopom se teoreti�cne cene razvijajo pod predpostavkoo okolju brez arbitra�ze.Pogosto se modeli za kratkoro�cne obrestne mere obravnavajo kot ravnote�zni mod-eli. V praksi je te�zko dokazati, da ima model za kratkoro�cno obrestno meroizpeljavo iz ravnote�znega modela.Modeli brez arbitra�ze kot za�cetno to�cko uporabljajo krivuljo terminskih obrestnihmer v trenutnem �casu. Tako je krivulja obrestnih mer, ki velja v trenutku izra�cuna,osnova za izra�cun parametrov modela. Prihodnje cene �nan�cnih instrumentov (kijih modeliramo) se tako razvijajo konsistentno z za�cetno krivuljo obrestnih mer,ki je brez arbitra�ze. Tak�sni modeli se uporabljajo za dolo�canje cen predvsemkratkoro�cnih izvedenih �nan�cnih instrumentov.�Ce bi z ravnote�znimi modeli dolo�cali ceno izvedenim �nan�cnim instrumentom,bi se za�cetna 1% napaka pri teoreti�cni ceni obveznice na koncu poznala npr. kot10% napaka v ceni izvedenega �nan�cnega instrumenta, ki temelji na obveznici. Podrugi strani pa na dolgi rok noben model brez arbitra�ze ne more zajeti dinamikerf(t). 48



3.2 Binomski modeli3.2.1 Model brez arbitra�zeObravnavajmo preprost binomski model za dinamiko cen obveznic. Naj bo P (t; T )cena brezkuponske obveznice v �casu t, ki dospe v pla�cilo v �casu T za t = 1; 2; 3 : : :in T = t; t + 1 : : : .O�citno velja P (t; t) = 1 za vse t. V �casu 0 de�nirajmo mno�zico cen P (0; T ) zaT = 1; 2; : : : ; t1, pri �cemer je lahko t1 enak neskon�cno.Za poljuben celo�stevilski t je netvegana obrestna mera med t in t + 1 de�niranakot rf(t + s) = � lnP (t; t+ 1); za 0 � s < 1;kar z drugimi besedami pomeni, da je enoletna brezkuponska obveznica enakanetveganemu premo�zenju. Na tem mestu vpeljimo �se denarni ra�cun B(t), zakaterega velja naslednja dinamikaB(t+ 1) = B(t)P (t; t+ 1)= ePts=0 rf (s)Torej denarni ra�cun raste v povezavi z donosom enoletne brezkuponske obvezniceP (t; t + 1). Ker je P (t; t + 1) znana v �casu t, je tudi stanje na ra�cunu B(t + 1)znano v �casu t.Na tem mestu si zastavimo vpra�sanje: ali je mo�zno razviti stohasti�cen model zadinamiko omenjenih obveznic, ki bo brez arbitra�ze?.V primeru deterministi�cnih obresti je to trivialen primer. Za za�cetek de�ni-rajmo terminsko obrestno mero F (0; T; T + 1) = ln P (0;T )P (0;T+1) za T = 0; 1; 2 : : : .Nadalje de�nirajmo trenutno netvegano obrestno mero, rf(t), ki je kar ekviva-lentna F (0; T; T + 1) za T � t < T + 1. De�nirajmo �seP (t; T ) = e�PT�1s=t F (0;s;s+1)= P (0; T )P (0; t) :Z izpeljano strukturo cene vseh obveznic rastejo po netvegani obrestni meri inmodel je brez arbitra�ze (Cairns, 2004, str. 29).49



3.2.2 Ho in Lee-jev model brez arbitra�zePredpostavimo, da v �casu 1 vse cene nara�s�cajo ali padajo v odvisnosti od netve-ganega donosa na denar, torej za T � 1 veljaP (1; T ) = ( u(0; T )P (0;T )P (0;1) za dvig;d(0; T )P (0;T )P (0;1) za padec;pri �cemer se T v funkcijah u(0; T ) in d(0; T ) navezuje na preostali �cas do dospetjabrezkuponskih obveznic na za�cetku �casovnega intervala. V primeru, ko veljau(0; s) = d(0; s) = 1 za vse s, so vse cene v �casu 1 deterministi�cne.Omenjena koraka lahko naredimo v poljubnem �casu v prihodnosti. Tako za danoP (�; T ), � > 1, veljaP (t+ 1; T ) = ( u(t; T � t) P (t;T )P (t;t+1) za dvig;d(t; T � t) P (t;T )P (t;t+1) za padec:Potreben pogoj je zveznost funkcij u(t; s) in d(t; s) v �casu t. Po konvenciji pred-postavljamo, da velja u(t; s) � d(t; s) za vse t in s. Teoreti�cno je mo�zno, dasta funkciji u(t; s) in d(t; s) odvisni od zgodovine procesa do �casa t. Mi bomo vnadaljevanju predpostavljali, da ne obstaja odvisnost cen do �casa t, zato bomouporabljali oznake u(s) in d(s) za vse s � 1. Veljati mora u(1) = d(1) = 1, karzagotavlja P (t; t) = 1 za vse t.Izrek 3.1 (Cairns, 2004, str. 30). Predpostavimo, da se vse cene spremenijomed �casom 0 in 1.(i) Predpostavimo, da je model brez arbitra�ze. Veljau(T ) > 1 > d(T ) > 0; za vse T � 2:(ii) Predpostavimo, da je model brez arbitra�ze. De�nirajmoq(T ) = 1� d(T )u(T )� d(T ) ; za vse T � 2:Potem q(T ) za T � 2 de�nira ekvivalentno martingalsko mero Q, tako davelja PQ("dvig")=q in PQ("padec") =1� q.50



(iii) Predpostavimo, da obstaja ekvivalentna martingalska mera Q, torej tak q,0 < q < 1, da velja EQ(P (1; T )=B((1)) = P (0; T )=B(0) za vse T . Potem vbinomskem modelu ne obstaja mo�znost arbitra�ze v �casovnem intervalu od 0do 1.Dokaz. Glej Cairns, 2004, str. 31,32. �3.2.3 Modeli za netvegano obrestno meroV prej�snjih razdelkih smo de�nirali preprosto binomsko okolje, ki zadostuje zade�nicijo modelov z dolo�cenimi lastnostmi, ki so uporabne predvsem iz ra�cunskegavidika. Pri teh modeli cene v �casu 0 tvorijo vhodni podatek in s tem dobimomodele, ki so pogosto �casovno nehomogeni (to pomeni, da je kljub temu, daje netvegana obrestna mera enaka v dveh �casovnih to�ckah, struktura cen lahkorazli�cna).V dolo�cenih okoli�s�cinah je za�zeleno imeti �casovno homogene modele, kar najboljedose�zemo s �casovno homogenim markovskim modelom za netvegano obrestnomero pod ekvivalentno martingalsko mero Q.Ena od mo�znih poti do omenjenega modela je, da predpostavimo, da netveganaobrestna mera zavzame vrednosti v diskretnem prostoru stanj R v kombinaciji zmno�zico verjetnosti prehodov, ki dolo�cajo kako se rf(t) spreminja. �Ce �zelimo, damodel tvori popoln trg, potem lahko rf(t) zavzame samo eno vrednost (od dveh)na enem �casovnem koraku.Predpostavimo naslednji binomski model za rf (t). Naj bo rf(t) 2 A, pri �cemer jeA = f: : : ; r�1; r0; r1; : : :g in pod mero P veljaPP (rf(t+ 1) = ri�1 ali ri+1 j rf(t) = ri) = 1 za vse t; iPredpostavimo, da za vse t veljaP (t; t+ 2; ri) := P (t; t+ 2)= e�ri(qi e�ri+1 + (1� qi) e�ri�1);za dolo�ceno mno�zico konstant qi, 0 < qi < 1, i 2 Z. Sledi naslednji izrek.51



Izrek 3.2 (Cairns, 2004, str. 38). Za vse T = t+ 1; t+ 2; : : : veljaP (t; T ) = EQ(e�PT�1s=t rf (s)jrf(t))= P (t; t+ 1) EQ(P (t+ 1; T )j(rf(t)); (3.1)pri �cemer je PQ(rf(t + 1) = ri+1jrf(t) = ri) = qiin PQ(rf (t+ 1) = ri�1jrf(t) = ri) = 1� qi:Dokaz. Glej Cairns, 2004, str. 38,39. �Najla�zji primer zgoraj de�nirane konstrukcije je slu�cajni sprehod za rf(t). Prostorstanj je R = frf(0) + �n : n 2 Zg, pri �cemer je � velikost koraka.Pri �casovni homogenosti pod mero Q predpostavljamo, da so netvegane verjet-nosti, da bo rf (t) narasla ali padla (q, 1� q), konstantne skozi �cas.V tem modelu so martingalske verjetnosti (verjetnosti pod mero Q) konstantne.Po (3.1) je netvegana verjetnost q dolo�cena preprosto s ceno brezkuponske ob-veznice v �casu 0, ki dospe v �casu 2. Iz ena�cbe iz izreka tako dobimoP (0; 2) = P (0; 1) EQ(P (1; 2)jrf(0))= e�rf (0)(q e�(rf (0)+�) + (1� q) e�(rf (0)��))) q = e�(rf (0)��) � P (0; 2) erf (0)e�(rf (0)��) � e�(rf (0)+�)Opazimo lahko, da je q tudi netvegana verjetnost, da bodo cene padle glede nanetvegan denarni ra�cun.Tako lahko v splo�snem izra�cunamo cene brezkuponskih obveznic rekurzivno oddneva dospetja obveznice. Oznako P (t; T ) raz�sirimo na P (t; T; x), pri �cemer je x�stevilo korakov navzdol v ceni obveznice od �casa 0 do �casa t. Sledijo naslednjikoraki: 52



1. Za vsako stanje (t; x) naj bo rf (t; x) netvegana obrestna mera za periodood t do t + 1 pri danih x korakih navzdol. Za vse t � 0 velja P (t; t + 1) =P (t; t+ 1; x) = e�rf (t;x)2. Za dano ceno P (0; 2; 0) izra�cunamoq = e�(rf (0;0)��) � P (0; 2; 0) erf (0;0)e�(rf (0;0)��) � e�(rf (0;0)+�)3. Za T = 2; 3; ::(a) De�niramo P (T; T; x) = 1 za vsak x = 0; 1; : : : ; T in P (T � 1; T; x) =e�rf (t;x) za vse x = 0; 1; : : : ; T � 1.(b) Predpostavimo, da poznamo mno�zico cen P (s; T; x) za vse 0 � x � sin s = t; t+ 1; : : : ; T . Potem za cene v �casu t� 1 veljaP (t� 1; T; x) = P (t� 1; t; x) EQ(P (t; T )jrf(t� 1) = rf (t� 1; x))= e�rf (t�1;x)(q P (t; T; x+ 1) + (1� q) P (t; T; x))(c) Ponavljamo korak (b) do t = 0.
3.3 Modeli obrestnih mer v zveznem �casuV tem poglavju bomo predstavili modele obrestnih mer v zveznem �casu v povezavis ceno brezkuponske obveznice. Pri izpeljavi rezultatov bomo uporabili bivari-atno Laplaceovo transformacijo, ki nam bo omogo�cila zapis cene brezkuponskeobveznice oblike P (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t) za dolo�ceni funkciji A in B.3.3.1 Enofaktorski modeli za netvegano obrestno meroV nadaljevanju bomo obravnavali enofaktorske modele za obrestne mere v zve-znem �casu. Osredoto�cili se bomo na dolo�citev cen obveznic pri danem enofak-torskem modelu za netvegano obrestno mero rf(t). Predpostavili bomo, da jerf(t) Itôv proces dan s stohasti�cno diferencialno ena�cbodrf(t) = a � dt+ b � dW (t);53



pri �cemer je W (t) standardno Brownovo gibanje pod naravno mero P , a in b stadolo�cena F -merljiva procesa in Ft = �(W (s) : s � t) je �-algebra, generirana zzgodovino procesa W (s) do �casa t.Za enofaktorske modele bomo predpostavili, da je a = a(rf(t)) in b = b(rf(t)),tako da je rf(t) homogen markovski proces.V spodnji tabeli je predstavljenih nekaj �casovno homogenih modelov.Tabela 3.1 Enofaktorski, �casovno homogeni modeli za rf(t)Model a(r) b(r)Merton(1973) � �Dothan (1978) �r �rVasi�cek (1977) �(�� r) �Cox-Ingersol-Ross (1985) �(�� r) �prPearson-Sun (1994) �(�� r) �pr � �Brennan-Schwartz (1979) �(�� r) �rBlack-Karasinski (1991) � r �  r ln r �rVir: Cairns, 2004, str. 54Obstajajo tri osnovne zna�cilnosti, ki so za�zelene a ne bistvene za razvoj modelov.� Obrestne mere naj bi bile pozitivne. �Ce model ne dovoli, da obrestne merepostanejo negativne, potem se pa�c upo�steva, da ne obstaja mo�znost le�zanjadenarja pod �zimnico, torej se na denar pripisujejo obresti.� rf (t) naj bi bil avtoregresiven proces, torej predpostavljamo, da rf(t) nemore zavzeti vrednosti plus ali minus neskon�cnost ali ni�c, ampak bo pro-ces sledil dolgoro�cnemu cilju. Avtoregresivnost je lastnost, iz katere naj bigradili model, saj je po sami de�niciji avtoregresivnosti prihodnost odvisnaod dolo�cenih preteklih podatkov.� Dobili naj bi preproste formule za cene obveznic in za cene nekaterih izve-denih �nan�cnih instrumentov. V nasprotju s prvima karakteristikama, jezadnja bolj ra�cunskega pomena kot pa ekonomskega.Seveda moramo imeti v mislih, da obstoj elegantne formule ne dokazuje pomem-bnosti modela. Zmeraj moramo biti zmo�zni dokazati, da model da dobro aproksi-macijo opazovanih realnih podatkov in da je primeren za prakti�cno uporabo. Vsimodeli so pribli�zki realnosti, vendar so nekateri bolj�si, nekateri pa slab�si.Ostale karakteristike, ki naj bi jih imeli modeli, so:� Ali se cene obveznic in izvedenih �nan�cnih instrumentov izra�cunavajo direk-tno in preprosto? To nekako odra�za zahtevo, da naj bi bile cene podane zanaliti�cno formulo. 54



� Model mora biti eksibilen v smislu raz�siritve oziroma dopolnitve, �ce se natrgu pojavi dolo�cen vrednostni papir, ki ga model ni zajel.� Ali model vsebuje dinamiko, ki je realna? Npr. ali popisuje lastnosti/dogod-ke, ki so se zgodili v preteklosti? Ali de�nira dovolj krivulj obrestnih merza sedanjost in prihodnost, ki so konsistentne s preteklostjo?� Ali model statisti�cno ustreza zgodovinskim podatkom?� �Ce je v modelu obrestna mera pozitivna, ali lahko terminske obrestne merein trenutna obrestna mera zavzamejo vrednosti poljubno blizu 0?� Ali ima model ravnote�zni razvoj? Ravnote�zni model povzema karakteristikecelotnega trga skupaj z investitorji in njihovimi razli�cnimi nagnjenji k tve-ganju. Gibanje cen obveznic je odvisno od tipa investitorjev. Preprostostin eleganca ravnote�znih modelov zbledi ob dejstvu, da v vsaki �casovni to�ckiteoreti�cne cene odstopajo od realnih cen. Modeli brez arbitra�ze se ognejoomenjenemu problemu tako, da privzamejo za�cetne opazovane cene kot delvhodnih podatkov, izgubijo pa lastnost �casovne homogenosti.Enofaktorski modeli v splo�snem ne zadostijo ve�cini omenjenih kriterijev zaradiodvisnosti od enega faktorja (ponavadi netvegane obrestne mere), ki povzro�ca ne-eksibilnost in nerealnost modela. Zaradi tega se uporabljajo modeli, ki vsebujejove�c kot en faktor.3.3.2 Vasi�ckov modelVasi�cek je leta 1977 predlagal model za netvegano obrestno mero rf(t), ki slonina stohasti�cni diferencialni ena�cbidrf(t) = �(�� rf(t)) dt+ �d ~W (t); (3.2)pri �cemer je ~W (t) Brownovo gibanje pod martingalsko mero Q in so �, � ter �strogo pozitivne konstante. Sam proces je zelo znan strokovnjakom s podro�cjastohasti�cnih diferencialnih ena�cb in sicer gre za a�no transformacijo Ornstein-Uhlenbeckovega procesa. V modelu:� � predstavlja netvegano, dolgoro�cno, povpre�cno obrestno mero,� � predstavlja sorazmernostni faktor, ki vle�ce �clen (� � rf(t)) proti dol-goro�cnemu povpre�cju,� � predstavlja lokalno nestanovitnost kratkoro�cnih obrestnih mer.55



V nadaljevanju bomo predstavili izreke, s pomo�cjo katerih bomo zapisali cenebrezkuponskih obveznic pri dolo�cenem modelu obrestne mere. Izpeljane formulebomo uporabili v �cetrtem poglavju, ko bomo vrednotili �zivljenjska zavarovanja,saj je (zelo poenostavljeno) cena �zivljenjskega zavarovanja v bistvu kar cenabrezkuponske obveznice pomno�zena z dolo�ceno verjetnostjo. Pri tem bomo upora-bili tudi oznako B, ki pa bo v danih izrekih predstavljala funkcijo v zapisu bivari-atne Laplaceove transformacije in ne denarnega ra�cuna.Izrek 3.3 (Cairns, 2004, str. 65). Cena brezkuponske obveznice je podana zP (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t); (3.3)pri �cemer jeB(t; T ) = e��(T�t)� ;A(t; T ) = (B(t; T )� (T � t))(�� �22�2 )� �24�B(t; T )2:Dokaz. V dokazu bomo uporabili naslednji delni rezultat (Cairns, 2004, str. 249,250). Bivariatna Laplaceova transformacija za R Tt rf(s)ds in rf(T ) pri dani rf(t)je PL(t; T; r; �; !) = EQ[e�� R Tt rf (s)ds�!rf (T )jrf(t) = r]= eA(t;T;�;!)�B(t;T;�;!)r;pri �cemer je
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B(t; T; �; !) = �B1(t; T ) + !B2(t; T );B1(t; T ) = 1� e���� ;B2(t; T ) = e��� ;� = T � t;A(t; T; �; !) = ��A1(t; T )� !A2(t; T ) ++12�2C11(t; T ) + �!C12(t; T ) + 12!2C22(t; T );A1(t; T ) = �(� � 1� e���� );A2(t; T ) = �(1� e��� );C11 = �22�3 (2�� � 3 + 4e��� � e�2�� );C12 = �22�2 (1� e��� )2;C22 = �22�(1� e�2�� ):Cena brezkuponske obveznice v �casu t, ki dospe v �casu T pri dani rf(t) = r jeenaka P (t; T; r) = EQ[eR Tt rf (s)dsjrf (t)=r] = PL(t; T; r; 1; 0)= eA(t;T;1;0)�B(t;T;1;0)r;pri �cemer jeB(t; T; 1; 0) = B1(t; T ) = 1� e��(T�t)�A(t; T; 1; 0) = �A1(t; T ) + 12C11(t; T )= ��(T � t� 1� e��(T�t)� )+ �24�3 (2�(T � t)� 3 + 4e��(T�t) � e�2�(T�t))= (B(t; T )� (T � t))(�� �22�2 )� �24�B(t; T )2 �57



3.3.3 Cox-Ingersoll-Ross modelVasi�ckov model ima splo�sno pomanjkljivost: netvegana obrestna mera lahko za-vzame negativne vrednosti. Iz prakse lahko zavzamemo stali�s�ce, da so verjetnosti,da rf(t) postane negativna, majhne (ali zaradi kratkega �casovnega horizonta alizaradi majhne nestanovitnost rf(t)). Tako bi dodaten pogoj nenegativnosti imelzelo majhen u�cinek na sam model. Kljub temu pa pri dolo�cenih pogojih in re-alnih vrednostih parametrov so mno�zice verjetnosti negativnih vrednosti za rf(t)(statisti�cno) zna�cilne. Dodaten empiri�cni dokaz, ki nasprotuje predpostavki, da jenestanovitnost rf(t) konstantna (v resnici je nara�s�cajo�ca funkcija rf(t)), postaviVasi�ckov model �se bolj pod vpra�saj.Prvi model za netvegano obrestno mero rf(t), ki predpostavlja pozitivnost rf(t),so predlagali Cox, Ingersoll in Ross (CIR model)drf(t) = �(�� rf(t)) � dt+ �qrf(t) � d ~W (t); (3.4)pri �cemer so �, �, � > 0 in ~W (t) je standardno Brownovo gibanje pod martingalskomero Q.Izrek 3.4 (Cairns, 2004, str. 67).a.) Bivariatna Laplaceova transformacija je oblikePL(t; T; r; �; !) = eA(t;T;�;!)�B(t;T;�;!)r;pri �cemer so koe�cientiA(t; T; �; !) = 2���2 ln� 2(�)e((�)+�)(T�t)=2(�2! + (�) + �)(e(�)(T�t) � 1) + 2(�)�;(�) = p�2 + 2�2�;B(t; T; �; !) = !(2(�) + ((�)� �)(e(�)(T�t) � 1)) + 2�(e(�)(T�t) � 1)(�2! + (�) + �)(e(�)(T�t) � 1) + 2(�) :b.) Za � = 1 in ! = 0 dobimoP (t; T; r) = e �A(T�t)� �B(T�t)r;pri �cemer so 58



�A(�) = 2���2 ln� 2e(+�)�=2( + �)(e� � 1) + 2�; = p�2 + 2�2;�B(�) = 2(e� � 1)( + �)(e� � 1) + 2 :Dokaz. Glej Cairns, 2004, str. 253-263. �Pokazali smo, da so cene brezkuponskih obveznic pri Vasi�ckovemu in CIR modeluoblike P (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t) za dolo�ceni funkciji A in B. V nadaljevanju selahko vpra�samo ali obstajajo �se kak�sni modeli, ki so de�nirani s podobno a�noformo za P (t; T ).Zapi�simo splo�sno stohasti�cno diferencialno ena�cbo za rf(t)drf(t) = m(t; rf (t)) � dt+ s(t; rf(t)) � d ~W (t); (3.5)pri �cemer je ~W (t) Brownovo gibanje pod martingalsko mero Q. Predpostavimo,da je cena brezkuponske obveznice podana z P (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t). Potem zaplikacijo Itôve formule sledidP (t; T ) = P (t; T )��@A@t � @B@t rf(t)� Bm + 12Bs2� dt�Bs d ~W (t)�;(3.6)pri �cemer je m � m(t; rf(t))...Vemo tudi, da pod mero Q veljadP (t; T ) = P (t; T )�rf (t) dt+ S(t; T; rf(t)) d ~W (t)�; (3.7)pri �cemer je S(t; T; rf(t)) nestanovitnost P (t; T ). Zadnja enakost sledi iz zahteve,da morajo vsa tr�zna sredstva imeti pri�cakovano rast pri netvegani obrestni meripod Q. �Ce de�niramog(t; r) = @A@t � @B@t r �Bm(t; r) + 12Bs(t; r)2 � r;sledi g(t; r) = 0 za vse t in r. �Ce odvajamo dvakrat po r, dobimo59



@2g@r2 = �B(t; T )@2m(t; r)@r2 + 12B(t; T )2@2(s(t; r)2)@r2 = 0) �@2m(t; r)@r2 + 12B(t; T )@2(s(t; r)2)@r2 = 0:Ker je B(t; T ) funkcija tako t kot T , zgornja identiteta velja, �ce sta oba �clena@2m(t; r)@r2 = 0 in @2(s(t; r)2)@r2 = 0:Trditev 3.5. Potreben pogoj, da so formule cen brezkuponskih obveznic oblikeP (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t) je, da sta lokalni trend in nestanovitnost oblikem(t; rf (t)) = a(t) + b(t)rf (t) in s(t; rf(t)) =q(t)rf(t) + �(t);pri �cemer so a(t), b(t), (t) in �(t) deterministi�cne funkcije �casa.Za splo�sne, �casovno odvisne a(t), b(t), (t) in �(t) analiti�cne re�sitve za A(t; T )in B(t; T ) obi�cajno niso na voljo. Ko pa so omenjene funkcije konstante, lahkoizpeljemo formule za A in B. V posebnem lo�cimo naslednje primere.Vasi�cek (1977).  = 0, � = �2, b = �� in a = ��, od koder sledi drf(t) =�(�� rf(t))dt+ � d ~W (t). Pokazali smo �ze, da veljaB(t; T ) = (1� e��(T�t))=�A(t; T ) = (B(t; T )� (T � t))(�� �2=2�2)� �24�B(t; T )2: (3.8)Cox, Ingersoll in Ross (1985). � = 0,  = �2, b = �� in a = ��, od kodersledi drf(t) = �(�� rf(t)) + �prf(t) d ~W (t). DobimoA(t; T ) = 2���2 ln� 2e(+�)(T�t)=2( + �)(e(T�t) � 1) + 2�� = p�2 + 2�2B(t; T ) = 2(e(T�t) � 1)( + �)(e(T�t) � 1) + 2 : (3.9)Merton (1973).  = 0, � = �2 in b = 0, od koder sledi drf(t) = adt+ � d ~W (t).Sledi 60



B(t; T ) = T � tA(t; T ) = 16�2(T � t)3 � 12a(T � t)2: (3.10)Pearson in Sun (1994). � = �2,  = ��=�2, b = �� in a = �(�+�), od kodersledi drf(t) = �(�� rf(t))dt+ �prf (t)� � d ~W (t). B(t; T ) ima enako obliko kotpri CIR modelu, A(t; T ) pa nadomestimo z AP (t; T ) = A(t; T )��(T�t)+�B(t; T )(pri obeh � zamenjamo z �� �).3.4 Modeli brez arbitra�zeNa za�cetku poglavja smo predstavili dve glavni skupini modelov obrestni mer:kratkoro�cne modele in modele brez arbitra�ze. Razlog za razvoj modelov brezarbitra�ze je preprost. Kadar uporabimo kratkoro�cne modele obrestnih mer kotnpr. Vasi�ckov ali CIR model, obi�cajno ugotovimo, da se teoreti�cne cene P̂ (t; T ),dobljene z modelom, ne ujemajo z opazovanimi, dejanskimi cenami obveznicPobs(t; T ) na trgu. Razlog lahko ti�ci v parametrih modela, katerih vrednosti sodolo�cene na podlagi zgodovinskih podatkov, kar povzro�ci odstopanje P̂ (t; T ) odPobs(t; T ). Omenjene razlike lahko zmanj�samo tako, da zanemarimo zgodovinskepodatke in model uravnote�zimo s parametri, ki dajo kar najbolj�se ujemanje medP̂ (t; T ) in Pobs(t; T ) - seveda na podatkih do danes. Kljub temu pa je v praksina voljo ve�c obveznic kot pa imamo parametrov. Navedeni postopek je takonezadovoljiv, saj bi model morali prilagajati dnevno (lahko pa �se pogosteje). Podrugi strani naj bi bili parametri modela �ksni, ne pa �casovno odvisni (in s temstohasti�cni), kar pomeni, da sam proces prilagajanja modela kr�si osnovne pred-postavke modela.Tudi pri cenah derivativov pridemo do podobnih razlik med teoreti�cnimi in opa-zovanimi cenami. Razlike lahko odpravimo na dva na�cina. Prvi�c, lahko razvi-jemo ve�cfaktorske, �casovno homogene modele, katerih parametri so prilagojenizgodovinskim podatkom. Naj bo � �ksna mno�zica parametrov in X(t) vektor sto-hasti�cnih spremenljivk stanja. Predpostavimo, da smo � ocenili iz zgodovinskihpodatkov. Model bo potemtakem zadovoljiv, �ce� lahko vedno dobimo dober pribli�zek opazovanih cen obveznic in izvedenih�nan�cnih instrumentov s pomo�cjo rednega (zveznega) prilagajanja X(t),� dobimo kvalitetne teoreti�cne cene brez prilagajanja parametrov � in� je �casovna vrsta prilagojenih vrednosti X(t) konsistentna z dinamiko modelaza X(t). 61



Drugi�c, lahko razvijemo �casovno nehomogene modele brez arbitra�ze, pri katerihso opazovane cene obveznic in izvedenih �nan�cnih instrumentov dolo�cena oblikavhodnih podatkov in tako se P̂ (t; T ) natan�cno ujame z Pobs(t; T ) v �casu pri-lagoditve t.V praksi se pogosteje uporablja drugi na�cin. Razlogi so naslednji:� na likvidnih trgih obveznic in opcij morajo biti vzdr�zevalci trga (marketmakerji) pripravljeni kupovati in prodajati po cenah, ki kotirajo. �Ce modelvzdr�zevalca trga da razli�cne cene od kotirajo�cih (in razli�cne od ostalegatrga), se ustvari prilo�znost za arbitra�zo, kar bo po vsej verjetnosti pomenilodolo�cene negativne posledice za vzdr�zevalca trga,� ko se na trgu (v javnosti) pojavi nova informacija (npr. sprememba kratkoro-�cnih obrestnih mer), vzdr�zevalec trga �zeli oceniti kako bodo ostali udele�zencina trgu popravili cene,� vzdr�zevalci trga se tipi�cno ukvarjajo z dolo�canjem cen in za�s�cito kratkoro�cnihizvedenih �nan�cnih instrumentov. Pri tem se porajajo dvomi o potencial-nih posledicah uporabe prilagojenega modela, ki je nekonsistenten s pred-postavkami modela, kar z drugimi besedami pomeni, da bo kljub rednemuprilaganju parametrov modela pri�slo do dolo�cene napake. Omenjena napakaje pri kratkoro�cnih modelih manj�sa kot pri dolgoro�cnih modelih,� investicijske banke, ki ponujajo izvedene �nan�cne instrumente izven trga,�zelijo dolo�citi cene le teh konsistentno z najbli�zjimi izvedenimi �nan�cnimiinstrumenti, s katerimi se trguje.3.4.1 Markovski modeliObravnavali bomo modele, pri katerih� so cene vhodni podatek in� je pogojna porazdelitev P (s; T )jFt, t < s < T , enaka P (s; T )jX(t), pri�cemer je X(t) kon�cno dimenzionalen Itôv proces. (Tako je dovolj poznativrednost X(t), da bi opisali prihodnjo dinamiko P (s; T ). Vsaka dodatnainformacija o preteklosti ne vpliva na opis dinamike v prihodnosti.)V nadaljevanju bomo de�nirali modela, kjer je X(t) = rf (t).Ho in Leejev modelHo in Lee sta leta 1986 predlagala naslednji model za netvegano obrestno mero62



drf(t) = �(t) � dt+ � � d ~W (t); (3.11)pri �cemer je ~W (t) Brownovo gibanje pod ekvivalentno martingalsko mero Q. Vbistvu gre za bolj splo�sno obliko Mertonovega modela za slu�cajni sprehod, prikaterem je �(t) konstanta.Predpostavimo, da imamo kot vhodni podatek cene P (0; T ), za vse T > 0. Najbo f(0; T ) = � @@T lnP (0; T )za�cetna krivulja terminskih obrestnih mer. �Ce je�(t) = @@T f(0; T ) + �2T;potem lahko poka�zemo, da veljaEQ[e� R T0 rf (t)dtjr(0)] = P (0; T )in P (t; T ) = eA(t;T )�(T�t)rf (t);pri �cemer je A(t; T ) = lnP (0; T )P (0; t) + (T � t)f(0; t)� 12�2t(T � t)2:Opazimo, da ima P (t; T ) a�no obliko kot pri Vasi�ckovem in CIR modelu.Sledi f(t; T ) = � @@T lnP (t; T ) = rf(t) + f(0; T )� f(0; t) + �2t(T � t);63



od koder dobimo re�sitev za rf(t)rf(t) = rf (0) + Z t0 �(s)ds+ � ~W (t)= rf (0) + f(0; t)� f(0; 0) + 12�2t2 + � ~W (t)= f(0; t) + 12�2t2 + � ~W (t): (3.12)Torej f(t; T ) = f(0; t) + 12�2t2 + � ~W (t) + f(0; T )� f(0; t) + �2t(T � t)= f(0; T ) + 12�2t2 � 12�2(T � t)2 + � ~W (t): (3.13)Hull in Whiteov modelHull in White sta leta 1990 predlagala posplo�sitev Vasi�ckovega modela in sicerdrf(t) = �(�(t)� rf (t))dt+ � d ~W (t); (3.14)pri �cemer je ~W (t) Brownovo gibanje pod Q in �(t) predstavlja deterministi�cnofunkcijo �casa. Pogosto je zgoraj zapisan model predstavljen kot drf(t) = (�(t) ��rf(t))dt + � d ~W (t), vendar deterministi�cna funkcija �(t) nima tako direktneinterpretacije kot jo ima �(t).V Vasi�ckovemu modelu je �(t) = � konstanta. Ho in Leejev model je posebenprimer, pri �cemer gre �! 0 in ��(t)! �(t), ko gre �! 0.Predpostavimo, da velja�(t) = 1� @@tf(0; t) + f(0; t) + �22�2 (1� e�2�t)P (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t);pri �cemer jeB(t; T ) = 1� e��(T�t)�A(t; T ) = lnP (0; T )P (0; t) +B(t; T )f(0; t)� �24�3 (1� e��(T�t))2(1� e�2�t):64



Povzamemo lastnosti Ornstein-Uhlenbeckovega procesarf(t) = e��trf(0) + � Z t0 e��(t�s)�(s)ds+ � Z t0 e��(t�s) d ~W (s):Sledi� Z t0 e��(t�s)�(s)ds = f(0; t)� e��trf (0) + �22�2 (1� e��t)2) rf(t) = f(0; t) + �22�2 (1� e��t)2 + � Z t0 e��(t�s) d ~W (s):
3.4.2 Heath-Jarrow-Mortonovo okoljeV nadaljevanju bomo podali splo�sno okolje, znotraj katerega lahko razvijemo dolo-�cene speci��cne modele. Obravnavali bomo obna�sanje modela obrestnih mer v brezarbitra�znem okolju, pri �cemer je za�cetna krivulja terminskih obrestnih mer delvhodnih podatkov.Tako bomo obravnavali neskon�cno mnogo procesov f(t; T ) za 0 � t � T in siceren proces za vsak T 2 R. Kljub temu ni nujno, da so modeli tako kompleksni.Recimo, �ce je model odvisen od treh virov slu�cajnosti, potem obravnavamo primerkot tridimenzionalen, ne pa kot neskon�cno dimenzionalen. Tako je za dano f(t; T ),za vse T , dovolj, da poznamo spremembe krivulje terminskih obrestnih mer naintervalu (t; t + dt] samo za tri datume do dospetja, kar je dovolj, da dolo�cimospremembe za vse ostale zapadlosti.V tem razdelku bomo predstavili enofaktorske modele, v naslednjem pa ve�cfaktor-ske.Vzemimo za�cetno krivuljo terminskih obrestnih mer f(0; t) kot za�cetno to�cko. Za�ksen T je f(t; T ) Itôv proces, ki zado�s�cadf(t; T ) = �(t; T ) � dt+ �(t; T ) � dW (t)ali f(t; T ) = f(0; T ) + Z t0 �(s; T )ds+ Z t0 �(t; T ) dW (s)65



za vsak T > t, pri �cemer sta �(t; T ) in �(t; T ) odvisni od f(t; T ) ali celotne krivuljeterminskih obrestnih mer ali, �se bolj splo�sno, od Ft = �(W (s) : s � t).Pri enofaktorskih modelih de�niramo za vse zapadlosti T Itôve procese, ki soodvisni od istega enodimenzionalnega vira slu�cajnosti W (t). Sledi, da so spre-membe skozi celotno krivuljo terminskih obrestnih mer pozitivno, ampak nelin-earno korelirane.Tehni�cni pogoji:(i) za vse T sta �(t; T ) in �(t; T ) odvisni od zgodovine W (s) do �casa t.(ii) R T0 �2(t; T )dt in R T0 j�(t; T )jdt sta skoraj gotovo kon�cna.(iii) R T0 R u0 j�(t; u)jdt du je kon�cen.(iv) f(0; T ) je deterministi�cna in zado�s�ca R T0 jf(0; u)jdu <1.(v) E[j R u0 �(t; u)dW (u)jdu] <1.Ker je df(t; T ) = �(t; T )dt+ �(t; T )dW (t), sledirf(T ) = limt!T� f(t; T ) = f(0; T ) + Z T0 �(s; T ) dW (s) + Z T0 �(s; T )ds:Pri tem je rf (T ) lahko markovski ali ne, odvisno od oblike �(s; T ).Denarni ra�cun ima vrednost B(t) in zado�s�ca stohasti�cni diferencialni ena�cbidB(t) = rf(t)B(t)dt) B(t) = B(0)eR t0 rf (u)du= B(0)eR t0 f(0;u)du+R t0 R ts �(s;u)du ds+R t0 (R ts �(s;u)du)dW (s):Pri izpeljavi tretjega �clena v eksponentu smo uporabili tehni�cni pogoj (v), pokaterem je dovoljeno zamenjati vrstni red integriranja.Na trgu so cene brezkuponskih obveznic dolo�cene kotP (t; T ) = e� R Tt f(t;u)du= e� R t0 (R Tt �(s;u)du)dW (s)�R Tt f(0;u)du�R t0 R Tt �(s;u)du ds:�Ce de�niramo diskontirane cene premo�zenja kot66



Z(t; T ) = P (t; T )B(t)P (t; T ) = eR t0 S(s;T )dW (s)�R Tt f(0;u)du�R t0 R Ts �(s;u)du ds;pri �cemer je S(s; T ) = � R Ts �(s; u)du, dobimo z uporabo Itôve formuledZ(t; T ) = Z(t; T )[(12S2(t; T )� Z Tt �(t; u)du)dt+ S(t; T )dW (t)]:Ker B(t) nima nestanovitnosti, S(t; T ) interpretiramo kot nestanovitnost P (t; T ).V nadaljevanju bomo diskontirano ceno premo�zenja spremenili v martingal, karlahko storimo s spremembo mere. De�niramo(t) = 12S(t; T )� 1S(t; T ) Z Tt �(t; u)du:Po kriteriju Novikova (Jacod, 2000, str. 239) mora (t) zado�s�cati pogojuEP [e 12 R T0 (t)2dt] <1. Potem obstaja nova mera Q, ki je ekvivalentna P in je~W (t) = W (t) + Z t0 (s)dsBrownovo gibanje pod mero Q. Pod mero Q veljadZ(t; T ) = Z(t; T )S(t; T )d ~W (t):Zato je Z(t; T ) martingal pod Q pod tehni�cnim pogojem, da veljaEQ[e 12 R T0 S2(t;T )dt] < 1:Sledi dP (t; T ) = P (t; T )(rf(t)dt + S(t; T )d ~W (t)): (3.15)S tem smo podali postopek spremembe mere pri dani brezkuponski obveznici, kidospe v �casu T . V nadaljevanju bomo de�nirali povezavo med �(t; T ), �(t; T ) in(t) za vse t in T na osnovi argumenta o brezarbitra�znem okolju.67



Predpostavimo, da imamo izvedeni �nan�cni instrument, ki nam da X v �casu S,S < T . Za varovanje X bomo uporabili strategijo, ki vklju�cuje denarni ra�cun inbrezkuponsko obveznico.Varovanje se v splo�snem dolo�ci z naslednjimi petimi koraki� Poi�s�cemo ekvivalentno mero Q, pod katero je Z(t; T ) martingal.� De�niramo Q-martingal D(t) = EQ[B(S)�1XjFt].� Poi�s�cemo proces �(t), tako da je D(t) = D(0) + R t0 �(s)dZ(s; T ).� De�niramo  (t) = D(t)� �(t)Z(t; T ).� Trgovalna strategija ( (t); �(t)), ki predstavlja �stevilo enot B(t) in P(t,T)je samo�nancirajo�ca in je varovanje za pla�cilo derivativa X v �casu S.V nadaljevanju bomo omenjene korake natan�cneje pregledali. Mero Q smo �zedolo�cili. Naj bo D(t) = EQ[B(S)�1XjFt] za t < s:To je martingal pod Q. Tudi Z(t; T ) je Q-martingal. Tako s pomo�cjo izreka oreprezentativnosti martingalov vemo, da obstaja proces �(t), da veljadD(t) = �(t)dZ(t; T ) ali D(t) = D(0) + Z t0 �(s)dZ(s; T ):Recimo, da imamo trgovalno strategijo, pri kateri imamo �(t) enot brezkuponskeobveznice P (t; T ) v �casu t in  (t) = D(t)��(t)Z(t; T ) enot denarja (B(t)) v �casut.Vrednost tak�snega portfelja v �casu t je enakaV (t) = B(t)D(t) = B(t)EQ[B(S)�1XjFt]:Sledi, da je trenutna sprememba vrednosti portfelja enakadV (t) = d(B(t)D(t))= D(t)dB(t) +B(t)dD(t) + dB(t)dD(t)= rf (t)B(t)D(t) +B(t)�(t)dZ(t; T ) + 0dt:68



Zdaj je dP (t; T ) = d(B(t)Z(t; T )) = rf(t)B(t)Z(t; T )dt + B(t)dZ(t; T ), torej jetrenutni dobi�cek enak (t)dB(t) + �(t)dP (t; T )= (D(t)� �(t)Z(t; T ))B(t)rf(t)dt+ �(t)[rf(t)B(t)Z(t; T )dt+B(t)dZ(t; T )]= rf(t)B(t)D(t)dt+ �(t)B(t)dZ(t; T )= dV (t):Sledi, da je tak�sna investicijska politika samo�nancirajo�ca in je V (t) vrednostizvedenega �nan�cnega instrumenta v �casu t, ki izpla�ca X v �casu S.Recimo, da je v zgornjem primeru X = 1. Torej je izvedeni �nan�cni instrumentkar brezkuponska obveznica, ki zapade v �casu S. Izpeljali smo po�steno ceno zatak�sno obveznico na trgu brez arbitra�ze, kjer jo lahko sestavimo z denarjem inbrezkuponsko obveznico, ki zapade v �casu T . Cena je enakaP (t; S) = B(t)EQ[B(s)�1jFt] = EQ[e� R St rf (u)dujFt]:Diskontirana cena obveznice jeZ(t; S) = P (t; S)B(t) = EQ[B(s)�1jFt];torej je Z(t; S) Q-martingal. To seveda velja za vse obveznice. Sledi, da lahkovse obveznice spremenimo v martingale z uporabo navedene spremembe mere (vsevsebujejo enako ceno ta tveganje na trgu (t)). Tako za vse zapadlosti T velja12S(t; T )� 1S(t; T ) Z Tt �(t; u)du = (t)ali Z Tt �(t; u)du = 12S(t; T )2 � (t)S(t; T ):Z odvajanjem po T dobimo�(t; T ) = �(t; T )((t)� S(t; T ));69



pri �cemer smo upo�stevali @@T S(t; T ) = ��(t; T ):Zdaj se vrnimo k osnovnemu modeludf(t; T ) = �(t; T )dt+ �(t; T )dW (t)= �(t; T )dt+ �(t; T )(d ~W (t)� (t)dt)= ��(t; T )S(t; T )dt+ �(t; T )d ~W (t)in posledi�cnorf(t) = f(0; t)� Z t0 �(s; t)S(s; t)ds+ Z t0 �(s; t)d ~W (s);kar v splo�snem pomeni, da rf(t) ni markovski proces.Povezava med HJM in markovskimi modeliPredpostavimo, da je pri HJM �(s; t) = � za vse s in t, tako da je S(s; t) =�(t� s)�. Dobimo rf (t) = f(0; t) + 12�2t2 + �d ~W (s);kar je forma za rf (t) pri Ho in Leejevem modelu.�Ce predpostavimo, da je �(s; t) = �e��(t�s), velja S(t; s) = ���(1 � e��(t�s)) insledi � Z t0 �(s; t)S(s; t)ds = �2� Z t0 e��(t�s)(1� e��(t�s))ds= �22�(1� e��t)2:Dobimo rf (t) = f(0; t) + �22�2 (1� e��t)2 + � Z t0 e��(t�s)d ~W (s);kar je forma Hull in White-ovega modela.70



3.5 Ve�cfaktorski modeliVe�cfaktorske modele uporabimo, ko imamo ve�c kot en vir slu�cajnosti. Po drugistrani so tak�sni modeli uporabni tudi v primerih, ko �zelimo modelirati bolj kom-pleksne opcije na obrestne mere (ki se nana�sajo na dva ali ve�c slu�cajnih virov),npr. opcija je lahko de�nirana v osnovi kot razlika med enoletno in petletnotrenutno obrestno mero.3.5.1 A�ni modeliDifuzijski model s spremenljivkami stanj X1(t); : : : ; Xn(t) (ali z vektorskim za-pisom X(t) = (X1(t); : : : ; Xn(t))0) je a�n, �ce lahko cene brezkuponskih obvezniczapi�semo v obliki P (t; T ) = eA(t;T )+Pnj=1 Bj(t;T )Xj(t)= eA(t;T )+B(t;T )0X(t); (3.16)pri �cemer je B(t; T ) = (B1(t; T ); : : : ; Bn(t; T ))0:Model je �casovno homogen, �ce so spremenljivke stanj X(t) �casovno homogene insta funkciji A(t; T ) in B(t; T ) odvisne samo od T � t. V nadaljevanju se bomoomejili na �casovno homogene modele.Pri enofaktorskih modelih smo za �casovno homogene modele zahtevali, da �ce modelustreza a�ni formi, mora rf(t) zado�s�cati stohasti�cni diferencialni ena�cbidrf(t) = (a+ brf (t)) � dt+qrf(t) + � � d ~W (t):Za ve�cfakorske modele velja naslednji izrek.Izrek 3.6 (Du�e in Kan 1996). Predpostavimo, da ima P (t; t+�) formo oblikeeA(�)+B(�)0X(t). Potem mora X(t) zado�s�cati stohasti�cni diferencialni ena�cbidX(t) = (�+ �X(t))dt+ SD(X(t))d ~W (t); (3.17)
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pri �cemer je ~W (t) n-dimenzionalno Brownovo gibanje pod Q in � = (�1; : : : ; �n)0je konstantni vektor, � = (�ij)ni;j=1 je konstantna matrika, S = (�ij)ni;j=1 je kon-stantna matrika in D(t) je diagonalna matrika oblike
D(X(t)) = 0BBBBBB@

p01X(t) + �1 0 � � � � � � 00 p02X(t) + �2 0 � � � 0... . . . ...... . . . ...0 � � � � � � 0 p0nX(t) + �n
1CCCCCCA ;

pri �cemer so �1; : : : ; �n konstante in je vsak i = (i1; : : : ; in)0 konstanten vektor.Dokaz. Glej Du�e in Kan, 1996. �Gaussovi ve�cfaktorski modeliGaussovi modeli so v preteklosti vzbudili malo zanimanja, ker dopu�s�cajo mo�znost,da obrestne mere postanejo negativne. Prvo ve�cfaktorsko raz�siritev Vasi�ckovegamodela je naredil Langetieg (1980). Kasneje sta Beaglehole in Tenney (1991)postavila splo�sno teorijo. Vsi Gaussovi modeli so osnovani na naslednjem splo�snemmodelu.Naj bo X(t) = (X1(t); : : : ; Xn(t))0 difuzijski proces s stohasti�cno diferencialnoena�cbo dX(t) = BX(t)dt+Kd ~W (t);pri �cemer sta B in K realni, konstantni, n � n matriki in ~W (t) standardno n-dimenzionalno gibanje pod Q.Netvegana obrestna mera je rf(t) = �+ �0X(t);pri �cemer je � = (�1; : : : ; �n)0 vektor konstant. �Ce so vse �i razli�cne od 0,potem lahko prilagodimo Xi(t) in predpostavimo, da so vse �i = 1 brez �skodeza splo�snost. To ni mogo�ce v primeru, ko so nekatere �i enake 0.S tem ima matrika B spektralno dekompozicijo oblike B = BR�BL, pri �cemer je72



� � = diag(�1; : : : ; �n) diagonalna matrika lastnih vrednosti matrike B. Ne-katere lastne vrednosti so lahko kompleksne. Da bo X(t) stacionaren, torejX(t) d= X(t + h); h > 0, zahtevamo, da so realni deli vseh lastnih vrednostinegativni.� BL in BR sta matriki levih in desnih lastnih vektorjev matrike B.� Stolpci BR so poravnani tako, da velja BRBL = I. Sledi Bk = BR�kBL.Omenjena dekompozicija ni enoli�cno dolo�cena, vendar bomo z njeno uporabo za-pisali ceno brezkuponske obveznice.De�niramo Y (t) = e��tBLX(t);pri �cemer za vsako realno matriko A velja eA = I +P1k=0Ak. Aplikacija Itôveformule da dY (t) = e��tBLKd ~W (t):Zato Y (t) = Y (0) + Z t0 e��uBLKd ~W (u)) X(t) = BRe�tBLX(0) +BRe�t Z t0 e��uBLKd ~W (u)= eBtX(0) + Z t0 eB(t�u)d ~W (u): (3.18)Prej�snji pogoj, da morajo biti realni deli lastnih vrednosti matrike B negativni,nam zagotavlja, da gresta e�t in eBt proti 0, ko gre T proti neskon�cno. Zdaj najbo R(t) = R T0 rf (t)dt = �T + R T0 �0X(t)dt. Ta je normalno porazdeljen zEQ[R(T )] = �T + �0BR��1(e�T � I)BLX(0)in 73



VarQ[R(T )] = Z T0 �0BR��1(e�T � I)BLKK 0B0L(e�T � I)��1B0R�dt:Sledi P (0; T ) = EQ[e�R(T )jX(0)]= e�EQ[�R(T )jX(0)]+ 12VarQ[R(T )jX(0)]:Primer (Beaglehole in Tenney 1991). Pi�simo rf(t) = (X1(t)+�1)+(X2(t)+�2), pri �cemer je (X1(t)+�1) trenutna inacija cen in (X2(t)+�2) trenutna realnaobrestna mera zdX1(t) = ��1X2(t)dt+ �11d ~W1(t);dX2(t) = ��2X1(1)dt+ �21d ~W1(t) + �22d ~W2(t):Posplo�seni CIR modeli�Ce privzamemo obliko iz izreka 3.6 velja �i = 0 za vse i. Du�e (1996) je opisalprimer, ko so X1(t); : : : ; Xn(t) neodvisni, enofaktorski CIR procesi. Tako je zai = 1; : : : ; n dXi(t) = �i(�i �Xi(t))dt+ �ipXi(t)d ~W1(t);pri �cemer so ~W1(t); : : : ; ~Wn(t) neodvisna, enako porazdeljena, standardna Bro-wnova gibanja pod mero Q. Netvegana obrestna mera je de�nirana kotrf(t) = nXi=1 Xi(t):Zdaj so Xi(t) neodvisni, torej veljaP (t; T ) = EQ[e� R Tt rf (u)dujFt]= EQ[e� R Tt Pni=1Xi(u)dujFt]= nYi=1 EQ[e� R Tt Xi(u)dujFt]= ePni=1 Ai(T�t)�Pni=1 Bi(T�t)Xi(t); (3.19)74



pri �cemer je Ai(�) = 2�i�i�2i ln� 2ie(i+�i)�=2(i+�i)(ei��1)+2i�Bi(�) = 2(ei��1)(i+�i)(ei��1)+2i i =p�2i + 2�2i�Ce za vsak i = 1; : : : ; n zagotovimo, da 2�i�i=�2i > 1, sledi, da je verjetnost, dapoljuben Xi(t) dose�ze vrednost 0, enaka 0.Variacijo dvofaktorskega CIR modela sta predlagala Longsta� in Schwartz (1992).Vzamemo dYi(t) = �i(t)(�i � Yi(t))dt+pYi(t)d ~Wi(t) za i = 1; 2;pri �cemer sta ~W1(t) in ~W2(t) neodvisna. Za pozitivni konstanti c1 in c2 de�niramorf(t) = c1Y1(t) + c2Y2(t) in drug proces V (t) = c21Y1(t) + c22Y2(t). Sledidrf(t) = c1dY1(t) + c2dY2(t)= �1c1(�1 � Y1(t))dt+ c1pY1(t)d ~W1(t) ++�2c2(�2 � Y2(t))dt+ c2pY2(t)d ~W2(t)= ��1c1�1 + �2c2�2 � (�1c2 � �2c1)r(t) + (�2 � �1)V (t)c2 � c1 �dt++sc1(c2r(t)� V (t))c2 � c� 1 d ~W1(t) +sc2(V (t)� c1r(t))c2 � c� 1 d ~W2(t):V bistvu je model nastavljen tako, da je V (t)dt trenutna varianca od rf(t). �Ce jec1 < c2 velja, da je V (t) omejena v vsakem �casu znotraj (c1rf(t); c2rf(t)).V splo�snem obstajajo �se drugi ve�cfaktorski modeli (konzolni modeli, ve�cfaktorskiHJM, QTSM modeli...), ki pa jih ne bomo obravnavali (glej Cairns, 2004, str.111-118).
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4 UPORABA MODELOV OBRESTNIH MERPRI VREDNOTENJU �ZIVLJENJSKIHZAVAROVANJPri vrednotenju zavarovalni�skih produktov ima pomembno vlogo obrestna mera.Z napovedovanjem obrestne mere se ukvarja kar nekaj institucij. Ena od mo�znostiza napovedovanje obrestne mere so stohasti�cni modeli. V nadaljevanju si bomoogledali vrednotenje �zivljenjskih zavarovanj s pomo�cjo stohasti�cnih modelov (jako-sti) obrestne mere. Vsekakor nas bo zanimalo dodatno tveganje, ki ga s tak�snimna�cinom vrednotenja prevzame zavarovalnica za celotno zavarovalno obdobje. Vtem kontekstu zapi�simo �se misli prof. Gerberja, ki jih je dodal mislim, podanihna za�cetku tretjega poglavja.V praksi je treba pri razvoju zavarovalnega kritja upo�stevati razli�cne scenarije zaizbiro obrestne mere. Prav tako je mo�zno, da se obrestna mera z leti spreminja,kar ne pripelje do matemati�cnih komplikacij, zaplete pa oznake, kar je tudi razlog,da ne bomo ve�c raziskovali v tej smeri (Gerber, 1979, str. 68). Celotni vsebinimisli prof. Gerberja bomo v nadaljevanju dodali nov pogled.4.1 Vasi�ckov model pri vrednotenju zavarovanja zado�zivetjeVasi�ckov model bomo uporabili v naslednjih primerih:� prvi�c bomo predpostavili, da je jakost obrestne mere konstantna znotrajposameznega leta,� v drugem primeru bomo predpostavili, da obrestna mera zvezno sledi modeluV prvem primeru predpostavka konstantne jakosti obrestne mere znotraj posa-meznega leta poenostavi Vasi�ckov model, ki tako preide v diskretno obliko�k+1 � �k = ��(�k � �) + �k (4.1)pri �cemer je � > 0 in so �k neodvisne, normalno porazdeljene slu�cajne spre-menljivke s parametroma � = 0 in � > 0, kjer varianca predstavlja lokalno nes-tanovitnost kratkoro�cnih obrestnih mer. Intuitivno se v Vasi�ckovem modelu jakostobrestne mere �k pribli�zuje �, vendar jo pri tem motijo slu�cajni odmiki. De�nira-jmo �se �0 = 0, kar sicer v splo�snem ne dr�zi, saj je jakost obrestne mere lahko tudi76



negativna (ena izmed slabosti Vasi�ckovega modela), vendar je model pri ustrezniizbiri parametrov vseeno uporaben. Po drugi strani je vseeno s kak�sno vrednostjo�0 za�cnemo, saj se le ta hitro izgubi v razvoju.V primeru zavarovanja za do�zivetje v trajanju n let, pri �cemer je izpla�cilo obdo�zivetju enako 1, je pri�cakovana sedanja vrednost izpla�cila oziroma neto enkratnapremija enaka A 1x:n = E(Z);pri �cemer je Z slu�cajna spremenljivka, ki je enaka sedanji vrednosti izpla�cilaZ = ( 0; Kx < n;vn; Kx � n:pri �cemer je vn = e� R n0 ��d� diskontni faktor. V na�sem primeru diskontni faktorzapi�semo kot vn = e��1 e��2 : : : e��n= e�Pni=1 �i ; (4.2)pri �cemer smo upo�stevali za�cetno predpostavko o konstantnosti jakosti obrestnemere znotraj posameznega leta.Za�cetne jakosti obrestne mere so enake�1 = �0 + �(� � �0) + �0= �� + �0;�2 = �1 + �(� � �1) + �1= �� + �0 + �(� � (�� + �0)) + �1= 2�� � �2� + �0 � ��0 + �1;�3 = �2 + �(� � �2) + �2= 2�� � �2� + �0 � ��0 + �1 + �(� � (2�� � �2� + �0 � ��0 + �1)) + �2= 3�� � 3�2� + �3� + �0 � 2��0 + �2�0 + �1 � ��1 + �2= ��((1� �)2 + (1� �) + 1) + �0(1� �)2 + �1(1� �) + �2:Splo�sni �clen zapi�semo kot 77



�n = n�1Xk=0(1� �)n�1�k (�� + �k): (4.3)Tako slu�cajno spremenljivko Z ob upo�stevanju (4.3) zapi�semo kotZ = ( 1� exp(�Pni=1 Pi�1k=0(1� �)i�1�k (�� + �k)); Kx � n;0; Kx < n (4.4)Neto enkratna premija je enaka matemati�cnemu upanju slu�cajne spremenljivke Z.Pri izra�cunu le tega bomo predpostavili neodvisnost slu�cajne spremenljivke celepreostale �zivljenjske dobe in jakosti obrestne mere, ki sledi stohasti�cnemu modeluin je tako tudi slu�cajna spremenljivka.Ker so �k neodvisne, normalno porazdeljene slu�cajne spremenljivke, je tudi ekspo-nent diskontnega faktorja v (4.4) normalno porazdeljena slu�cajna spremenljivka,saj je linearna kombinacija �k.Sledi A 1x:n = npx � E�exp(� nXi=1 i�1Xk=0(1� �)i�1�k (�� + �k))� (4.5)Za normalno porazdeljeno slu�cajno spremenljivko X s parametroma � in �2 veljaE(eX) = e�+�2=2: (4.6)Za nadaljevanje potrebujemo matemati�cno upanje in varianco eksponenta. Upo-�stevamo E(�k) = 0 in Var(�k) = �,E�� nXi=1 i�1Xk=0(1� �)i�1�k (�� + �k)� == � nXi=1 i�1Xk=0(1� �)i�1�k (�� + E(�k))= ��� nXi=1 i�1Xk=0(1� �)i�1�k= ��� nXi=1 1� (1� �)i�= �� �n� (1� �)1� (1� �)n� � (4.7)78



Var�� nXi=1 i�1Xk=0(1� �)i�1�k (�� + �k)� == nXi=1 i�1Xk=0(1� �)2(i�1�k) Var(�k)= � nXi=1 1� (1� �)2i1� (1� �)2= ��n� (1� �)2 1�(1��)2n1�(1��)2 �1� (1� �)2 (4.8)Neto enkratna premija je tako enakaA 1x:n = npx � E� exp(� nXi=1 i�1Xk=0(1� �)i�1�k (�� + �k))�= npx � exp �� � �n� (1� �)1� (1� �)n� � ++ �2(1� (1� �)2)�n� (1� �)21� (1� �)2n1� (1� �)2 �� (4.9)V drugem primeru, ko predpostavimo, da se obrestna mera spreminja zvezno v�casu in sledi Vasi�ckovemu modelu, bomo uporabili �ze izpeljane rezultate iz tretjegapoglavja (Izrek 3.3.).Pokazali smo, da je cena brezkuponske obveznice podana zP (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )rf (t); (4.10)pri �cemer jeB(t; T ) = e��(T�t)� ;A(t; T ) = (B(t; T )� (T � t))(�� �22�2 )� �24�B(t; T )2:Enkratna neto premija zavarovanja za do�zivetje za obdobje n let je ob pred-postavki neodvisnosti obrestne mere in pri�cakovane �zivljenjske dobe, enaka pro-duktu verjetnosti pre�zivetja x let stare osebe za obdobje n let in ceni brezkuponskeobveznice v �casu 0 in z zapadlostjo po n letih, torej79



A 1x:n = npx � P (0; n)= npx � exp�A(0; n)� B(0; n)r(0)�= npx � exp�(e��n� � n)(�� �22�2 )� �2e�2�n4�3 � e��n� rf(0)� (4.11)
4.2 Markovski modeli pri vrednotenju me�sanegazavarovanjaMe�sano zavarovanje za obdobje n let je vsota zavarovanja za primer do�zivetja vtrajanju n let in za�casnega zavarovanja za primer smrti v trajanju n let. Takopride do izpla�cila v primeru smrti (ob koncu leta, v katerem je zavarovanec umrl)ali v primeru do�zivetja (torej po n letih). Sedanja vrednost izpla�cila je enakaZ = ( vKx+1; Kx < n;vn; Kx � n:Enkratno neto premijo izra�cunamo s pomo�cjo matemati�cnega upanja slu�cajnespremenljivke Z. Seveda moramo upo�stevati, da obrestna mera, ki stoji v ozadjudiskontnega faktorja v, sledi enemu od markovskih modelov, npr. Ho in Lee-jevem.Pri markovskih modelih obrestnih mer smo predpostavili, da so cene brezkupon-skih obveznic vhodni podatek modela in da je pogojna porazdelitev P (s; T )jFt,t < s < T , enaka P (s; T )jX(t), pri �cemer je X(t) kon�cno dimenzionalen Itôvproces, oziroma, za na�s primer X(t) = rf(t).V prej�snjem razdelku smo pri vrednotenju uporabili cene brezkuponskih obveznic.Podobno bomo postopali tudi v tem primeru, vendar ne bomo uporabili cen v�casu 0, temve�c v �casu t. Razlog za tak�sen pristop je v tem, ker smo predpostavili,da so cene P (0; T ) znane in so tako po eni strani vhodni podatek za markovskimodel, po drugi strani pa bi lahko s pomo�cjo teh cen �ze dolo�cili enkratno netopremijo. Tako bomo de�nirali ceno zavarovanja v �casu t za x + t let staro os-ebo. S tem bomo dolo�cili ceno zavarovanja, ki bi bila aktualna recimo ob prenosuportfelja zavarovalnice v portfelj druge zavarovalnice, saj bi morali oceniti vred-nost obstoje�cega portfelja zavarovanj (bolj radikalna ideja, bi bila dolo�citev cenezavarovanja z namenom trgovanja na borzi).S pomo�cjo (3.12) in (3.13) zapi�semo ceno brezkuponske obveznice v �casu t80



P (t; T ) = eA(t;T )�(T�t)rf (t)= elnP (0;T )P (0;t) � 12�2tT (T�t)�(T�t)� ~W (t)Neto enkratno premijo za me�sano zavarovanje, ki pa je v veljavi �ze t let, zapi�semokot Ax:n (t) = vn�t n�tpx+t + n�t�1Xk=0 vk+1 kpx+t qx+t+k= P (t; n) n�tpx+t + n�t�1Xk=0 P (t; t+ k + 1) kpx+t qx+t+k: (4.12)Zgornji izraz de�nira ceno me�sanega zavarovanja v �casu t. Zaklju�cimo z mislijo,da so markovski modeli uporabni pri vrednotenju zavarovanj z omejitvijo, ker pode�niciji modelov nastopajo cene brezkuponskih obveznic kot vhodni parameterin posledi�cno ni smiselno ugotavljati vrednosti zavarovanj v za�cetni to�cki.4.3 Ve�cfaktorski modeliVe�cfaktorski modeli so danes zelo popularno orodje za modeliranje bolj komplek-snih izvedenih �nan�cnih instrumentov. Po de�niciji jih uporabljamo, �ce imamove�c kot en vir slu�cajnosti in tako vsak vir modeliramo lo�ceno.V mno�zico ve�cfaktorskih modelov sodijo tudi posplo�seni CIR modeli, ki so delmno�zice a�nih modelov. S posplo�senimi CIR modeli bomo v nadaljevanju zapisalineto enkratno premijo zavarovanja za do�zivetje v trajanju n let in neto enkratnopremijo me�sanega zavarovanja v trajanju n let.Po izreku 3.6 je cena brezkuponske obveznice P (t; T ) v primeru posplo�senih CIRmodelov enaka P (t; T ) = ePni=1 Ai(T�t)�Pni=1 Bi(T�t)Xi(t);pri �cemer je Ai(�) = 2�i�i�2i ln� 2ie(i+�i)�=2(i+�i)(ei��1)+2i�Bi(�) = 2(ei��1)(i+�i)(ei��1)+2i i =p�2i + 2�2i81



Netvegana obrestna mera je v tem primeru de�nirana kotrf(t) = mXi=1 Xi(t);pri �cemer so Xi(t) neodvisni, enofaktorski CIR procesi. V primeru zavarovanja zado�zivetje v trajanju n let je neto enkratna premija enakaA 1x:n = npx � P (0; n)= npx � exp� mXi=1 Ai(n)� mXi=1 Bi(n)Xi(0)�: (4.13)V primeru me�sanega zavarovanja v trajanju n pa je neto enkratna premija enakaAx:n = vn npx + n�1Xk=0 vk+1 kpx qx+k= P (0; n) npx + n�1Xk=0 P (0; k + 1) kpx qx+k= npx � exp� mXi=1 Ai(n)� mXi=1 Bi(n)Xi(0)�++ n�1Xk=0 exp� mXi=1 Ai(k + 1)� mXi=1 Bi(k + 1)Xi(0)� kpx qx+k: (4.14)
4.4 Rezultati simulacijV tem razdelku bomo podali ugotovitve uporabnosti izpeljanih formul iz razdelkov4.1 in 4.3. Tako bomo za izbrane podatke izra�cunali neto enkratne premije zadolo�cena �zivljenjska zavarovanja.Iz (4.9) sledi, da je neto enkratna premija za zavarovanje za do�zivetje odvisnaod verjetnosti pre�zivetja, ciljne jakosti obrestne mere, zavarovalne dobe, � tervariance �. Odvisnost od zadnjih dveh parametrov je direktna posledica uporabeVasi�ckovega modela za jakost obrestne mere. Privzeli smo, da je � > 0, vendar iz(4.9) sledi, da je smiselni interval opazovanja za � med 0 in 2, pri �cemer v � = 1 in� = 0 dobimo neto enkratno premijo, ki ustreza konstantni jakosti obrestne mereskozi celotno zavarovalno obdobje. Odvisnost cene zavarovanja od parametra82



Slika 1: Cena zavarovanja v odvisnosti od � in pri konstantni jakostiobrestne mere - Vasi�ckov model
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Vir: Lastni izra�cun� je prikazana na sliki 1, pri �cemer smo za ostale parametre privzeli naslednjevrednosti: verjetnost pre�zivetja za trideset let starega mo�skega za obdobje desetihlet po slovenskih tablicah umrljivosti 2000-02 (10p30 = 0; 982834), zavarovalnodobo deset let (n = 10), jakost obrestne mere, izra�cunano iz obrestne mere enake2; 75% (� = 0; 027129) in nestanovitnost jakosti obrestnih mer � = 0; 001. Zaprimerjavo je poleg prikazana �se cena zavarovanja pri konstantni jakosti obrestnemere (� = 0; 027129). Vidimo, da je na dolo�cenem intervalu cena zavarovanjamanj�sa kot pri klasi�cnem na�cinu vrednotenja.Slika 2 prikazuje odvisnost cene zavarovanja od nestanovitnosti jakosti kratkoro-�cnih obrestnih mer, pri �cemer smo za ostale parametre privzeli zgoraj podanevrednosti, le za � smo vzeli 1,5, torej vrednost, kjer je cena zavarovanja pri majh-83



Slika 3: Cena zavarovanja v odvisnosti od � in � - Vasi�ckov model
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Vir: Lastni izra�cunnih vrednostih � manj�sa kot pri klasi�cnem vrednotenju. Dodatna slu�cajna kom-ponenta v ceni zavarovanja (v na�sem primeru stohasti�cna jakost obrestne mere) seseveda odrazi kot dodaten odmik - ali je to pozitiven ali negativen, pa je odvisnood izbire vrednosti parametrov modela. Pri Vasi�ckovemu modelu obrestna meralahko zavzame negativne vrednosti, kar doda novo dimenzijo pri vrednotenju. Vpraksi seveda tak�snih situacij ne �zelimo, zatorej to mo�znost odpravimo z izbirodrugega modela za jakost obrestne mere. Oba zgoraj obravnavana u�cinka stapredstavljena v treh dimenzijah na sliki 3.Slika 4 prikazuje izra�cun VaR pri 95slu�cajna spremenljivka, torej je diskontnifaktor log-normalno porazdeljna slu�cajna spremenljivka. Iz slike se vidi odvisnostVaR od parametra �, pri �cemer smo za ostale parametre privzeli zgoraj omenjenevrednosti. Za primerjavo je prikazan tudi diskontni faktor, ki se uporablja priklasi�cnem na�cinu vrednotenja.V drugem delu razdelka 4.1 smo izpeljali formulo za neto enkratno premijo zazavarovanje za do�zivetje, pri �cemer smo predpostavljali zvezno spreminjanje obre-84



Slika 4: VaR diskontnega faktorja v odvisnosti od � in konstantendiskontni faktor - Vasi�ckov model
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Slika 5: Cena zavarovanja v odvisnosti od za�cetne obrestne mere in prikonstantni obrestni meri - Vasi�ckov model
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Slika 7: Cena zavarovanja v odvisnosti od �1 in �2 - Ve�cfaktorski CIRmodel
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1.5a1Vir: Lastni izra�cunRezultat je prikazan na sliki 6 in sliki 7, ki prikazuje dvodimenzionalno odvisnostcene zavarovanja od izbranih vrednosti parametrov �1 in �2. Pri obeh slikah jeopaziti gibanje cene zavarovanja nad in pod ceno, ki jo dobimo pri klasi�cnemna�cinu vrednotenja, kar je posledica izbire konkretnih vrednosti parametrov.
5 ZAKLJU�CEKPokojninska in �zivljenjska zavarovanja so glavni generator akumulacije kapitala -kar dve tretjini �nan�cnega napajanja kapitalskih trgov v razvitem svetu prihaja izomenjenih zavarovanj. Slovenija tako v razvoju zavarovalni�stva dohiteva razviteevropske dr�zave, kar statisti�cno pomeni pove�cevanje dele�za obra�cunane premijeglede na BDP. Iz omenjenega sledi, da so zavarovalnice pomemben institucionalenigralec na kapitalskem trgu, hkrati pa morajo zagotavljati pla�cilno sposobnostna dolgi rok ter trenutno likvidnost. Oba pola tako predstavljata osnovno oblikozavarovanj, ki so generator prihodkov (ne edini), hkrati pa delujejo v smeri odpraveposledic �skode prizadetemu.Aktuar - oseba, ki re�suje in svetuje pri �nan�cnih problemih - deluje znotraj omen-jenega koncepta. Beseda aktuar izvira iz latinske besede actuarius, ki pomeni pisar87



v �casu, ko pisalnih strojev in ra�cunalnikov �se ni bilo. Pri svojem delu uporabljaraznovrstne modele skozi katere sku�sa �cim bolj realno oceniti slu�cajni tok pri-hodnjih dogodkov. Seveda je pristop ve�cplasten, saj je nujno poznavanje podro�cijmatematike, statistike, ekonomije, �nanc, prava in vodenja. Danes aktuarji delajov zavarovalnicah, svetovalnih podjetjih, dr�zavnih slu�zbah, �nan�cnih institucijah indrugih specializiranih podjetjih. Aktuar je tudi strokovnjak za merjenje in upravl-janje tveganja oziroma za ocenjevanje verjetnosti, da bo v prihodnosti pri�slo donepri�cakovanega razvoja dogodkov. Zgodovinsko so bila tveganja povezana z up-ravljanjem zavarovalnega portfelja, danes so aktuarji vklju�ceni tudi v upravljanjeostalih tveganj (poslovna, �cista tveganja).Ena izmed bistvenih nalog aktuarja je dolo�canje cene zavarovalnim produktom.Tako se ocenjuje dobi�ckonosnost posameznega zavarovalnega produkta (pri temmislimo na klasi�cna �zivljenjska zavarovanja, rentna zavarovanja ali pa dolo�ceneoblike zdravstvenih zavarovanj). Pri vrednotenju se na�celoma uporabljajo enakepredpostavke kot jih uporabljajo pri ocenjevanju obveznosti, da bi s tem zagotovilikonsistentnost.Model pre�zivetja je osnovna to�cka modeliranja v aktuarstvu. Model temelji na dej-stvu, da nam pri�cakovana �zivljenjska doba opazovane osebe ni znana. Z uporabomodela pre�zivetja lahko dolo�cimo vrednost klasi�cnih (�zivljenjskih) zavarovanj.Pri tem se uporablja predpostavka o neodvisnosti obrestne mere in prihodnje�zivljenjske dobe opazovane osebe. Vendar je razvoj �nan�cne matematike postregels kopico modelov, ki se lahko uporabijo kot alternativa klasi�cnemu na�cinu vred-notenja. Pri dolo�cenih modelih se za obrestne mere in posledi�cno diskontne fak-torje uporablja stohasti�cne modele za obrestne mere (jakosti obrestnih mer). Vmagistrskem delu smo teoreti�cno predstavili enofaktorske, ve�cfaktorske modeleter modele brez arbitra�ze. Za dolo�cene oblike klasi�cnih �zivljenjskih zavarovanj indolo�cene oblike stohasti�cnih modelov smo tudi izra�cunali konkretne cene (netoenkratne premije) zavarovanj. Cene smo izra�cunali pri dolo�cenih vrednostih para-metrov, primerjali pa smo jih s cenami, ki bi jih dobili pri klasi�cnem na�cinuvrednotenja. Dobljeni rezultati so pokazali tako pozitiven kot negativen odklonod obi�cajne cene, kar interpretiramo, da slu�cajnost obrestne mere nekaj stane (venem primeru se to nana�sa na zavarovanca, v drugem na zavarovalnico). Cenotega tveganja pa dolo�cajo konkretne vrednosti parametrov posameznega modela,s katerimi dolo�cimo gibanje obrestne mere v prihodnosti. Posledi�cno to gibanjedolo�ca tudi vrednosti diskontnih faktorjev in s tem pri�cakovano neto sedanjo vred-nost denarnega toka oziroma ceno zavarovanja.Pokazali smo, da je razvoj �nan�cne matematike omogo�cil vrednotenje zavarovanj,ki so sicer dolgoro�cni denarni tokovi, z uporabo stohasti�cnih modelov. Tako smo88



nakazali smer prihodnjega razvoja vrednotenja zavarovalnih produktov, ki bo us-merjen tr�zno in bo preko stohasti�cnih modelov sku�sal �cimbolj pribli�zati stanjeoziroma gibanje kapitalskih trgov v ceno posameznega zavarovanja.Izbiro na�cina vrednotenja in posledi�cno izbiro konkretnih modelov za vrednotenjezavarovalnih produktov bodo v prihodnosti dolo�cali lastniki zavarovalnice s svojonaklonjenostjo tveganju, ki bo poleg gibanja kapitalskega trga, zajeta v modelihza vrednotenje. Uprave zavarovalnic bodo �se naprej soo�cene s te�zko nalogo -kako ohraniti ravnovesje med interesi delni�carjev (donos na vlo�zeni kapital) ininteresi zavarovancev (varnost, stabilnost zavarovalnice). Racionalen potro�snikpa bo kljub vsemu dolo�cil pravo smer gibanja trga in s tem tudi cen zavarovanj.
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