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1. UVOD

Veda operacijske raziskave se ukvarja z raziskewanpanaliziranjem ter reSevanjem
vprasanj upravljanja, koordinacije in optimizacgpeocesov v okviru dokenega
podjetja oziroma proizvodne strukture. Pri tem aba znanstvene metode analize
in modeliranja, saj za konkretne proizvodne aliristene procese & teoretine
modele, ki bi te procesgm bolj povzeli oziroma optimirali. Najw&rat se v modelih
uporabljajo matematne ali statistine metode. Med njimi so: linearno programiranje,
teorija iger, teorija odkatev, markovski procesi...

1.1 Opredelitev problema in cil]

Zavarovalniski posel predstavljajo finare obveznosti, ki so pod vplivom gajnih
dogodkov ter pléevanje storitev v naprej. To pripomore k temu,alagvarovalnistvo
kot panoga med prvimi po akumuliranju kapitala, dvsem, ¢e izpostavimo
zivljenjska ter pokojninska zavarovanja. V Sloveng v letu 2003 obr&unana
premija predstavljala 5,3% BDP za leto 2003 (Si&hs zavarovalniski bilten 2004,
str. 6).

Iz omenjenih karakteristik zavarovalniskega pozlajajo tudi tveganja. Govorimo o
financnem tveganju, ki je posledica upravljanja portfei@ozb ter tveganju, ki je
posledica upravljanja portfelja zavarovancev. Zadngganje predstavljajo skjni
odmiki od preakovanih dogodkov in ga lahko zmanjSamo z ustrezalkim
portfeljem zavarovancev - to nam teatetl potrdi tudi zakon velikih Stevil. Po drugi
strani finano tveganje pogojuje izpolnjevanje obveznosti izazavalnih pogodb in
je pod vplivom ekonomije, kjer zavarovalnica pos|ujer,ée poenostavimo, valute
obveznosti (Daykin, 1994, str. 226).

V¢asih so se aktuarji ukvarjali zgolj z upravljanj@gmkontrolo tveganja upravljanja
portfelja zavarovancev. Zavarovalnistvo, kot panggdilo v strogih institucionalnih
okvirjih (nadzor...). V premiji je bila vkljgena tudi verjetnost obrata ekonomije
(inflacija, nizke obrestne mere...), d&kii ki so izhajali iz takSnega tima poslovanja
so se delili delmiarjem v obliki bonusov ter dividend in kot panoga lpilo
zavarovalnistvo z&#eno pred konkurenco terdeno od ostalih panog. V omenjenih



okoli&inah je jasno, da se aktuarji niso ukvarjali z upamjem finartnega tvegania,
hkrati pa je bila teorija za omenjeno pofjeoslabo razvita (Norberg, 2001, str. 74).

Danes je slika povsem druge. Banke in zavarovalnice se zdruzujejo, novi
zavarovalniski produkti se razvijajo dnevno, ostéileancne institucije ponujajo
zavarovalne produkte, konkurenca je amgSa, kar neposredno vpliva na viSino
premije. V&ina novejSih zavarovalnih/fingnih produktov je vezanih na moderno
finanéno matematiko - katastréfie obveznice, zavarovalne police z naloZzbenim
tveganjem, hibridi... Ti faktorji so pripomogli kermu, da smo aktuarji Zeli z
upravljanjem ter kontrolo fin@mega tveganja in razvili modele na osnovi kateeh s
napoveduje prihodnji denarni tok zavarovalnice.

Aktuarsko modeliranje je temelj tako zavarovalraSkot bakniStva. Matematini

modeli, ki jih aktuarji uporabljamo pri svojem delpredstavljajo kljgno orodje za
ocenjevanje sedanje vrednosti prihodnjih ¢gjnih dogodkov (pl&lo premije,

izplacilo obveznosti zavarovancem...).

V strokovni literaturi se pri operacijskih raziskoyih velikokrat pojavlja metoda
markovskih procesov. Kadar nas zanima, kako sajsie spremenljivke spreminjajo
skozi ¢as, je ena od moznih metod analize uporaba markoyskcesov. V svoji
diskretni varianti je uporaben pri reSevanju kotite problemov na razlnih
podrajih: trzenju, financah, novodstvu, Solstvu ter zdravstvu.

Namen magistrskega dela je, da s pgmodsekoma zveznih markovskih procesov v
prvi fazi dokazemo ekvivalentni zapis osnovnega etmd ki se uporablja pri
vrednotenju klagnih Zivljenjskih zavarovanj — model prezivetja. Yudem koraku
prostor stanj razSirimo in z analizo odsekoma zeganmarkovskega procesa s tremi
stanji opiSemo model, kjer je opazovana oseba laidkava, bolna ali mrtva. ReSitve
takSnega modela — lahko jih podamo kot verjetrasto doléena oseba v starosti

let v dola&zenem stanju ali pa jih izrazimo z jakostmi prehodbwenega stanja v
drugo, dobimo s pondp numerénih metod. Namen dela je torej utrditi splosni then
da se pidakovana zivljenjska doba prebivalstva p&yje in dobiti vpogled kako so
jakosti prehodov iz enega stanja v drugo odvisngeamhrafskega izvora opazovanih
subjektov.

Cilj magistrskega dela je definirati ustrezen odse@ma zvezen markovski proces,
ki bo enakovreden modelom, ki se uporabljajo za vmnotenje zavarovalniskih
produktov, kjer je lahko zavarovana oseba v treh sinjih (zdrava, bolna, mrtva).

Proces bo teoreéino izhodige, s pomgjo katerega bo opravljena analiza. Lahko se ga
integrira v informacijske reSitve posamezne zavalmige in s tem ponudi
slovenskemu zavarovalnemu trgu, kar doda trznonosidmagistrskemu delu.



1.2 Struktura dela

Magistrsko delo bomo razdelili na pet poglavij. Wem delu bomo predstavili
temelje aktuarskega modeliranja ter osnovne staim@sprocese, ki se uporabljajo za
definicijo bolj kompleksnih sistemov.

Sledi predstavitev aktuarskih simbolov in notacigeprimeru modela prezivetja, ki je
osnova aktuarskega modeliranja in vrednotenja ddsizivljenjskih zavarovalnih
produktov v zavarovalnici.

V osrednjem delu bomo analizirali razie analittne modele v povezavi z modelom
prezivetja. Dokazali bomo ekvivalenco zapisa modplazZivetia z odsekoma
zveznimi markovskimi procesi. Model prezivetja bomaaSirili za eno stanje in na
odsekoma zveznih markovskih procesih s tremi staofno izvedli analizo vpliva

vhodnih podatkov na reSitev teh procesov. Analizitomo vpliva ¢asovne ter

geografske komponente.

V zakljutnem delu bomo predstavili rezultate in sklepne imislgistrskega dela.

V magistrskem delu bomo uporabili izrazoslovje, j&i zn&ilno za aktuarsko ter
matematino stroko in zavarovalnistvo.

2. AKTUARSKO MODELIRANJE IN OSNOVNI
STOHASTICNI PROCESI

Kot smo povzeli uvodoma je aktuarsko modeliranjeel tako zavarovalniStva kot
bartniStva. Matematini modeli, ki jih uporabljamo aktuarji pri svojemeld,
predstavljajo kljgno orodje za ocenjevanje sedanje vrednosti prililodsipcajnih
dogodkov (pldilo premije, izpl&ilo obveznosti zavarovancem...).



2.1 Modeliranje

Model je v sploSnem imitacija 0z. posnetek nekeggnega sistema ali procesa.
Modeliramo lahko razéine stvari kot so dobkonosnost zavarovalnega produkta, ki
ga mislimo z&eti prodajati ali prihodnji denarni tok zavarovakiali verjetnost
propada zavarovalnice. Seveda lahko modeliramo puocese, ki niso v direktni
povezavi z zavarovalnistvom npr. ekonomijo drzaledovanjecloveskega srca...

Recimo, da bi Zeleli oceniti vpliv spremembe vresthmekega parametra na enega
izmed zgornjih modelov v realnem svetu.cW®ma bi bilo to preveé tvegano ali
predrago ali preg@sno. Vsekakor bi morali imeti v mislih poslediggesnembege

bi le to izvedli brez predhodne analize rezultatomi scenariji bi bili nasledniji:

- namesto obljubljenega daka, bi nam nov produkt prinesel izgubogiser
lastniki zavarovalnice ne bi bili zadovoljni,

- manjSi dobtki oz. izguba, kar posle¢ho lahko pripelje do nesolventnosti oz.
ne-likvidnosti, lahko zavarovalnico stanejo dovojge za opravljanje
zavarovalnih poslov,

- vegje Stevilo ter znesek zahtevkov 0z. odSkodnin atskantni jakosti premije
pomeni slabSanje zavarovalno-teimin kazalnikov,

- drzava bi zaSla v recesijo, kar bi vlado stalo dehega Stevila glasov na
prihodnijih volitvah,

- pacient lahko umreie bi uporabili model, ki nagao simulira utrip srca...

Tako modeli in analiza njihovih rezultatov omdgta, da se spremembe vrednosti
dolotenih parametrov prauy Se preden jih v realnosti implementiramo.

Model je odvisen od mnozice matendath ter logenih predpostavk oz. parametrov
(Booth, 1999, str. 593). Kompleksnost modela jeo¢kra s kompleksnostjo povezav
med parametri. Pri modeliranju zivljenjske zavatoie bi morali definirati
povezave med zakonodajo, daw politiko ter zavarovalnimi pogoji. Kompleksnost
povezav je v tem primeru odvisna tudi od prihodmjdgodkov, ki bodo vplivali na
obrestne mere, inflacijo, umrljivost, stroSke pesioja, obseg poslovanja...

2.1.1 Koraki modeliranja

Slabosti in prednosti dotenega modela se pokazejo v praksi. S pgonkorakov
modeliranja ze narejeni model izboljSamo oz. potligho dejanskim zahtevam.
Koraki modeliranja nam sluzijo kot opora pri defamju in izdelavi novega modela.

Korake modeliranja povzemajo spodnjéki® (Core Reading 103, enota 1, str. 2):



1. Definicija mnozice zahtev, ki naj bi jih model reahl

Pri modeliranju viSine odskodninskih zahtevkov 8kod lahko za zahtevo
postavimo natamost modela za vsaj 95% odskodninskih zahtevkov. Pr
modeliranju Stevila odSkodninskih zahtevkov bi zhtevo lahko postavili
pogoj, da ne smemo podceniti Stevila zahtevkowrkatisSina je véja od 10
milijonov SIT.

2. Planiranje procesa modeliranja in postopka ugotanja ustreznosti modela

Postopek ugotavljanja ustreznosti d@oega modela ofajno vkljuwuje teste,
s katerimi dobimo odgovore na vpraSanje ali je maglel dosegel planirane
cilje. Pri modeliranju Stevila odSkodninskih zatkev lahko rezultate modela

primerjamo s preteklimi podatki. V postev bi prigel test.

3. Zbiranje in analiziranje podatkov, na katerih boog@orabili model

4. Definicija modela, ki bo v osnovi upoStevala bistealnega procesa, ki ga
modeliramo. Kasneje model prilagodimo oz. izbolj8am

V prvi aproksimaciji moramo model nastaviti tak@ do upoSteval bistvo
realnega procesa — pri modelu prihodnje zivljengébe je za model klfuno
vpraSanje smrti opazovane osebe. V kasnejSih sdn@h modela vkliftimo v
model tudi verjetnosti, da opazovana oseba zbotlateteno hudo boleznijo,
katere posledica je smrt ali pa vkijono verjetnosti invalidnosti, nezgode...

5. V proces modeliranja vkljimo strokovnjaka iz podega oziroma procesa, ki
ga modeliramo. Le ta nam poda mnenje o konceptegzasodela.

6. Za implementacijo modela uporabimo simulacijskigiahi programski jezik.
VpraSanje izbire programskega orodja ali jezik@geezano s stroski celotne
izdelave modela. UpoStevati moramo pomembno dejstvsicer, da mora
imeti izbrano orodje kvaliteten in stati8ib zanesljiv generator slajnih
Stevil, ki bo primerljiv kompleksnosti modela.

7. Implementacija programske kode

8. V programski kodi odpravimo napake in se prégmo, da deluje po definiciji
modela



9. Analiza olgutljivosti vhodnih parametrov

10.Preverimo ustreznost modela v smislu manjSih spm@merednosti vhodnih
parametrov

11.Analiza rezultatov
12.Dokumentacija in predstavitev rezultatov

Koraki modeliranja nas pripeljejo do modela oziromla rezultatov. Seveda pa
aktuarji strmimo k nenehnim izboljSavam ter optiatgi modela. To dosezemo s
ponavljanjem korakov 3 do 12 v prihodnosti, ob mijavi podatkov, ki smo jih
dobili s prvotnimi napovedmi.

2.1.2 Prednosti in slabosti modeliranja

V aktuarstvu med naj¢ge prednosti modeliranja Stejemo moznost analifran
sistema, ki deluje oziroma bo deloval veliko letoKpjninska, Zivljenjska
zavarovanja), v zelo kratketasu. Ostale prednosti so:

- kompleksne sisteme s shjnimi elementi (npr. modeliranje Zivljenjskih
zavarovanj) ne moremo natmo definirati z enostavnimi matematimi
definicijami, ki bi vrnile rezultate, katere bi estavno interpretirali. V taksnih
primerih si pomagamo z modeliranjem,

- potencialnim zavarovancem pomagamo pri izbiri zewanj tako, da
simuliramo razkne zavarovalne police in zavarovalne dogodke vopiriosti,

- model nekega kompleksnega sistema lahko obvladujboige tako, da
zmanjSujemo varianco rezultatov ob nespremenjevpini vrednosti.

Kljub vsemu se je potrebno zavedati, da modeli aejd enostavnih odgovorov na
vsa aktuarska vpraSanja (Booth, 1999, str. 595kt&Mdjo omejitve, ki jih moramo
razumeti, ko interpretiramo rezultate oziroma kéel@osredujemo strankam.

Slabosti modeliranja so:

- razvoj modelov zahteva dalen ¢as ter izkuSnje. Tako so lahko stroski
razvoja doléenega modela zelo visoki (potrebno je preveritivipmast
predpostavk modela, programsko kodo, razumljivestultatov in naén
predstavitve rezultatov ciljnemu &hstvu),

- pri stohasttnem modeliranju dobimo za vsako mnozico vhodnihatial le
oceno rezultata. Tako moramo model preizkusitikva in to neodvisno od
posameznih vhodnih podatkov,
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- v danasnjemcasu je veéina modelov implementiranin za uporabo na
racunalnikin. Vendarée s poméjo modelov ne pridemo do gakovanih
rezultatov, tudi réunalniSka implementacija ne pomeni veliko,

- rezultati modelov so odvisni od vhodnih podatk@e ti niso kvalitetni, ne
moremo prtakovati kvalitetnih rezultatov,

- pomembno je, da uporabniki modela le tega razum¥jedno obstaja
nevarnost, da se dalen model uporablja katrna skrinjicagigar rezultate se
privzame za pravilne, medtem, ko se ¢aeilne vprasa kaj skrinjica sploh
pocne,

- razumljivo je, da vseh prihodnjih dogodkov ne mooeviljuciti v model. Kot
primer lahko navedemo spremembo zakonodaje, keyeda z modelom ne
moremo napovedati,

- nekatere rezultate modela je tezko razloziti. Tilaako veljavni relativno,
absolutno pa ne.

2.2. Stohast#ni ter deterministiéni modeli

SploSna Zelja je, da bi realnastn bolj natakno zajeli v modelu. Tako mora model
zajemati lastnosti, ki jih opisujejo slajne spremenljivke. V tem primeru govorimo o
stohastinih modelih, ki po definiciji upoStevajo sdajnost svojih vhodnih
komponent. Modeli, ki ne vsebujejo nobenih¢gjnih komponent, so po svoji naravi
deterministéni.

Rezultate pri deterministnemu modelu dobimo takoj, ko definiramo mnozicefi
vhodnih parametrov in njihovih povezav. Nasproteopri stohastinem modelu
rezultat sldajen, kot so vhodni podatki, ki so &hajne spremenljivke.

Rezultate deterministhega modela pogosto dobimo z direktnimdarsom, \asih pa
uporabimo nume&he metode (numema integracija, numemo reSevanje
diferencialnih en&b).

Pri stohastinih modelih dobimo rezultat v obliki anatitie formule, seved&e sam
model to dopufa. Tako lahko pratujemo in natatno analiziramo spremembe
vrednosti vhodnih parametrov. TakSne primere¢ar® pri Studiju stohastih
obrestnih mer, kjer pri doteni verjetnostni porazdelitvi obrestne mere ekgplic
dobimo porazdelitev akumulirane vrednosti denarrtega po doléenemcasovnem
intervalu.
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Stanje modela je mnozica spremenljivk, ki opisugtesn v dol@eni ¢asovni t@ki,
kjer je potrebno privzeti cilje Studije. S potjm stanj je mozno predstaviti prihodnje
scenarije.

Diskretna stanja dobimo tam, kjer spremenljivke zzawejo diskretne vrednosti v
casu. Kot primer navedimo Zivljenjska zavarovanjger kopazovano Zivljenje
(zavarovanec) preide iz stanja Ziv v stanje mrieedobno,ce spremljamo Stevilo
polic v portfelju zavarovalnice, se to Stevilo lahbovea ali zmanjSa.

Zvezna stanja dobimd@e se spremenljivke spreminjajo zvezn@asu. Kot primer
lahko podamocasovne spremembe vrednosti premozenja zavarovalkicese
teorettno spreminja zvezno &asu.

V modelu lahko nastopéas diskretno ali zvezno. To je predvsem odvisn@agbja
ali morajo biti rezultati modela podani samo v detkih casovnih tékah ali ne. Kot
primer navedimo model, ki Steje Stevilo zavarovalnahtevkov (Skod) na dan. Pri
tem ni potrebno definirati nat&me dolzine dneva.

Kako natatino razdelimocas je odvisno od narave modela. Zavedati se jeipadr,

da gostejSa razdelitev botruje daljSermsu, ki je potreben za izvedbo samega
procesa. Zapomniti si je potrebno, da nekaterilltatov zacasovno zvezen model,
ki ima tudi zvezna stanja, ni malobiti z diskretno simulacijo. Primer tega je odvo
Brownovega gibanja, ki ni nikjer definiran. Pri tgarimeru lahko izré&unamo kogine
razlike aproksimacij, ki delujejo kot odvodi, vemd@a ne konvergirajo, ko
zmanjSujema@asovni interval.

2.3 Ustreznost modela

Pri definiciji ustreznosti modela za déeno nalogo je potrebno upoStevati naslednja
dejstva (Core Reading 103, enota 1, str. 3):

- cilje naloge,

- uporabnost modela za namen, za katerega bo uparablj

- pravilnost podatkov,

- moznost napak, ki izvirajo iz vrednosti parametnoedela. Parametri modela
namre& dolocajo v kolikSni meri model simulira natamo sliko realnega
problema,

- vpliv korelacij med slgajnimi spremenljivkami, ki so vklgene v model,

- korelacijo med razéinimi rezultati modela,

- trenutno uporabnost modelov, ki so bili napisanuporabljeni v preteklosti,
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- kredibilnost vhodnih podatkov,

- kredibilnost rezultatov,

- nevarnost pristranske nataosti in

- moznost predstavitve modela in rezultatov.

Stabilnost povezav vgrajenih v model ne velja nupaodolgi rok. Kot primer lahko
navedemo eksponentno rast, ki je na kratki rok podolinearni rastiCe lahko
napovemo spremembe, jih vidjmo v model, vendar jih pogosto dolgérm ne
moremo napovedati.

Z modeli definiramo preproste procese iz realneggas Tako lahko ne vsebujejo
povezav vi§jih redov, ki na kratki rok ne igrajonpembne vioge, na dolgi rok pa
lahko akumulacija le teh prinese znaten delez ultat.

2.4 Analiza rezultatov

Pri analizi rezultatov se uporabljajo tehnike stathega vzotenja. Statistina teorija
daje prednost vzoenju, pri katerem je izbira enot po dédmem sistemu stajna in

je verjetnost znana vnaprej za vse enote v popul&diem se izognemo pristranskosti
in lahko nekaj povemo o nat&osti oziroma kakovosti ocen za parametre, ki jih
izratunavamo iz vzamih podatkov (Tomazin, 1998, str. 6).

Pri analizi moramo aktuarji pokazati veliko izkugenodli¢no presojo, saj so ragiia
opazovanja med seboj korelirana, in Se porazdedigespreminja skozias. lzogibati
se moramo predpostavki, da so posamezna opazovagavisna in enako
porazdelijenaCe obstaja realni sistem, s katerim lahko primerjamge rezultate,
potem uporabimo Turingdvtest. Pri tem testu se uporabljajo r&zé mnoZice
podatkov, kjer se ne razkrije, katere so iz reanegeta in katere so dobljene iz
modela.Ce strokovnjaki lahko ugotovijo katera mnoZica pdaaealnemu svetu in
katera modelu, potem se lahko uporabljena tehrpkaalpi pri izboljSavi modela.

Ce je mozno, primerjamo dobljene rezultate iz modepdatki iz resinega sveta.
Potrebno je opraviti analizo éltljivosti rezultatov na majhne spremembe vhodnih
podatkov in na spremembo porazdelitve le @b.pride pri majhnih spremembah
vhodnih podatkov ali porazdelitve do velikih odktonpri rezultatih, je zagotovo
potrebno analizirati ustreznost modela. S tem ugwio klju¢ne povezave na katere
moramo biti pozorni pri oblikovanju in uporabi madale

! Alan Turing — britanski matematik in pionirsanalnistva
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Zadnji korak modeliranja je predstavitev ter dokuataeija rezultatov in modela
olxinstvu/stranki. Pri tem je potrebno upoStevati namanja obinstva ter njihov
namen. Kljgna taka je, da stranka sprejme model za pravilnega ibayaporabila
kot orodje za odlganje. Predstaviti moramo vse omejitve, ki so vgrajg model in
stranki razkriti oomge delovanja modela. Slednje je predvsem pomemlamadz
verjetnosti razlinih tolmaenj uporabnosti modela v prihodnosti in pri moneibit
sporih ter tozbah.

2.5. Stohasini procesi

Stohastini proces zajema lastnosti &jnih spremenljivk. Skkajna spremenljivka
opisuje sldajni pojav v doléenem ¢asu. Stohasthi proces je mnozica siajnih
spremenljivk X,, za vsakéas t v mnozici J. Mnozico vrednosti, ki jih skajne

spremenljivke lahko zavzamejo imenujemo prostamjgteocesa — oziamo ga zS.
Jasno pa nam mora biti, d4, niso neodvisne (primer: poljuben borzni indeks.

X, predstavlja vrednost indeksa d&#oega dne, potem je dejstvo, d§ niso
neodvisne, lahko razumiljivo).

Poznamo vévrst stohastinih procesov. Z naslednjimi primeri bomo prikazalzliko
med njimi:

- Proces z diskretnim prostorom stanj in z diskretrd@sovnimi spremembami
zavarovalnica letno preverja status zavarovancev grtomobilskem
zavarovanju. Obstajajo trije nivoji popusta (0%%230%), ki so odvisni od
voznikovih povzréenih Skod. V tem primeru je prostor stanj enak
s={025,40 in casovna mnozicaJ={012..}, kjer vsak interval

predstavlja eno leto.

- Proces z diskretnim prostorom stanj in z zvezniggovnimi spremembami
Zivljenjska zavarovalnica raz\i& zavarovance na zdrave, bolne ter mrtve.
Torej imamo prostor star ={Z,B,M}. Za&asovno mnoZico je naravno, da

privzamemoJ :[O, o) saj lahko bolezen ali smrt nastopi v vsakem tianut
Po drugi strani je zadovoljivace bicas Steli v dnevih, tore ={ 0,1 2}

- Proces z zveznim prostorom staogSkodninski zahtevki stajnih zneskov
prihajajo v zavarovalnico ob nepredvidenetasu. Zavarovalnica Zzeli
minimizirati tveganje nepokrivanja obveznosti doea@vancev zato potrebuje
napoved zahtevkov&asu[o,t). V taksnih primerih je standard, da uporabimo

[0,) zaSin J.
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- Proces meSanega tidap primer takSnih procesov so pokojninske shdqgee,
imajo ¢lani moznost, da se upokojijo na vsak rojstni ddn60. do 65. leta.
Stevila ljudi, ki se bodo upokojili mladi ne morematarno napovedati. Prav
tako ne moremo napovedati Stevila smrti med Ziaktivnimi ¢lani. Stevilo
aktivnih ¢lanov modeliramo s procesom meSanega tipa, kje?#e{J,Z,B,..}

in ¢asovni intervalJ :[0, oo). ZmanjSanje skajnih vrednosti se bo pojavljalo
pri fiksnih datumih (zaradi zgodnjih upokojitev) iob sl&ajnih datumih
(smrt).

Ko enkrat definiramatasovno mnozico in prostor stanj, nam ostane Senidigdi
procesa{X,,t1J} samega. Torej moramo podati skupno porazdelXey..., X, za
vset,,...t,0Jin vsen. V praksi pridemo do skupne porazdelitve indirektpreko
preprostih posrednih procesov.

Skupno realizacijo stiajnih spremenljivkX,, za vset iz J imenujemo vzama pot

procesa, kar je v bistvu funkcija iz v S. Lastnosti vzainih poti procesa naj bi se
ujemale s tistimi v realnem Zivljenju, vsaj v sséitinem smislu. V tem primeru lahko
uporabimo model za napovedovanije.

2.5.1 Stacionarnost in prirastki

Stohastten model je stacionaretg sta skupni porazdelitvi zX, ..., X, in za

X X Identeni za vset,t,...,t, 0J in za vsa cela Stevila. To z drugimi

thty 1t AN,
besedami pomeni, da se statisé lastnosti procesa ohranjajo ne gledetasovne
intervale.

Ker je stacionarnost v realnem Zivljenju tezko dakaati oziroma preveriti, vpeljemo
pojem Sibke stacionarnosti, ki jo povzemata nagiewdtitvi:

- matematno upanje procesa(t) = E(X, jg konstantno,

- kovarianca procesaC(st) = E[XSXt]— E[XS]E[Xt] je odvisna samo od

éasovne razlikes—t.

Prirastki procesa, definiran koX,,—X, (u>0), imajo pogosto enostavnejSe

t+u
lastnosti kot proces sam (stacionarnost). Pravig®,ima procesX, neodvisne
prirastke,ce je za vsaku > (Qprirastek X

{X,,0<s<t}.

- X, neodvisen od zgodovine procesa

t+u
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2.5.2 Lastnost Markova

Ce predpostavimo, da je mago razvoj procesa napovedati na osnovi sedanjega
stanja, ne da bi se sklicevali na zgodovino, pridelm naslednje poenostavitve

P(X, OAIX, =%, Xy = %0 Xy =%, X, =X) =P(X, OAIX,=%), (1)

za vsecases, <...<s, <s<t in stanjax,...,x,,XJS in vse podmnoziceAl S. To
lastnost imenujemo lastnost Markova. Proces, knja, je markovski proces.

Izrek: Proces z neodvisnimi prirastki ima lastnost Magkov

Dokaz:

POX, OA[X =X, Xg, =X Xy = X%, X =X)
=P(X, = X +XOA[| Xy =%, X =%, X, =X, X, =
=P(X, - X, +xOA| X, =X)

=P(X,OA| X, =x)

Markovski proces z diskretnim prostorom stanj irskdeétno casovno mnoZzico
imenujemo markovska veriga. Markovski proces z migkm prostorom stanj in
zveznocéasovno mnozico imenujemo odsekoma zvezen markquskies (oziroma
odsekoma konstanten markovski proces).

2.5.3 Primeri osnovnih stohastinih procesov
Beli Sum

Zaporedje neodvisnih, enako porazdeljenitaiih spremenljivk imenujemo beli
Sum. To jecasovno diskreten, stacionaren, stolasti proces, ki ima lastnost
Markova. Uporabljamo ga za konstrukcijo bolj koniksieih procesov.

Splosen sléajni sprehod
Naj boY,,...,Y; ,..zaporedje neodvisnih, enako porazdeljeniltaghih sprememnljivk
(beli Sum) in definirajmo proceX, :ij z za&etnim pogojemY, = 0To je proces

j=1

S stacionarnimi, neodvisnimi prirastki in zatasovno diskreten markovski proces.
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Proces ni stacionaren, niti Sibko stacionaren. \meru, ko Y, lahko zavzame

vrednost 1 ali —1, proces imenujemocsimi sprehod.
Drsece povpréje

Naj bo {Yj,jz—p,—p+l...} zaporedje neodvisnih, enako porazdeljenihktaghih

spremenljivk ina,, a,,...,a, realna Stevila. Drse povpréje redap je definirano z

p

To je stacionaren proces in v sploSnem ni markopsiges (tudi¢e je p=1).

Poissonov proces

Poissonov proces stopnj@ je c¢asovno zvezen procedl,, t=0 z naslednjimi
lastnostmi

- N, =0

- N, ima neodvisne prirastke in

- N, ima Poissonovo porazdeljene stacionarne prirasthkema

e A (t9)

P(N, - N, =n) = A —S)JI”

s<t

To je odsekoma konstanten markovski proces s paatstanj N ={012,..}. Ni
stacionaren, niti Sibko stacionaren. Proces je wsrea analizo kumulative pojavov
dolotenega dogodka wasovnem intervalu[O,t], neodvisno od narave dogodkov

(avtomobilska nesta, prihod odskodninskega zahtevka v zavarovalnprdyod
stranke na servis...)

Sestavljen Poissonov proces

Definiran je z
Nt
X, =DY,,t20,
=1

kier je N,, t=0 Poissonov proces ir{Yj,jzl} zaporedje neodvisnih, enako

porazdeljenih skajnih spremenljivk. Proces ima neodvisne prirastkeato lastnost
Markova drzi. Uporabljamo ga za analizo kumulataghtevkov v zavarovalnici v
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casu [O,t], kjer je N, skupno Stevilo zahtevkov ifY; znesek j-tega zahtevka.

Osnovni problem klaghe teorije tveganja je v ocenjevanju verjetnostpada
zavarovalnice

Yu)=Plu+ct-X,<0,t>0),

kijer je u za&etni kapital zavarovalnicec jakost priliva premije, pri neki fiksni
porazdelitvi zahtevkov.

Brownowo gibanje

Brownovo gibanje, imenovano tudi Wienerjev progesiasovno zvezen proce ,
t >0 z neodvisnimi, stacionarnimi prirastki, ki so n@imo porazdeljeni.

3. MODEL PREZIVETJA KOT OSNOVNA TO CKA
MODELIRANJA V AKTUARSTVU

3.1 Prihodnja zivljenjska doba

Zacetna t@ka preprostega matemaiega modela preZivetja je dejstvo, da nam
prihodnja Zivljenjska doba opazovane osebe ni zna@an&imo prihodnjo
Zivljenjsko dobo novorojene osebeTs. Prihodnja Zivljenjska dobd je slwajna
spremenljivka, ki je zvezno porazdeljena na internj@,«], kjerje0<a <o in a
predstavlja maksimalno starost ljudi.

Porazdelitveno funkcijo st@jne spremenljivkd bomo oznaili s F(t),

Ft)=P(T<t), t=0. (3.2)
Za vsakt nam funkcija F(t ) vrne verjetnost, da bo novorojena oseba umrla v
naslednjiht letih. Verjetnost nasprotnega dogodka, da bo rmgoa oseba prezivela

naslednjiht let, predstavlja funkcija prezivetjd(t )

S(t) = P(T >t) =1- F(t). (3.2)
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Porazdelitev skajne spremenljivkelT tako lahko definiramo s funkcijd-(t a)i s
funkcijo S(t). Funkcija preZivetja se uporablja v aktuarstvid@mografiji, medtem

ko se v verjetnosti in statistiki uporablja pord#gena funkcija, vendar pa se iz
lastnosti porazdelitvene funkcije lahko izpeljegsthosti funkcije prezivetja.

V praksi imamo opravka z osebami starirmiet. V tem primeru ozri@mo prihodnjo
zivljenjsko dobo osebe stare let s T,, kjer je 0< x<a . Porazdelitveno funkcijo

slucajne spremenljivkd, bomo oznéili s F, (t) , funkcijo prezivetja pa S, (t ,)

F.(t)=P(T,<t),t=20 0<x <, 33

S (t)=PT,>t),t=200<x< w. (3.3)
Med porazdelitveno funkcijo stajne spremenljivkeT, in porazdelitveno funkcijo
sluitajne spremenljivkd velja naslednja povezava

F.()=P(T, <t) =P(T <x+t|T>X)
_F(x+t)-F(x) (3.4)
T 1-F(x)

Relacija velja tudi med funkcijo prezivetja &ne spremenljivkeT, in funkcijo
prezivetja sldajne spremenljivk@

F(x+t)-F(x)
1-F(X)

S, (t) =1-F,(t) =1-

_six+y) (3.5)

S(x)

V nadaljevanju bomo vpeljali oznake, ki so se udéhaas aktuarskih krogih. Tako
bomo s,q, ozn&ili verjetnost, da bo oseba staxalet umrla v naslednjitt letih,

medtem ko, p, ozn&uje verjetnost, da bo oseba stardet prezivela naslednjity
let, kar lahko zapiSemo kot

.0, =P(T, =t) = F, (1),

P, =P(T, >t)=1- q, =S,(t). (3.6)

V primeru, ko jet = lindekst v zgoraj omenjenih simbolih al@jno izpustimo.
ZapisSimo relacijo (3.5) z aktuarsko notacijo
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tPx = Xﬂppo - (3.7)
x M0

Tako za poljubno starost in zas> 0, t > Ovelja

ot px — _Xxtstt pO
x Po
— X+S pO X X+S+t pO (38)
X pO X+s pO
= s px X t px+s'
Podobno velja
S+t px = t px X spx+t’ (39)

kar z besedami pomeni, da je verjetnost, da osela % let prezivi s+t let, enaka
produktu verjetnosti, da oseba stardet prezivit let in verjetnosti, da bo potem ta
oseba prezivela Se nadaljnjghlet.

Za bolj sploSen dogodek obstaja poseben simbglgs bomo oznéili dogodek, da

bo oseba stara let prezivela naslednjils let in umrla v naslednijilt letih torej, da
bo oseba umrla med letomat s in x+ s+t starosti

gt Ox = P(s<T, <s+t)=F (s+t) - F, (s

(3.10)
:S‘H qX - SqX "

Kolic¢ina, ki ima v modelu prezivetja osrednjo vlogojgkost (intenziteta) smrtnosti.
Jakost smrtnosti v starosti (0< x<a) ozn&imo z y, in jo definiramo kot

U, :I!im%P(TSX+h|T>x), (3.11)
0"

kjer predpostavljamo, da limita obstaja. Interpcgéa jakosti smrtnosti i, je
pomembna. Iz (3.6) sledi, da je verjetn®T < x+h|T >x enakaF,(h)=,q,. Za

majhneh limito ignoriramo in zapiSemo

nOy Oh 4. (3.12)
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Dobljeno pomeni, da je verjetnost, da bo osebastalet umrla v kratkentasu h,
sorazmerngasuh, kjer je sorazmernostni koeficient prav jakosttaiosti 4/, .

Jakost smrtnosti lahko izrazimo tudi s patooporazdelitvene funkcije stajne
spremenljivkeT , kjer si pomagamo s povezavo (3.4)

n :rl]im+%P(Ts x+h|T >X)

-0

1F(x+h) -F(x)

= Jim — 1-F() (3.13)
_ F) e .
TP [In(1— F (x))]".

Iz (3.13) dobimo povezavo med jakostjo smrtnostiftenkcijo prezivetja sléajne
spremenljivkeT , kjer upoStevamo, da velja(t) + S(t) = 1,

F'(x)
1-F(x)
_-S(
C oS

Hy =
(3.14)

Zveza (3.14) nam ob uporabi aktuarske notacije pmsteovno engdbo za izraun
verjetnosti prezivetja p, kot funkcijot

0
a t Px = “Hyar ¢ Py (3.15)
od koder sledi
t
(P = exp(—(!) Hyis d9) . (3.16)

V nadaljevanju nas bo zanimalo materradi upanje sléajne spremenljivkeT, .
Privzamemo, da je porazdelitvena funkcijacajune spremenljivkeT, zvezna in s

f. (t) ozn&imo njeno verjetnostno gostoto
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() =% 0

_0 __0 (3.17)
_ath__atpx
=:ux+ttpx'

Matematéno upanje sleajne spremenljivkeT, oziroma préakovan preostanek
zivljenjske dobex let stare osebe zapiSemo kot

E(T,) = Tt f, (t) dt

w-

w—X X a
= jt/jxﬂtpxdt:jt(-atpx)dt
0

0

- (3.18)
=-t, p><|3)_X + .[t Px dt
0
= J't p, dt.
0
Matematéno upanje ozramo z éx,
e, =E(T)= [,p, dt=[S,()dt=[A-F 1)t (3.19)
0 0 0

Tako definirano matema&mno upanje je v sploSnem tezko kmaati. V ta namen
definiramo celoStevilsko skajno spremenljivkoK, , ki ozn&uje Stevilo dopolnjenih

let, ki jih bo prezivela x let stara oseba. Verjetnostna porazdelitecaghe
spremenljivkeK, je podana s

P(K,=K)=P(k<T, <k+1)=,p, 0., K=01... (3.20)

Pricakovano vrednost stajne spremenljivkeK, imenujemo odrezana pakovana

prihodnja zivljenjska dob& let stare osebe in jo ozhao z e, ,

00 [w—x]
ex = E(Kx) :Zk P(Kx = k) = Zk kpx C]x+k
- = (3.21)
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Matematéno upanje v (3.21) je lazje iznanati kot matematno upanje v (3.18).
Pricakovana prihodnja zivljenjska doba je pogosto patelyg kvalitete zivljenja in
zdravstvenega stanja doeme drzave.

3.2 Tablice smrtnosti

Tablice smrtnosti so neobhodna komponenta v mnagidelih v aktuarstvu. So
najstarejSa in najbolj znana oblika demografskibli¢a (poznamo tudi tablice
porainosti, rodnosti...). Opredelimo jih kot sistem maasino povezanih kazalnikov,
ki na modelu sto tisov danem trenutku rojenih otrok z razlih vidikov prikazujejo
proces njihovega umiranja, odvisno od starosti dkaki so verjetnost smrti,
verjetnost dozivetja, modelsko Stevilo umrlih, snedStevilo Zivih, vsotna funkcija,
koeficient dozivetja ter Zivljenjsko gakovanje) (Mal&i¢, 2000, str. 128). Ze sredi
tretjega stoletja je Ulpianus sestavil grobe tabhliki so bile uporabljene v severni
Italiji vse do konca 18. stoletja. Nekateri tedteBo z&etek aktuarstva postavili v
leto 1693, ko je Edmund Halley izdal "An Estimatdh®e Degrees of the Mortality of
Mankind, Drawn from Various Tables of Births andnEtals at the City of Breslau"”.
Tablice smrtnosti, imenovane Breslau (danasnji \iérex tablice, ki jih je Edmund
objavil v svojem¢lanku, so zaradi moderne notacije in idej ostalerakneopazne.
Naredil je tablice smrtnosti, ki so jih lahko uploljali pri vrednotenju zivljenjskih
zavarovanj (Bowers, 1986, str. 45). kuaal je tudi prtakovano Zivljenjsko dobo na
Kontinentu. Zavarovalnice so &ile uporabljati Halleyeve tablice Sele sto let po
njihovi objavi.

Danes so tablice smrtnosti uporabne na mnogih gpdrananosti. Tako jih
znanstveniki uporabljajo za Studije zanesljivosipletenih mehanskih in elektronskih
sistemov, biostatistiki jih uporabljajo pri primavj Winkovitosti alternativnih metod
zdravljenja tezkih bolezni, demografi jih uporafjakot orodja za populacijske
projekcije.

V aktuarstvu uporabljamo pri svojih izuaih verjetnosti, p, ter ,q,. Prirccno bi

bilo, ¢e bi imeli omenjene verjetnosti predstavljene \etalyecimo za celostevilske
vrednostitin x. TakSna tabela, bi bila ogromnih dimenzij, czaablice smrtnosti
predstavljajo pripomiek za rdunanje teh verjetnosti iz manjSe tabele.

Klju¢ za definicijo tablic smrtnosti je povezava (3.8). 3.9). Za zéetek
izberemo najnizjo starostr, ki bo predstavljena v tablicah. Izbira starosti je
odvisna od podatkov, ki so nam na razpolago (palianumrljivosti upokojencev, bi
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bilo nesmiselno obravnavati osebe mlajSe od recbfiolet). Nadalje izberemo
pozitivno Stevilol,, ki ga imenujemo koren tablic. Koren tablic intexframo kot

Stevilo zivih oseb starostr v homogeni populaciji. Tako za < x< « definiramo
funkcijo |, kot

IX = IG X X-a pa’ (322)

kjer predpostavljamo, da verjetnosti, p, obstajajo (so znane).&no je |, = 0.
Preko zveze (3.9) dobimo za< x< « in t > 0 naslednji rezultat

+x-a Ma I><+ Ia I><+
t px =1 p :_t)(l_zl_t' (323)

X-a pa I a X X

Ce poznamo vse vrednosti funkcilg za a<x<a, lahko izréunamo vsako
verjetnost, p, ali ,q,. Funkcijal, nam v tablicah smrtnosti poda Stevilo zivih na

zxetku starostnega razreda. Naslednja funkcija, ki jo najdemo v tablicah je
(tablicno) stevilo umrlind,, ki je definirano kot razlika med dvema zaporedmim

vrednostma funkcijé,, a < x<a
d, =1, -l. (3.24)

S pomajo funkcije d, lahko izrazimo verjetnost smrk let stare osebe v naslednjem

letu

x (3.25)

Tako nam tablice natanko dokjo porazdelitev sktajne spremenljivkeK, .
V tablicah smrtnosti so poleg nastetih funkcij,( d,, q,, p,) obicajno

predstavljene Se naslednje funkcije (Maa2000, str. 130).
- preziveta leta I, ), ki nam pove kolikSno Stevilo oseb se nahajaavostnem

razredux let (od x do x+ 1let),
- vsotna funkcija T, ), ki pove Stevilo let, ki jih bodo preziveli zivia z&etku

starostnega razreda do konca svojega zivljenja,
- koeficient dozivetja B,), ki pove delez oseb v starosti oddo x+ 1 let bo

dozivel starost odk+ #Ho x+ 2leti,
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- zivljenjsko prtakovanje €,), ki smo ga ze omenili (grakovana prihodnja

zivljenjska dobax let stare osebe).

Poradelitev sléajne spremenljivkeT, dobimo s pomgo tablic smrtnosti ter
interpolacije. Za ta namen moramo za éaraverjetnosti smrtiq, (0<s<1) ali za

izracun jakosti smrtnosty/,,. (0<s<1) privzeti dol@dene modele.

3.2.1 Analiza modelov za jakost smrtnosti in verjetost smrti

V nadaljevanju bomo obravnavali dva modela,ga in enega zgu, ... Prvi model, ki
ga imenujemo enakomerna porazdelitev smrti, predpls, da je za celo Stevila
in 0<t <1 funkcija , p, 4,,, konstantna. Iz definicije (3.17) je to ravno e¢mpstna
gostota f, (t ) od starostix do smrti, kar je ekvivalentno enakomerni porazdeli
¢asa do smrti pogojno na smrt, ki se bo zgodila \emjpnem intervalu. Ker je

S

<Oy :J't P, Uy, dt, mora zas= Iveljati, p, i, =9, (0<t<1)in zato

0

S

.4, = [q,dt=sq,, (3.26)

0

kar je pogosto tudi sama definicija modela. Mode26) lahko uporabimo za oceno
vseh . p, ter ., (0<s<1), sajq, najdemo v tablicah smrtnosti. Jakost smrtnosti

dobimo iz definicije (3.13) in sicer
Hyes = IN(; pII'= I - s, )]
_ G (3.27)
1-sq,

Jakost smrtnosti med letoma 30 ter 32 je predstaaljna spodniji sliki, kjer smo
vrednostiq, 5, in g, vzeli iz tablic smrtnosti za moske za leta 1993RS.
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Slika 3.1: Jakost smrtnosti na intervalu [30, 32]

H[20 +=] H[21 +=]
0.001722
0.001503
0.0017225
0.0015025

0. 0017EE
0.001s02

00017215 0_0015015

0. 001TEL 0.001s01

0_0017z05 0_001&005

Vir: Lastni izratun
Predpostavka enakomerne porazdelitve smrti sevigppgled zdi logina, saj naj bi,
teorettno gledano, v povptgu ljudje umirali enakomerno med letom. V praksinte

ni tako. Ve&jo nepravilnost modela lahko razberemo kar iz sBke, kjer je @itno
nakazana nezveznost jakosti smrtnosti v celogtatittockah.

Naslednji model predpostavlja, da je jakost smtin&enstantna na vsaki enoti
intervala. To pomeni, da za celo Stevdan 0<t <1, predpostavimo

Hyw = =C. (3.28)

S pomgajo (3.16) dobimo verjetnost prezivetja

t t
=expl| U,.. dS) =exp(-| uds
Py = exp( !ux ) =exp {u ) 3.29)

= exp(ty),

kjer je potrebno definirati vrednogt . Kot v prejSnjem modelu si lahko pomagamo s
tablicami smrtnosti, ker za celostevilskiin t =1 iz (3.8) dobimoy = -1In p,.. Tako
lahko verjetnost prezivetja zapiSemo kot

b =expet(-In p,)) =(p,)". (3.30)
Tudi ta model ima lastnost nezveznosti jakosti sosti v celoStevinih tockah.

Zadnji model, ki ga bomo obravnavali, predpostaVijeearnost (oz. enakomerno
porazdelitev) za_.q,,,. Omenjeno predpostavko, v Severni Ameriki pozn&ab

Balduccijevo hipotezo, zapiSemo kot
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1-sGes = 1 9)0,, (3.31)

od koder lahko izraunamo verjetnost prezivetja

P, 1-q,
P = = : 3.32
1-s px+s 1_ (1_ S)qx ( )
Jakost smrtnosti dobimo iz (3.13)
1_
fhs = —IN(, P)]'= IN—— )]
1-@1-19)q,

(3.33)

_ g,

1-@1-9)a,

Jakost smrtnosti med letoma 30 ter 32 je predstia@lpa sliki 3.2, kjer smo vrednosti
Omazo IN 0,5, VZeEli iz tablic smrtnosti za moske za leta 1993RS.

Slika 3.2: Jakost smrtnosti na intervalu [30, 32]

m[20 4+ =] H[Fl+ =]
0001722
0001802
00017225
0_00LE0ES
0_001722
0001502

00017215 00018015

o001zl o_0olsol

0_0017z05 00015005

Vir: Lastni izraun

Iz slike 3.2 direktno izhaja nezveznost jakosti tsiosti v celoStevdnih tackah. Prav
tako opazimo, da je jakost smrtnosti padajéunkcija med celoStevhimi tockami,
kar neposredno izhaja ze iz (3.12).

3.2.2 Primeri analiti¢cne porazdelitve T,

Zelo uporabne so tudi aproksimacije za jakost sosttny, (imenovane zakoni

smrtnosti), ki so odvisne samo od starostiZgodovinsko gledano je vedno obstajala
teznja po sploSnem izrazu za porazdeliigyt , ki)bi temeljil na osnovnih naravnih

zakonih (po analogiji s fizikalnimi zakoni) in kpkakticen za uporabo. V nadaljevanju
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so predstavljeni nekateri primeri (analiih) porazdelitev, ki so poimenovane po
njihovih izumiteljih.

De Moivre (1724) je predpostavljal obstoj maksimalne staréstveSke rasew in
enakomerno porazdeljenoBt med O ina — x . Gostoto takSne porazdelitve zapiSemo

kot f,(t) =1/(w- x). Jakost smrtnosti dobimo iz (3.13)

Uy =—INA-F, (O] = {In(L-t/(a - X)]
1 (3.34)

=  O<t<w-X,
w—-X—t

kar je nara&joca funkcijacasat . Verjetnost preZivetja je v tem primeru enaka

(P = eXIO(-j Hyes d9) =eX|O(-jl/(w- X—s)ds)
0 0 (3.35)

Na sliki 3.3 je prikazana jakost smrtnosti ter g&ipsti prezivetja trideset let stare
osebe, kjer smo za privzeli vrednost 121 let (Mat&, 2000, str. 120).

Slika 3.3: Jakost smrtnosti in verjetnosti preZivefa— De Moivre

L[20 +1] 20 +%]

Z0 4IIJ EIEI SIEI
Vir: Lastni izraun

Naslednji zakon smrtnosti je pod&ompertz(1825), ki je predpostavil, da jakost
smrtnosti raste eksponentno. Predpostavka je smigel zrele ter starejSe generacije

in ne potrebujemo predpostavke o obstoju maksimstia®stic. . Jakost smrtnosti je
podana z

U, =Bc,t>0, B>0c>1 (3.36)

28



Verjetnost prezivetja je enaka

t
P = exp(—j Bc*™* ds)
0 (3.37)

cX(c'-1)

=9

kjier je g =exp(B/Inc). Na sliki 3.4 je predstavljena jakost smrtnostvarjetnosti

prezivetja za trideset let staro osebo po Gompegtnozakonu. Proces staranja v tem
primeru odraza boljSo sliko kot pri De Moivrejeverakonu, ki odpravlja, kot smo
omenili, predpostavko o obstoju maksimalne statdgtieSke rasew .

Slika 3.4: Jakost smrtnosti in verjetnosti prezivefa — Gompertz

H[20 + %] e [20 +%]

Zn 20 0} &0 100 Z0 20 0} &0 lo0

Vir: Lastni izraun

PosploSitev Gompertzovega zakona je narsldikeham(1860). Jakosti smrtnosti je
dodal konstanto, ki jo interpretiramo kot smrtiadirnezgod, neodvisnih od starosti,

M =A+BC™,1>0, A>0, B>0 c>1 (3.38)

Verjetnost prezivetja je v tem primeru enaka

t
P = exp(—j A+Bc**°dy)
0 (3.39)

XAt
=Stgc (c 1)'

kier je g=exp(B/Inc) in s=exp(A). Na sliki 3.5 je predstavljena jakost
smrtnosti in verjetnosti prezivetja za tridesetdt&tro osebo za primer Danske, kjer
imajo konstante naslednje vrednos#=5010",B=7,585810" in c¢=1,09144
(Norberg, 2001, str. 14).
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Slika 3.5: Jakost smrtnosti in verjetnosti prezivefa — Makeham

p[20 45 P20 +%]

Z0 20 60 &0 100 &0 100

Vir: Lastni izraun

Poseben primer zakonov smrtnosti je konstantnasjagmrtnosti, ki jo dobimge v
Gompertzovem zakonu izberenm= dli ¢e v Makehamovem zakonu izberemo
B =0. Porazdelitev skajne spremenljivkeT, je v tem primeru kar eksponentna

porazdelitev. V matemdtiem smislu je omenjena porazdelitev lahko doumljiva
vendar ne odraza realtlveske smrtnosti.

Weibull (1939) je predpostavil, da jakost smrtnosti rdste potencacasat, kar
zapiSemo kot

My =K(X+1)", (3.40)

kjer sta konstantk > 0On n > 0. Verjetnost preZivetja je podana z

P, = exp{—%[(x +)™ - x™ j (3.41)

3.2.3 Vpliv selekcije

Tablice smrtnosti so narejene zacrto dola@eno skupino ljudi, razdeljeno po
faktorjih, kot so spol, generacija, tip zavarovanceZaetna starosix ima v tablicah
pomembno vlogo, kar lahko pokazemo na primeruegkega zavarovanja. Dejstvo
je, da je oseba, ki sklene danes zivljenjsko zaxaame, boljSega zdravja kot oseba, ki
ga je kupila pred weleti, kljub enakim faktorjem (starost...). T&inek upoStevajo
selektivne tablice smrtnosti, kjer so verjetnostirts razdeljene glede na pristopno
starost. Zq,;,, 0zn&imo verjetnost smrti v naslednjem letu @a+t le) staro osebo

ob pristopni starostk let. Selekcija vodi do naslednje neenakosti
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O < Oxaer < Opxzfer < oo (3.42)

Efekt selekcije oldiajno oslabi po nekaj letih, recimo letih, kar imenujemo
selektivna perioda. Tablice, ki jih uporabljamo gt ko potée to obdobje, se
imenujejo ultimativne tablice smrtnosti. V primekn so tablice smrtnosti odvisne
samo od starostx, jih imenujemo agregatne tablice smrtnosti.

4. ANALIZA UPORABNOSTI MARKOVSKIH
PROCESOV

4.1 Markovske verige

V poglavju 3.1 smo predstavili enostaven model ipetja, katerega uporabljamo pri
vrednotenju zavarovalniskih produktov, ki so defini z dvemi stanji (ziv ter mrtev).
Bolj kompleksni zavarovalniski produkti imajo v sphem vé stanj. Kot primer
lahko navedemo zavarovanje za (deloe tezke) bolezni, kjer imamo tri stanja:
zdrav, mrtev ter bolan. V vsakem primeru, ne gleda kompleksnost
zavarovalniSkega produkta, bo izfila zavarovalnice zavarovancu &hjna
spremenljivka. Porazdelitev te 8ajne spremenljivke je osnova za &ra premij,
rezervacij ter za uravnavanje tvegan,;.

Markovske verige so matem&io orodje s katerim lahko modeliramo tudi
zahtevnejSe zavarovalniske produkie. Zelimo doléen model uporabljati, moramo
poznati nekaj osnovnih podatkov: verjetnosti prehod mnozico stanj,case
prehodov...Pomembno je tudi dejstvo, da&gs kljiknega pomena, saj se verjetnosti
prehodov spreminjajo skozas. To dejstvo nam po¥&@ mnozico stanj za dimenzijo
opazovanegaéasa.

4.1.1 Markovske verige v diskretnentasu

Z markovsko verigo v diskretnetasu ozn&mo markovski proces v diskretnatasu
s kortno ali Stevno mnozico stanp. Predstavljamo si jo lahko kot delec, ki
preskakuje iz stanja v stanje v trenutkie 0,,2 Delec je pozabljiv v smislu, da se

bo odlail kam skaiti samo na osnovi tega kjer je.
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Matematéen opis oziroma definicija markovske verige v d&kem casu je
naslednja: zaporedje shinih spremenljivk X,, X,, X, .z vrednostmi v (Stevni)

mnozici stanjS, je markovska verig&e velja
P(X, =X, =1, X Zh 50Xy, =i) =P(X, = ]| X, =1), (4.2)

za vsa stanjai,,...i,,,0,]0S, kar je matematen zapis zgoraj omenjene

pozabljivosti (Buhlmann, 1970, str. 32). Lastno$fi.l) pravimo tudi lastnost
Markova. Pogojno verjetnost na desni strani enakdst) v sploSnem ozgano s

p{™" in jo imenujemo verjetnost prehoda (iz stahja stanje j med¢asomm in

n).

Verjetnosti prehodovpij(m'”) markovske verige v dikretnetfasu zada&jo engbam

Chapman-Kolmogorov

(mn) — (m]l) A (l,n)
Pi _Zpik Py (4.2)

kOs

za vsa stanja, j S in celecasem<| <n. Enabe Chapman-Kolmogorov dobimo s
pomaijo markovske lastnosti in zakona polne verjetnosti

PP = S R(X, = 1, X, =k| X, =i) = 3 P = 1K =Xy =)
KOS koS P(X,, =1)

=ZP(X” =j|X, =k, X, =i)P(X, =k, X, =i)
KOS P(X,, =1) 4.3)
:ZP(Xn =j| X, =k)P(X, =k| X, =i)

kOs

_ ml) ~(.n)
_Zpik Py -

kOs

Iz en&b Chapman-Kolmogorov lahko dobimo sploSne verjgtnmehodov v obliki
verjetnosti prehodov enega koralﬁi“'“*l). Tako je porazdelitev markovske verige

dolotena, ko poznamo verjetnosti prehoda enega korgkd™ ter zaetno
verjetnostno porazdeliteq; = P(X, = j .)lz omenjenih podatkov lahko iziegnamo

verjetnost poljubne poti

P(Xo =ig, Xy =iy, X =) =4 poY - plmin, (4.4)

ol1 n-1ln
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Pravimo, da je markovska verigéaéovno) homogendgge za vsem,n= 0On n=m
velja naslednja enakost

(m.n)

P = p . (4.5)

Verjetnosti prehoda enega koraka v primeru homogeakovske verige zapiSemo
(n,n+1)

kot p;

j = p; » splosne verjenosti prehoda pa so odvisne sam@salne razlike

pi™*™ = p{" (verjetnost prehodal -korakov). Enabe Chapman-Kolmogorov v

primeru homogenih markovskih verig preidejo v

P =2 P Py zam<l <n (4.6)
kOS
Ce verjetnosti prehoda enega koraka zloZzimo v matpkehodov P = (p; ); i<y »

potem verjetnost prehodakorakov dobimo s potenciranjem matrike
p"(') =P, (4.7)

kar sledi direktno iz erd Chapman-KolmogorovCe s P(n) ozna&imo matriko
P(M) = (" ); jen » enabe Chapman-Kolmogorov zapisemo kot

P(m+n) = P(m)P(n), od koder sledP(n) = P@)" = P".

4.1.2 Sl&ajni sprehod

Sluéajni sprehod je primer uporabe markovskih verigskigttnemcasu. Definiran je

kot X, =Y, +Y,+...+Y,, kjer sl&ajne spremenljivkeY; predstavljajo korake

sprehoda. So neodvisne, z verjetnostno porazdgelitvi

P(Y, =1) = p,
PY, =-)=1-p.

Lahko je preveriti, da velja markovska lastnost
P(X, =X, =i,...., X, =1)
=P(X, Yy oY, = [ X =0, X =)

=P(Yy t...+Y, =] i)
=P(X, =1 X, =i).
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Matrika prehodov je neskona

Verjetnosti prehodan -korakov izr&unamo kot

n+j-i n+i—j

p 2 @1-p) 2 ,za0<n+j-i<2ninjen+ j—i sodostevilo

n
p” = ((n+i—i)/2]

0, sicer

4.1.3 Sl&ajna izpladila

Naj bo X,, X;, X,,...homogena markovska veriga. V vsakem trenutkubo
delec dobil plailo r,, ¢e bo takrat v stanju (izplagilo r, je lahko tudi negativno). V

korakih 012,...,M bo delec dobil izpkala, ki so sléajne spremenljivke. Celotno
izplgilo Y zapiSemo kot

Y=§: r1(X, =K).

1=0 kOS

Ce z&nemo Vv stanjui in ozn@&mo matematino upanje celotnega izpii z E,
velja
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E(Y)=E (zzrkl (X, =k))

1=0 kOS

D RE (X =k)

M

nR (X, =k)

k

> orpy

0s

]
M= M= 1M

I
o
=

UposStevali smo lastnost indikatorja, ki lahko zaneasamo vrednosti O ali 1.

4.2 Odsekoma zvezni markovski procesi

Casovno zvezen markovski proce§, t >0 z diskretno (kotno ali $tevno)

mnozico stanj S, imenujemo odsekoma zvezen markopsces. Verjetnosti
prehodov

R (st) =P(X, = ][ X, =1) (s<1), (4.8)
zadogajo engbam Chapman-Kolmogorov

R (st) =X R u)Ry(u,t) (0 s<u<t), (4.9)

kOs

pri ¢emer je to posledica lastnosti Markova (Bihimar87Ql str. 40)Ce s P(s,t)
ozn&imo matriko z elementP, (s,t ,)en&be Chapman-Kolmogorov preidejo v

P(s,t) = P(su)P(u,t) (O s<uc<t). (4.10)

Ce poznamo matriko prehodow(s,t )n zaetno verjetnostno porazdelitev
g = P(X, =1), lahko z uporabo lastnosti Markova zapiSemo sglogerjetnosti

procesaX,. Torej zaO<t, <...<t, velja

P(Xo =0, X, = Jpyoors X, = 1) =GR O) P (trt,) (4.11)
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POX, = liens X, = 1) = 2R, O1).- P, (Gaty). @12)

i0s

Predpostavimo, da so funkcife (s,t zyezno diferenciabilne, kjer je

0 i#]
%@$=%={1._J (4.13)
=]
kar implicira na obstoj naslednjih funkcij
0 _ . _PB(ssth)-9
0;(9) =5 R (s:1) s =1im . - (4.14)

V nadaljevanju bomo poskusali porazdelittasa v posameznih stanjih opisati s
funkcijami o; (s). Pri tem je bistvena interpretacija produldg(s) th pri majhnem

h, kar predstavlja odstotek populacije, ki je naimalu [s,s+ h] skatil iz stanjai v
stanje j . Zaradi predpostavke o zvezni diferenciabilnastikcij P, (s,t) sledi, da so
funkcije o; (s) zvezne in je kotiina o; (s) th dejansko priblizek verjetnosti preskoka

na intervalu[s, S+ h] , kar povzema (4.15).

Za h>0in h - 0 veljajo naslednje enakosti

P(ss+hy=] "ol 1#] 4.15
1SSV 14 ha, (9 +o(h) iz (*4.15)
L . . N . . f(h) _
pri cemer pravimo, da je funkcijaf (h Yazredao(h ) ¢e velja ||mT— .

h-0

Razlaga prve vrstice etlze (4.15) je poenostavitev verjetnosti prehodaanjai v
stanje j v zelo kratkentasovnem intervaltﬁs, s+ h] - verjetnost je proporcionalna

in zato funkcijoo; (s )imenujemo jakost prehoda.

Izratunati zelimoPR, (s,s+t )za vsex,t > On i, jS. Ogledali si bomo razliko med

P (s,s+t+h) in B (s,s+t), pricemer bomo upostevali et (4.15). Velja
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P(s,s+t+h)=P(Xg., =X, =i)
= PXguan = J: Xou =KI X, =1)
kOs

= z P(Xs+t+h = J | Xs+t = k)P(Xs+t = k | Xs = I)’
kOs
pri cemer smo uporabili formulo

P(An B|C)=P(A|Bn C)P(B|C),

in upostevali lastnost Markova za ptlen desne strani eélae. Sledi

B (s5+t+h) =Y (0 (s+1) th+0(n)P, (s,5+1)

+P(ss+1)(1-3 0y (s+1) )

Velja

Pi(s,;s+t+h)—-PR (s,s+t)

=3 0 (s+ DR (s 5+ + X

h kOS
k#j

+B (s, S+t)(_z o, (s+1))

1#£]

Posliemo $éh —  On dobimo

%P.J (s,s+1) :Zka(S+t)F)ik(S’S+t) +PR, (S’S'*'t)(_ZUn (s+1)).

KOS 1#]
k#]

Ce formalno ozn&imo o (s+t) == o, (s+t), dobimo kowni rezultat

1#]

% P (st)= Zn: P.(s,t) o(t). (4.16)

kOs

Jakosti prehodov imajo pomembno vlogo, saj je znnjdolotena porazdelitev
odsekoma zveznega markovskega procesa. V bistvudabidi rezultat odvajanja
enabe (4.9) patasut, kjer upoStevamo, da je =t. To so ené&be Kolmogorova, ki
jih zapiSemo v maténi obliki kot:
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% P(s,t) = P(s,1)At) , (4.17)

pri ¢cemer je A(t ) matrika z elementio,(t .) Pri izpeljavi eng&be (4.16) smo
implicitno predpostavili, da je mnozica stafjkon¢na. V tem primeru eha (4.15)
za vsak fiksers teri preide v kogien sistem linearnih navadnih diferencialnih @na
(v bistvu spremenljivkas in indeksi nastopata samo v &tnem pogoju (4.13)).
Podobno ima ertha (4.16) pri dani jakosti prehoda;(t @no samo reSitev
kompatibilno z (4.13). Zaradi navedene lastnosti nsarkovski modeli olgajno
podani z jakostmi prehodaw; (t . )

Ce odvajamo en#o (4.9) pos in upostevamau = s, dobimo engbe Kolmogorova
oblike:

% P(s,t) = A(S)P(s,t), (4.18)

Pri normalnih pogojih sta oba zapisa @m&olmogorova ekvivalentna, kar pa Se
velja v primeru, ko so jakosti prehodov omejesaﬂaij (t)‘ <o, zavsakt> 0V

i
primeru, ko ta pogoj ne velja, ima drugi zapigjedundamentalno tezo.
Kot rezultat enébe (4.15) sledio;(s)> 0zai# ] in o,(s)<0. Ce odvajamo

identitetoz P (sit)=1pot vtoeki t = s, dobimo:

j0s

0,(89 =-2,0,(9). (4.19)

j#i
Od tod sledi, da ima vsaka vrstica matrikevsoto n&.

Za konec tega poglavja podajmo samo razmiSljangameru, ko so jakosti prehodov
konstantne. V tem primeru dobimo homogeno markowskago v zveznentasu, kar
aktuarsko pomeni, da se osebe ne starajo.

4.2.1 Ekvivalenca s Poissonovim procesom — homogenimer

V naslednji dveh razdelkih bomo prikazali uporaknasarkovskih procesov v
zavarovalnistvu. Intuitivno lahko sklepamo, da sarkovski procesi minejSe orodje,
s katerim ob privzetku dotenih z&etnih parametrov, lahko ekvivalentno zapiSemo
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modele, ki smo jih ze predstavili v prejsnjih pogla. Za za&etek si oglejmo
Poissonov proces, ki smo ga opisali v poglavju.®.5Gre za markovski proces z
mnozZzico staan={O,],2...} in jakostmi prehodov

ozj(s)={g J=ivl

sicer

Matrika A je v tem primeru naslednje oblike:

-1 ) 0
.
A=
-1 A
L O _/1_

Ocitno je, da gre za Poissonov proces, ki ima neodyistacionarne Poissonovo
porazdeljene prirastke. Lahko je tudi dokazatigdaza ekvivalentni definiciji.

Glavna uporabnost Poissonovega procesa, je \Crmni procesu Stetja: nak,

modelira Stevilo pojavov dotenega dogodka&asu[o,t] (npr. Stevilo avtomobilskih
nesre¢). 1z matrike A sledi:

Ro' () = =ARo (1)
RO =AR,({)-AR (1) j>0

z za&etnim pogojemP,(0) = J,,. Iz prve en&be dobimoP,(t) =Je™ . Izrasunamo
Se R, (t) za vset. ReSujemo erdo F;;'(t) =R, -4 Oj(t), kjer uporabimo

metodo variacije parametra. Splosna reSitev honegerébe R, '(t) = -AF;(t) je

ae™™. Poiskati je potrebno $e posebno (partikularnditee oblike a; (te™

Vstavimo v prvotno er#o in dobimaz;'(t) = Aa;,(t ) od koder dobimo resSitev

_ ()lt)‘

a;(t) = . Splosno resitev zapiSemo kot:

(/ﬂ)' ot

- At

POJ (t) +ae ’
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z za&etnim pogojemF,; (0) =9, , od koder sledi da jex = .OPodobno dobimo

sploSne verjetnosti prehodov:

A" x

Rt =1(-i)
0 j<i

Zdaj lahko analiziramo lastnosti prirastkov proceSaazimo, da je proce&asovno
homogen in tudi homogen v mnozici staRj(t) = B, ;,,(t . )

Z uporabo zadnje lastnosti in lastnosti Markovesza s, <...<s <s<t velja:

P(X, = X, =] |XSO =iO,XSl =i1,...,XSh =i,
=P(X, =i+ ]| X =i)= Pii+j(t—S): Poj(t—s)
(A(t T'S))j e A(t9)

jl

X, =i)

S

kar dokazuje, da je prirasteX, — X, neodvisen od zgodovine proce(@éu,u < s) in
ima stacionarno Poissonovo porazdelitev.

Ker se Poissonov proces, spremeni samo pri skokih, ga lahko opiSemo tuekr
¢asov, v katerih so se zgodili skoki. §,T,,T,... ozn&imo case, v katerih je bil
proces v stanju 0,1,2...VeljX, = ,1X;,. =2..., kjer predpostavimo zveznost z

desne.

Verjetnostna porazdelite¥asa T, prezivetega v stanjy Poissonovega procesa je

podana z:
P(T, >t| X, =0) = P(X, =0| X, =0) = Py(t) =™,

kar z drugimi besedami pomeni, da ifig eksponentno porazdelitev s parametrom
A. Velja:

P(M, >t| X, =0T, =s) = P(X,,4
=P(X.,—X,=0] X, =0T, =s) =P(X
=Pty =™

=1|X, =0T, =9)
- X, =0),

t+s
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Upostevali smo, da so prirasti,,. — X, neodvisni od zgodovine procesa (tEsa
s). Zgornja izpeljava posletho pomeni, da jel; neodvisen odl, in da ima enako
eksponentno porazdelitev. Podobno bi priSli dojméké, da jeT,,T,,T, ... zaporedje

neodvisnih, eksponentno porazdeljeniktajaih spremenljiv s parametror.

Vecina aktuarskin modelov vsebuje jakosti prehodov,s&i odvisne od starosti
opazovane osebe. Kljub temu je glavne ideje laigelgiaviti natasovno homogenih
procesih, kjer veljaR, (s,t) =B, (Ot —s) =B, (t—s )in kjer so jakosti prehodow;

¢asovno neodvisne. Tako tudi eksponentna lasttesiv Poissonovega procesa ni
nakljucje. Pozabljivost procesa zapiSemo kot

P(T>t+u|T >t)=P(T >u),

kar dol@a eksponentno porazdeljenecsipne spremenljivke in je obvezni pogoj, ki
velja zacasecasovno homogenega Markovskega procesa.

Tako je prvicas T, =inf{t:Xt % XO} ¢asovno homogenega odsekoma zveznega

Markovskega procesa z jakostmi prehodaw, eksponentno porazdeljen s
parametrom/, = -0, = Zaij , kar z drugimi besedami pomeni
j#i

P(T, >t X, =i) =e™.

Zgornjo en&bo dokazemo s ponim diskretizacijecasa. Jasno je, da je dogodek
{T >t} ={X, = X,,0< s<t} tezko obvladljiv, saj vsebuje kontinuufasov0< s<t .
Definirajmo dogodke

B, ={Xn = X,,| =12,...,2”}.

2n
Tako je

P(B, | X, =1) =(R(t/2")7 = (L+,t/2" +0(1/2")7".

KerveljaB, 0B, 0...0B, O... in{T, >t} =()B,,, sledi

m=1
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P(T, >t| X, =i) = P(() By | X, =)

=lim P(1B. 1 X0 =1) = [im P8, [ X, =1)

n- o m=1 n- o

=|im @+o;t/2" +o(/2")*

n- o

— eaiit - e—/iit

Pri Poissonovem procesu im@s skokov precejSnjo tezo. V sploSnem moramo
definirati tudi stanje, v katerega bo proces préskixil). Skok iz stanjaX, =i v
stanje X, =] se bo zgodil z verjetnostjo proporcionalno jakgsghodao; . Velja

tudi, da je X, neodvisen od,. Cxitno zai # j velja

P(Xt+h = jlt<TOSt+h|XO :|)

=P(Xup =1, T, >t X, =1)

=P(Xpn = 11 Xo =1, Ty >)P(T, >t ] X, =1)
=P(X,, = ]| X,=i0<s<t)e™

_ -\

=P (he™

Ce dobljeno delimo sh limitramo proti 0, je skupna verjetnostna porditde
oziroma gostota »spremenljivi&; in T, pogojno naX, =i enaka

oe™.

Z drugimi besedami to pomeni enakost s produktorjetrestne gostotéasa e ™

in g; / A . To dokazuje, da je verjetnost skoka iz stanjastanje j , zai # j enaka
P(Xy, = |1 X, =) =0y 14

in posledéno neodvisnosX, in T,.

Dobljeni rezultat velja tudi za kasnejSe skoke, jamposledica lastnosti Markova.

Torej, ko proces pride v stanjg, ostane tam eksponentno porazdeljgasa, kjer je
c¢as porazdeljen s parametroin. V stanjek preide z verjetnostjor, / 4, .
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Kot koncen rezultat tega razdelka navedimo Se pavwe/rednostasa, ki ga proces
prebije v stanjuj - ta je enakdl/ A, . Podatek ima svojo tezo, predvsem v primerih,

ko jakostim prehoda dotamo numetine vrednosti.

4.2.2 Ekvivalenca z modelom prezZivetja — nehomogepiimer

V poglavju 3.1 smo kot pomembno koho v razpravi o porazdelitvah preostale
zivljenjske dobe definirali jakost smrtnosji,. Intuitivno nam jakost smrtnosti

predstavlja odstotek populacije staxelet, ki bo umrla véasu [x,x+1]. Tako za
funkcijo prezivetja velja

S,(t) = expt-[ p,du).

Pri modelu prezivetja imamo dve staniji: Ziv in mrtdakost prehoda iz stanja Ziv v
stanje mrtev je enaka(t -)torej je kar jakost smrtnosti. Matrika jakostepodov je

enaka

A = {- H() u(t)}

0 0

pri cemer smo upoStevali dejstvi, da je vsota vsakécerstmatriki A enaka 0, ter da
se oseba, ko pride v stanje mrtev ne vriewstanje Ziv. 1z end Kolmogorova sledi

a _-—
a P, (sit) = —u(t) P,y (S,1).

Ob upostevanju zatnega pogoj®,, (s,s) = $ledi

P, (s,t) = exp(—'[ H(X)dX).

To nam da ekvivalenco s funkcijo prezivetja, sajggetnost, da bo oseba stardet
prezivela Se periodtasaw, enaka

stw w

WPy = S,(W) = Py (5,5+ W) =exp [ 4,()dx) = exp(-| i (s + y)dy).
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Zadnja ené&ba dokazuje nujo pdasovno odvisnih jakostih smrtnosti in po drugih
aktuarskin modelih — konstantna jakost smrtnogti bi pripeljala do ¢asovno

neodvisne verjetnostj p,, kar je absurden rezultat.

Zgornji rezultat je ena instanca splosne formulesnko jo podali v uvodu poglavja.

4.2.3 Integralska oblika en&b Kolmogorova

Naj bo X, odsekoma zvezen Markovski procesRZbomo oznéili sluc¢ajni ¢as med
¢asoms in naslednjim skokom

{R>w X, =i}={X, =i,ssuss+u}. (4.20)

Pri modelu preZivetja bi po zadnji formuli prejSygerazdelka izraunali verjetnost,
da boR, >w, pri pogoju, da je procesdasu s v stanjuziv. V sploSnem velja

stw

P(R >w| X, =i) =expt |4 (u)du). (4.21)

Torej za stanje procesX(” = X (stanje v katerega bo proces &Ko sledi

S+Ry
podoben zakljéek, kot pri homogenem primeru:

o;(s+w)

) — . _ _
P(Xs _Jlxs_l,RS_W)_/‘i(S+W).

(4.22)

Dobljeno ni samo lepa lastnost odsekoma zveznitkowakih procesov, ampak je
tudi zelo uporabna etlaa za izpeljavo integralske oblike €bhaolmogorova.

R (s =P(X =][X,=i)

= ZTP(XI = X, = i R, =w, X§+) = I)UiI (s+w)exp '[/]i (u)du)dw

IZi o

(4.23)

- ZTP'I' (s+w,1)g; (s+w)exp(- '[Ai (u)du)dw

[ES I

Zadnje predstavlja integralsko obliko €h&olmogorova — v to se lahko prefamo
Z odvajanjem pd. Sama engba sledi intuiciji, saj je stanjg razlicno odi in zato
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mora proces po neketrasu skeiti iz stanjai. Po enabi (4.21) se bo prvi skok po
¢asus zgodil ob¢asus+w z verjetnostjo gostoto

Stw

A (s+w)exp- [ 4 (u)du). (4.24)

Po enabi (4.22) bo proces skid v stanje | po periodi [s,s+ W] Z verjetnostjo
o, (s+w)/ A (s+w). Ostane Se efekt prehoda iz stahja j v ¢asovnem intervalu

[s+w,t].

t
Ko je i = | se doda Se dodattien exp(—j)li (u)du), saj je proces lahko v stanju

S

celotencasovni interval[s, t] :

Ce izhajamo iz zadnjega skoka pré&msomt namesto iz prvega skoka pasu s,
dobimo Se en tip integralske oblike éhaZai # | velja

=S

RsD=Y |

k#zj o

P (s,t—w)g, (t —w)exp(- Jt')lj (u)du)dw. (4.25)

4.3 ZahtevnejSi modeli

4.3.1 Multipli-dekrementni model

Pri tem modelu so edini mozni prehodi iz stanjaflanje j, za j =1...,n. Torej so
jakosti prehodovo; (x )matematino gledano enake 0 za# [ edina jakost

prehoda razéina od 0 jeo,; (x ) Verjetnosti prehodov so podane z

X+t

P (X, X +1) = exp(—J'UOj (X +u)du),

pri cemer smo upostevali, da je verjetnost skoka izjatGnnacasovnem intervalu
[x, x+t] enaka
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X+t m

D B (x, x+1) = expt J'Zaoj (x+u)du),
i=1 x j=1
4.3.2 Model zakonskega stanu

Opazovana oseba se lahko nahaja v naslednjih tstaggi ni bila poréena, je
poraiena, ovdovela, k®ena, mrtva. V tem primeru definiramo odsekoma zweze
markovski proces na prostoru zgoraj omenjenih stanj

4.3.3 Model Stevila Skod pri voznikih

Naj bo X, ¢asovno homogen odsekoma zvezen markovski procesypisuje

kumulativno Stevilo Skod, ki jih je povztib voznik v ¢asovnem intervaIL{O,t].
Jakosti prehodov so podane z

o = a+if cejej=i+l
! 0 sicer '

kar z drugimi besedami pomeni, da se stopnje tiegoe€ujejo linearno skozi
voznikov nezgodni dosje. Matrika prehodov procestako enaka

-a a 0

—a-B8 a+p
—a-2B8 a+28|

Enabe Kolmogorova za zatno verjetnosk,; (t o podane s

P(;o(t) =—aRy(t)
P =(a+(j-DB)R (1) ~(@+jBPR;1), >0

Enabe reSimo podobno kot smo to storili pri Poissomoyeocesu. ReSitevdémo v
obliki

Ry (1) = y; (D)™ 7",

pri cemer funkcijey; (t )zadogajo
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v =y.0@+(i-Dpe".

To reSimo z uporabo rekurzije, ptemer upostevamo &etni pogoj y; (0) =9y,
Dobimo
a(a

a _ + ) 2
—eﬁ_ y Zt_—z eﬁ_l .
ﬁ( D, v, () 23 ( )

Vo) =1 pi(t) =
SploSnic¢len je enak

a@+f)..@+(=Df) gn _y
jlp! ’

y;(t) =

kar nas pripelje do resSitve

Ry = M AU e et

5. CASOVNA TER GEOGRAFSKA PRIMERJAVA
RESITEV ODSEKOMA ZVEZNEGA MARKOVSKEGA
PROCESA S TREMI STANJI

5.1 Vrednotenje zavarovalnih produktov

Razvoj moderne finaime matematike je v veliki meri vplival na pojav ffovnetod
vrednotenja zavarovalnih produktov. Vrednotenjesikldh Zivljenjskih produktov je
potekalo do preteklih nekaj let izk§jno z uporabo principa ekvivalence ob konstantni
obrestni meri, ki se uporablja Ze od antike napbDgnes se v@gnoma uporablja
metoda, ki jo imenujemo testiranje dd&konosnosti zavarovalnega produkta
(uporabljajo se seveda tudi druge bolj ali manjenmetode). Ta je zelo uporabna pri
vrednotenju zivljenjskih zavarovanj z nalozbenineganjem. Tako se obravnava
pricakovani denarni tok posamezne zavarovalne pogokba sjeno zavarovalno
dobo in analizira se vpliv razhih parametrov (obrestna mera, umrljivost, jakost
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odkupov zavarovalnih pogodb, stroski...) na vredndetotene mere (npr. da
zavarovalnica lahko zae s prodajo dolenega produkta, mora pokriti ¢gne
stroSke oziroma povedano drdga zavarovalnica mora rezervirati/vloziti déém
zatetni kapital. Mera bi v tem primeru bila donosndstzenega kapitala.).

Omenjeno predstavlja vrednotenje zavarovalnih pktmudanes. Vendar nas ze v
bliznji prihodnosticakajo korenite spremembe na tem péfroZ vpeljavo novih
mednarodnih r@&novodskih standardov naj bi se vpeljala tako imvana »fair
value« metoda - metoda trzno konsistentne oz. pesSteednosti - za vrednotenje
obveznosti in s tem poslédio tudi za vrednotenje samih zavarovalnih produkiRxy
tej metodi se vsi denarni tokovi diskontirajo sntrgho aktualnimi diskontnimi
faktorji, kar pomeni v§o povezanost vrednosti zavarovalnih obveznostifpktov z
vrednostmi nalozb, na katere so vezane zavarowdineznosti.

Da gre vrednotenje zavarovalnih produktov v smejevpovezanosti med gibanjem
nalozb ter samimi parametri pri vrednotenju nantgitudi spodnja tabela, kjer je
predstavljeno gibanje povpme donosnosti ob izdaji slovenskih obveznic. Vidimo
da znizevanja obrestnih mer pri vrednotenju obvstzfpwoduktov ne bo zadostovalo
za doseganje v¢g korelacije med kapitalskimi trgi in  vrednostjo
obveznosti/produktov.

Tabela 5.1: Dolgord@ni vrednostni papirji RS v SIT (od leta 2001, prvezdaje)

Vrednostni Datum Povpreéna donosnosRoénost
papir izdaje ob izdaji (v letih)
RS22 13.2.2001] TOM + 4,79% 5
RS25 l.izdaja | 18.4.2001 TOM + 4,94% 5
RS27 l.izdaja | 4.12.2001 TOM + 4,13% 5
RS34 l.izdaja | 18.2.2002 TOM + 4,04% 5
RS35 l.izdaja | 18.3.2002 TOM + 3,91% 5
RS37 l.izdaja | 19.4.2002 TOM + 3,83% 5
RS40 l.izdaja | 31.5.2002 TOM + 3,64% 5
RS41 l.izdaja | 17.6.2002 TOM + 3,51% 5
RS43 l.izdaja | 15.10.200POM p.a. + 2,89% 5
RS52 l.izdaja | 8.4.2003| 6,420% 5
RS56 l.izdaja | 11.2.2004 4,910% 5
RS60 l.izdaja | 31.3.200% 3,753% 5
RS54 l.izdaja | 15.10.2008,750% 10
RS57 l.izdaja | 15.3.2004 4,928% 10
RS59 l.izdaja | 15.1.200% 4,117% 11

Vir: MF

V zadnjeméasu smo bili aktuarji in naSe metode pogosto delkdtik. Gre namré
za to, da ljudje pogosto zanemarjajo dejstvo, défisancno) dol@danje cen precej
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razlikuje od (aktuarskega) vrednotenja obveznogiroma oblikovanj rezervacij
(Dhaene, 2005).

Poglejmo si naslednji preprost primer. Recimo da gmodali pogodbo, s katero smo
se zavezali, da bomo kupcez leto dni plaali 1,03 evra. Kupec nam za pogodbo
placa en evro, kolikor znaSa trzna vrednost pogodbedpgtristavimo tudi, da med

trajanjem pogodbe ni nobene nevarnosti bankrotapikaer Se poenostavi.

Glavno vpraSanje, ki si ga lahko postavimo, je: ek nalozbeno strategijo naj
izberemo, da bomo lahko na koncu leta izpolnilionabveznost? Seveda lahko
vprasanje razsSirimo in se vpraSamo tudi koliko bgmdaksni strategiji zasluzili?

Pri obravnavi zgornjega primera bo figan ekonomist takoj ugotovil, da je letna
obrestna mera¢e na trgu ni arbitraze, triodstotna. Zan) je jasda, je pogodbo

mogaie stoodstotno zavarovati, kar stori z nakupom m@Ewega vrednostnega
papirja z rénostjo enega leta. Po enem letu bo obveznost igmans stoodstotno
gotovostjo. Med trajanjem pogodbe torej nismo izgadgeni nikakrSnemu tveganju.
Vendar pa ima takSna strategija veliko pomanjkiive prodajo pogodbe nismani

zasluzili.

Aktuarji gledamo na zgornje vpraSanje tudi diegaZa popléilo prihodnjih
obveznosti lahko vnaprej oblikujemo rezervacijel &edstev lahko vlozimo v skladu
z neko (tvegano) strategijo. Seveda je na tem nagtialno vprasanje koliko naloziti
v tvegane naloZzbe. Recimo da znesek tvegane natlmtbegmo tako, da je verjetnost
izplacila koncnih obveznosti dovolj velika (ali pa poljubno velik

Ocitno oba primera strmita h kdnemu cilju — popl&lo obveznosti iz pogodbe.
Vendar zakaj bi si sploh zeleli privzeti aktuargkistop, ki kot vhodni parameter
jemlje naso (ne)nagnjenost k tveganju. Z nalozlegarevra v netvegano nalozbo se
namre& lahko povsem izognemo tveganju in si zagotovimaemispanec ter
stoodstotno izplélo obveznosti.

Torej, ¢e Zelimo biti stoodstotno prepani, da bomo izpolnili naSo obveznost v
prihodnosti, se bomo odih za finantno strategijo. V tem primeru se obe strategiji
ujemata, kar posle¢hho pomeni, da prihodek od prodaje v celoti nalozimo
netvegano nalozbo.

Seveda ima zgornja gotovost svojo ceno. Ko izbereeteegano nalozbeno strategijo
in se s tem zavarujemo pred tveganji, se zavarujemiopred morebitnimi dobki,
saj nam nalozba povrnectm znesek, ki je enak obveznostim iz pogodbe. Kgrse
lahko zgodi, da zavarovanje pred tveganji ne boat®gn bo cena, ki jo bo kupec
pripravljen pl&ati, odvisna od njegove naklonjenosti tveganju. Takoveganjem
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prevzamemo tudi koristi, ki jih to prinasa (pozités/ in negativne). Bolj kot smo
naklonjeni tveganju, manjSa je potrebna&etaa rezervacija in ¥@ je vsota, Ki
ostane od zneska, ki smo ga dobili s prodajo pogode se odlsimo za aktuarski
pristop, poskusamo torej dovoliti drugim, da nanwvasjo dobtek. Kljub temu Se
vedno obstaja (majhna) verjetnost, da bomo ostai dobtka in da bomo morali za
popl&ilo obveznosti pléati vec kot bi platali ob popolnem zavarovanju pred
tveganji.

Z vrednotenjem, ki bo kmalu zakonsko d@eo, se aktuarjem razSirja podje
delovanja. Tako je nastala tretja generacija aktmarfAktuar prve generacije je
tradicionalni Zzivljenjski aktuar, ki pri svojem deluporablja konstantne procese
smrtnosti ter obrestnih mer. Aktuar druge genegapij svojem delu predpostavlja
stohastine procese pri Skodnem dogajanju. Aktuar tretjecggije pri svojem delu,
poleg stohastnih procesov pri Skodnem dogajanju uporablja tutlicagnost
ekonomije. Njegov prijatelj — fina@mi ekonomist — ki je strokovnjak na podjo
zapletenih modelov, je prikrajSan za razumevargbasttnosti Skodnega dogajanja.
Seveda aktuarju ni potrebno razumeti in poznatihveeodelov za vrednotenje
eksottnih opcij — zadostuje razumevanje osnovnih modelavkaterih se lahko
izpeljejo tudi bolj zapletente je to potrebno za razvoj zavarovalnih produktov.

Vrednotenje je tako za aktuarja tretje generagije @l prednostnih podfp. Pravilna
vrednost obveznosti/produktov naj bi bila tistajekikonsistentna s trgom — lahko bi
rekli kar trzna vrednost. Preden predstavimo ozadpenjenega pristopa, nastejmo
razloge, zakaj je ta ten aktualen:

- IASB (International Accounting Standards Board) psizadeva definirati
racunovodska pravila za zavarovalne operacije. V si@osnaj bi uporabljali
trzno vrednost povsod, kjer jo je mozno duatio

- Solvency Il — predstavlja projekt znotraj EU, kimasa nove definicije na
podraiju solventnosti, ki bodo vsebovale elemente storakt izra&unov
namesto dosedanijih ohlapnih pravil.

- Upravljanje s tveganji — glavni namen je prepoznigramerjenje tveganj in
ukrepanje glede na vrsto tveganja. Totejje tveganje definirano na tebni
n&tin, potem je pé& potrebno uporabiti tehéme metode za merjenje le tega,
kar posredno pomeni uporabo najboljSo mero ekonemskednosti (pri
zrelih finartnih trgih bi bila to trzna vrednost).

- Akademska vrednost — &i@a aktuarske literature vsebuje fiksno obrestno
mero v formulah. Uporaba trzne vrednosti bi aktkaligeraturi dodala nov
zorni kot — modele finame matematike. Predstavljajte si kako tezko je
vrednotiti dol@&eno garancijo pri Zivljenjskem zavarovanju z nakydin
tveganjem. Z uporabo vrednotenja opcij zgornjovezatro odpravimo.
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Kompleksni produkti — finaini inzenirji lahko vrednotijo produkte in
usklajujejo obveznosti z uporabo modernih tehnikdwotenja. Po drugi
strani je to delo aktuarjev.

Seveda se poleg omenjenih aktualnih zadev porajdjcaslednje posledice:

Prodaja produktov — datene vrednosti komponent produktov so gasth
dolocale prek palca. Tako je priSlo do velikih tezav aghr napénega
vrednotenja. S pravilnim vrednotenjem tako izgublpa namisljeni
maneverski trzni prostor.

Nalozbena strategija — spremembe vrednosti bi Zazrtakoj
(dobikcek/izguba). Po drugi strani bi zavarovalnice kiagajo veéino v
delnice, to ptele man.

Horizont planiranja — pri klashem pristopu potrebujemo daljSi horizont, da
bi zaznali spremembo. Pri vrednotenju, ki je kaesiBio s trgom, se
spremembe takoj prepoznajo v rezultatih.

Apetit po tveganju — vsakrSna dodatna zelja poaumggnetveganju se bo z
uporabo trzno konsistentnega vrednotenja pokazdtbiku/izgubi.

Stroski — obstaja bojazen, da se bodo zaragjewslatilnosti r&unovodskih
izkazov, poveéali stroski, saj bodo lastniki zaradi ¢ega tveganja
pricakovali veje donose.

Razporeditev kapitala — zavarovalnice zelijo prloabenju ustvariticim
vecje donose. Pri merjenju tveganja s trznim konstsienna&inom, kapital,
ki je namenjen zahtevam solventnosti, krije tvegamepredvidljivih
dogodkov, hkrati pa vsebuje tudi dodatno rezervaneajemanje nalozb ter
obveznosti.

Dolocitev vira profitabilnosti — danes je tezko datokateri oddelki znotraj
zavarovalnice prinaSajo ddek, kateri pa izgubo. Z uporabo trzno
konsistentnega vrednotenja lahko objektivno potegne mejo med
zavarovalnimi dejavnostmi, nalozbenju ter managers&dlocitvami.

Kot primer vrednotenja po trzni vrednosti navedimednotenje obveznosti daene
zavarovalne pogodbe, ki zapadejo ob tauhi casovnih tékah. VpraSanje je torej,
kolikSna je trzno konsistentna vrednost te zavdmev@ogodbe. Da bi odgovorili na
to vpraSanje, moramo dditi diskontne faktorje s katerimi bomo diskontirali
obveznosti. V danem trenutku vrednotenja na trgeembic veljajo doldene cene za
razlicne obveznice. Nasa naloga je, da iz mnozice papilpdocimo obrestne mere,
ki se uporabljajo pri vrednotenju brezkuponskih enic (Cairns, 2004, str. 4). Ker
SO obveznosti iz zavarovalnih pogodb spén#i v smislu roka zapadlosti, si lahko
pomagamo z razihimi obveznicami. V tabeli 5.2 je prikazan izua zgoraj
omenjenih obrestnih mer iz ra&iih obveznic.
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Tabela 5.2: Izrafun obrestnih mer

Leto Obveznical Obveznica2 Obveznica3 Obveznica4 Obveznica5
(vrednost) 1.000 950 550 900 1.35(
1 1.060 50 200 30 500
2 1.000 200 30 400
3 200 30 300
4 1.00( 200
5 104

D1 = 1.000/1.060 = 0,943396 = (1,06)"(-1) -> i_f%

D2 = (950-50*0,943396)/1.000 = (1,052)(-2) -> E5,2%

D3 = (550-200%0,943396-200%0,90283)/200 = (1,034)¢> i_3 = 3,4%

D4 = (900-30*0,943396-30%0,902830-30*0,903774)/DG0(1,052)"(-4) -> |_4 = 5,2%

D5 = (1.350-500*0,943396-400*0,90283-300*0,903704D,8175)/100 = (1,039)(-5) ->i_5=3,9%

Vir: Lastni izraun

Kot sledi iz zgornje tabele lahko s po&w velike mnozice obveznic dalomo
obrestne mere brezkuponskih obveznic za mn@govnih tak. Ce sliajno kaksne
obrestne mere ne moremo kaati direktno, lahko uporabimo interpolacijo.

V tabeli 5.3 je predstavljen iztan trzne konsistentne vrednosti zavarovalne pogodbe
ob zgoraj izraunanih obrestnih merah.

Tabela 5.3: Trzna vrednost hipoteténih obveznosti zavarovalne pogodbe

Leto Obveznosti Diskontni faktorji | Sedanja vrednost
1 250 0,943396 235,84

2 250 0,90283( 225,71

3 250 0,903774 225,94

4 250 0,81750( 204,39

5 500 0,825377 412,64
Skupaj 1304,5¢

Vir: Lastni izraun

Zgornji poenostavljen primer nam da pogled v ozadjednotenja. Z omenjeno
tehniko in vpeljavo modelov fingne matematike lahko vrednotimo vse zavarovalne
produkte, ki imajo vgrajene ragzhe opcije (garantirana renta, podaljSanje
zavarovanja ob prvotnih pogojih, razne garancije zavarovanjih z nalozbenim
tveganjem, moznost posojila v visSini aktuarske wesdi zavarovalne pogodbe...).
Jasno je, da tezavnost modelov narastebol] so opcije, ki jih ponujamo, eksotie.

Za konec poglavja si oglejmo Se kaj prinaSajo meathva ra&tunovodski standardi, ki

se vezejo na zgornjo temo. Standard 4 (zavaroyadgedbe), ki je aktualen, naj bi
zadostoval za prehodno obdobje do vpeljave standa#d (vrednotenje fing&nih
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instrumentov) v zavarovalnice. To bo predvidoma trte 2007. Glavna misel
standarda 39 je trzno konsistentno vrednotenjaémé instrumentov.

Standard 4 je izklgno namenjen zavarovalnim pogodbam. Definiracima
vrednotenja obveznosti iz zavarovalninh pogodb (Feelje trzno konsistentno
vrednotenje). Glavne vsebine standarda povzemajdngg t@ke:
- definicija zavarovalne pogodbe,
- nadaljevanje obstojega naina vrednotenja zavarovalnih produktov z
dodatno previdnostjo,
- zavarovalnica lahko zamenjacmmovodska izhodi&, ¢e so le ta bolj
zanesljiva,
- trzno konsistentno vrednotenje,
- ni¢ izravnalnih rezervacij ter rezervacij za katasthoé dogodke,
- preverjanje zadostnosti viSine/pravilnosti oblikoNaobveznosti,
- razkritje: upravljanje s tveganji, izpostavljenostveganju, analiza
ob¢utljivosti ratunovodskih izkazov, pozavarovalni rezultat prikakaieno,
navajanje vzrokov za klf;me spremembe (viSina rezervacij...)...

5.2 Odsekoma zvezen markovski proces s tremi stanji

V poglavju 4.2 smo izpeljali splosno formulacijo settoma zveznih markovskih
procesov. Pokazali smo tudi nekaj primerov upotaheprocesov v zavarovalnistvu.
Pri vrednotenju enostavnih (klaeih) Zivljenjskih produktov tako lahko uporabimo
odsekoma zvezen markovski proces z dvemi stanjiitivno lahko sklepamo, dée

bi definirali zavarovalniski produkt z ¥estanji, bi ga lahko opisali z markovskimi
procesi. V primeru, ko imamo tri stanja, bomo inijai v nadaljevanju tudi potrdili.

Predpostavimo, da Zelimo zavarovalniSkemu trgu giainprodukt, ki bo vseboval
kritje za primer smrti ali za primer bolezni (badeebi lahko definirali zelo sploSno ali
pa bi v definicijo zajeli samo dalene tezke bolezni — kap, infark)...Tako je
opazovana oseba lahko v naslednjih stanjih: zdnawbja, bolna. Odsekoma zvezen
markovski proces definiramo na prostdi, M, B}, za dang&asovno odvisne jakosti

prehodov.
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Slika 5.1: Markovski proces na prostoru{Z, M, B}
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Matrika A(t), ki nastopa v ertdah Kolmogorova, je enaka

—o(t) - u(t) a(t) M)
A=l p@) —pM o) o) |
0 0 0

V tem primeru velja

2 (€)= 00) + ()
As(t) = p(t) +u(t)
Au(®)=0

Najlazje je izréunati verjetnosti, da bo proces ostal (zvezno)awjstzdrav ali bolan
v ¢asovnem intervalt[ls, t]. Po enabi (4.21) sledi

P(R >t=s| X, =2) = exp(-[ (a(u) + p(u))du)

P(R, >t=s| X, = B) = exp(-[ ((u) +v(u))du)

Preko integralske oblike e#fa Kolmogorova dobimo direktno povezavo med
verjetnostmi prehodov
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Ps(st) = tFPBB(S +w,t)o(s+w) exp(—sj'w(a(u) + p(u))du)dw.

S

Za samo vrednotenje so predvsem zanimive verjetposihodov iz stanja ziv v obe
ostali stanji. Te bomo analizirali v poglavju 5.4.

5.3 Uporabnost modela

Z odsekoma zveznim markovskim procesom s tremijisfandefiniran model, s
katerim lahko natamo opiSemo gibanje osebe (delca) med tremi stdigko je
proces natama podlaga za definicijo podlag za vrednotenje mareinega produkta,
kjer je zavarovana oseba bodisi zdrava (aktivnepalna ali mrtva. Torej gre za
zavarovanje rizika bolezni ter smrti. V bistvu je tazsSiritev klaginega modela
pricakovane zivljenjske dobe Se za dodatno stanje.9tmd pokazali moramo za
pridobitev verjetnosti prehodov resiti sistem limeh diferencialnih entéb podan z
enabo (4.16). Te verjetnosti so poleg obrestne mestrotskov kljgnega pomena pri
vrednotenju zavarovalnega produkta, saj nam povedkakSno verjetnostjo bo
zavarovalnica primorana iz@ati v naprej dogovorjeno zavarovalno dajatev.

V praksi je seveda bolj uporaben poenostavljen mosl numerino reSevanje
sistema diferencialnih edla skozi ¢as, prinaSa nekaj negativne teze na p#dro
racunanja, informacijske podpore ter obvladljivostegan) (numetine metode so
kljub vsemu priblizek). Prva poenostavitev je, timg mrtev ter bolan zdruzimo in se
obnasamo kot da imamo samo dve stanji. Za takSearazalni produkt pa obstajajo
Ze obravnavani modeli za vrednotenje. Kifja vprasanje je, kako izvesti zdruzitev —
to naredimo s pondgo zdruzitve tablic umrljivosti ter tablic obolevsid. Recimo, da
poleg rizika smrti zavarujemo Se riziko obolenja d@loceno bolezen. Potem je
verjetnost smrti ali obolenja enaka

qxI: ix + (1_ax)qx’

pri ¢emer jei, verjetnost obolenja za ddeno bolezena, pa delez Stevila smrti
zaradi bolezni v celotnem Stevilu umrlih. Od tujealrednotenje poteka bodisi s
pomaijo modela prezivetja, kjer se za verjetnosti smagorabijo zgoraj prikazane
verjetnosti ali pa se za vrednotenje uporabijo drogetode, ki tudi privzamejo nove
verjetnosti.
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Podobno postopamo tudi v primeru, ko zmanjSamo rpaaino kritie — recimo da
zavarujemo samo riziko bolezni. Prostor stan) jezfeeraj dimenzije tri, samo
zavarovalnica izpk&a zavarovalno dajatev v primeru, ko je zavarovdrwan. V tem
primeru je recimo rizina premija lahko enaka

RP =i *(1-1/2q,).

Kljub zgornji definiciji rizicne premije pa za gibanje opazovane populacije gbsta
privzeta spremenjena verjetnost smrti, ki posiedivkljucuje tudi vplive razknih
bolezni na samo umrljivost.

Ce bi zavarovali vebolezni hkrati, bi morali privzeti,

b=, +iy o+
kar z drugimi besedami pomeni, da so bolezni médjseeodvisne in da je skupno
tveganje obolenja gaseStevek posameznih tveganj obolenja zadgolo bolezen

(Trunk, 1994).

Na razvitih zavarovalnih trzith poenostavljanje oziroma aproksimacije prinasajo
kve¢jemu izpad doldka pri poslovanju. To lahko ponazorimo z dejstvom, \d
Angliji zavarovalnice kot faktor pri dot@nju premije uporabljajo tudi dnk zapis
potencialnega zavarovanca. To je Ze skoraj povseitajoh praksa v razvitem
zahodnem svetu in seveda ne samo na ppdmavarovalniStva ampak tudi recimo
pri iskanju zaposlitve, sklepanju poslov...Tako jenteresu zavarovalnic uporabiti
¢imbolj natatne metode za daotevanje premije ter ocenjevanje rizika, kar pomeni
uporabo numetnih metod le tam, kjer ne gre z ang&hiim pristopom in seveda ob
upoStevanju skrajnega minimiziranja napak. Zavarogam ni v interesu pridobivati
na izpostavljenosti tveganjde se za to ne pla dodatna premija. Po drugi strani pa
zdrava konkurenca izéo vsak poskus nerealnega znizevanja cen (premdg), kk
lahko bila posledica nekonsistentnega vrednotesijarovalnih produktov.

Kljub prikazani poenostavitvi bomo v naslednjem lpogi natagno analizirali

razlicne dejavnike pri vrednotenju zavarovalnega prodkitama osnove vrednotenja
v odsekoma zveznem markovskem procesu s tremi.stan;
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5.4 Analizacasovne ter geografske komponente

V tem razdelku bomo analizirali vpli¢asovne ter geografske komponente pri
vrednotenju zavarovalnega produkta, kjer je zavamavoseba zdrava ali bolna ali
mrtva.

Za analizocasovne komponente bomo analizirali statrsi podatke o umrljivosti ter
smrtnosti za leta 1992, 1997 in 2002 v Sloveniji,gmalizi geografske komponente
bomo analizirali podatke iz leta 2002 za Slovenid] ter ZDA. Pri tem bomo iz

podatkov pridobili ustrezne jakosti prehodov in@maijo le teh prisli do ustreznih

verjetnosti prehodov, ki bodo osnova za vrednoteaj@arovalnega produkta.

V poglavju 4.2, kjer smo predstavili odsekoma zweanarkovske procese, smo
izpeljali naslednji sistem linearnih diferencialrémab, kateremu morajo zadti
verjetnosti prehodov

2R(sY=Y A 0,0.

koS

Omenili smo, da sam proces definiramo na prosttanj §Z, M, B} . Tako lahko za

vsako stanje napiSemo verjetnosti prehodov. Za estadyav veljajo v sploSnem
naslednje linearne diferencialne éba

2 Pa(51) = Pa(8 0220 + (8. 0o 0+ Pay (D) 0 1)
2 Pa(8) = P (8 02a(0) + Pro(8) T 1) + Pay (5) G )
0

a I:)ZM (S’t) = I:)ZZ (Slt) JZM (t) + PZB(Slt) JBM (t) + PZM (Slt) UMM (t)

Za stanje bolan so linearne diferencialnecbray sploSnem oblike

2 R (8) = Pra(8:) 02 0+ Poo(81) Tz 1)+ P (3 91 )
2 Ro(8) = Par (51 0260 + Pan (8 T8 + Pay (51 s (1)
0

E PBM (S’ t) = I:)BZ (Slt) JZM (t) + PBB(S’t) JBM (t) + I:)BM (Slt) UMM (t)

Za stanje bolan velja v sploSnem analogen zapis
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2 Ri(5Y) = Rer (519220 + Puo(8) T () + P (1) 9 ()

2 Rue(51) = R (51 260 P (8:) Too) + Pa (1) T 1)

% PMM (Sl t) = I:)MZ (S’t) JZM (t) + I:)MB (Slt) JBM (t) + I:)MM (S’t) JMM (t)

Seveda ima nas markovski proces nekaj posebnasmtioyda ko oseba pride v stanje
mrtev tam ostane, kar poslédo pomeni, da so jakosti prehodoy, (t ehake O za
kD{Z,B,M}. Uporabimo Se notacijo iz poglavja 5.2 in zapiSiprejSnje linearne
diferencialne endbe. Za stanje zdrav velja

2 Pa(51) =P (s) (00) + HO) + Pa(5D) )
2 Pals1) = P (s 010 ~ Pa(51) (o) +U(0)
0

E P (S,1) = Py (s,t) u(t) + P (s,t) u(t)

Za stanje bolan dobimo

2 B (5) = ~Por (8.0 (010 + (1) *+ Pro(1) )
2 Ra(51) = Ra(5) 900 = Pra(50( ) + 1)
0

a PBM (S, t) = PBZ (Sat) ,U(t) + I:)BB(S’t) U(t)

Za stanje bolan z upoStevanjem zgornjih predpostakkucimo
Puz(s,t) =0
Pie(st)=0.
P (s1) =1

s tem smo definirali sistem linearnih diferencialrenab, ki ga v matini obliki
zapiSemo kot

4 _
5 PED =PEDAWD),
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pri cemer smo definirali matrikd® za nas specifen primer.

V poglavju 3.2.2, ko smo govorili o modelu prezjaetsmo definirali tudi nekaj
moznosti aproksimacij za jakost smrtnogi,. V sploSnem so zgornje jakosti
prehodov poljubne funkcije, ki zad@o navedenemu sistemu linearnih
diferencialnih enéb in sploSnim teorathim privzetkom (zveznost,...). Da bi prisli do
konkretnih reSitev, moramo na tem mestu privzelo&éene predpostavke, saj sistem
linearnih diferencialnih erd, kjer so koeficienti poljubne funkcije ni analib
resljiv, razen recimoce so jakosti prehodov konstante, kar pa ni smiselna
predpostavka. Zato bomo jakosti prehodov aproksiimaranalittno funkcijo, katero
bomo kasneje uporabili pri reSevanju sistema limbadiferencialnih engb.

Tako bomo v nadaljevanju privzeli, da jakosti pretwdsledijo posploSitvi
Gompertzovega zakona, torej plakehamu

pt)=A +B;c,t>0
pri cemer so A, B;,c; poljubne konstante. Smiselnost te predpostavkeraiz
predvsem iz modela prezivetja, kjer se zgornja kegnoacija uporablja kot priblizek
za jakost smrtnosti. Konstanté,,B,,c; smo doldili iz statisticnih podatkov za

posamezno leto in regijo (metodologija ditev vrednosti konstantA, B, c;

presega obseg magistrskega dela, zato bomo v eealajlji izhajali iz ze dobljenih
vrednosti).

Analizo z&nimo z letom 1992 s podatki za Slovenijo. Na spibdrglikah so
prikazane jakosti prehodovdeno za moske ter zenske.

Slika 5.2: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjenrtev, Slo - 1992
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Vir: Lastni izraun
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Iz zgornje slike je razvidno, da je jakost umirazjravih moskih v&a kot pri
Zzenskah (v povpegu za 365,15%), kar z drugimi besedami pomeni, @Zobmoski v
povpre&ju umrli prej kot zenske. To nam potrdi sploSno anatejstvo, da je
pricakovana zivljenjska doba za zenskejadot pri moskih.

Slika 5.3: Jakost prehoda iz stanja bolan v stanjertev, Slo - 1992
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Zgornji rezultat interpretiramo kot anomalijo izbokankretne funkcije za jakost
prehoda iz stanja bolan v stanje mrtev za Zens#i-sgkrivulja bi morala biti enake
oblike kot za moski spol. Rezultati kaZzejo, da a&gst prehoda iz stanja bolan v
stanje mrtev v@a kot jakost prehoda iz stanja zdrav v stanje mi$eveda to izhaja
direktno iz statistinin podatkov za vzrok smrti, hkrati pa je to tudluicija. Analiza
tudi pokaze, da so bolni moski bolj nagnjeni k wmju kot bolne Zenske — v

povpre&ju za 137,52%.

Slika 5.4: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjbolan, Slo - 1992
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Dobljeno préa veji obolevnosti mlajSih zensk (v povija za 16,71%) ter starejSih
moskih (v povprgu za 31,62%). Pomembna je tudi definicija samelebuwsti.
Lahko bi privzeli recimo, da je obolevnost enakalehju mnozice tezkih bolezni ali
recimo, bi obolevnost za delovno aktivho populacgefinirali s Stevilom dni
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bolniSkega staleza ali pa s Stevilom bolnigiti dni. Mi smo verjetnost obolevnosti
definirali na podlagi Stevila hospitalizacij zargabsledice bolezni, kot to razves
InStitut za varovanje zdravja, RS.

Slika 5.5: Jakost prehoda iz stanja bolan v stanjedrav, Slo - 1992
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Za jakost prehoda iz stanja bolan v stanje zdrav sanedili naslednje predpostavke:
jakost je na z&etku sorazmerno velika, kar je odrazjega Stevila ozdravitev bolezni
pri mlajSi generaciji. Jakost kasneje z leti updda, nekako povzema dejstvo, da je
¢asovno obdobije, ki je potrebno za ozdravitve, dgis zreli in starejSi generaciji.

Iz danih jakosti prehodov s porjo Runge-Kutta metodesetrtega reda za reSevanje
sistema linearnih diferencialnih efradobimo matriko verjetnosti prehodow-, ki je
osnova za vrednotenje zavarovalniskih produktov.

Matrika verjetnosti prehodoWw je po definiciji odvisna odasa. V nadaljevanju je
prikazano gibanje matrik@® za trideset let staro zensko za obdobje desdtilkjkr
vsaka vrstica predstavlja matrik® za dol@eno leto.

Slika 5.6: Matrika P skozi¢as

{f{1. 0,0} {0, 1,0}, {0, O, 1}},

{{0.990723, 0.00772672, 0.00155044},{0.663759, G1892, 0.0321483}, {0., 0., 1.}},
{{0.986634, 0.0100277, 0.00333791}, {0.85941, 0.6292, 0.0429612}, {0., 0., 1.}},
{{0.984082, 0.0107213, 0.0051964}, {0.91618, 0.0288, 0.0474414}, {0., 0., 1.}},
{{0.981983, 0.0109403, 0.00707693}, {0.931741, BR164, 0.0500425}, {0., 0., 1.}},
{{0.980014, 0.0110212, 0.00896531}, {0.935071, 6417, 0.0520869}, {0., 0., 1.}},
{{0.978078, 0.011064, 0.0108577}, {0.934768, 0.0843, 0.0539675}, {0., 0., 1.}},
{{0.976148, 0.0110987, 0.0127533}, {0.933381, 0.81%4, 0.0558015}, {0., 0., 1.}},
{{0.974213, 0.0111346, 0.0146524}, {0.931667, 0.9092, 0.057624}, {0., 0., 1.}},
{{0.97227, 0.0111747, 0.0165555}, {0.929849, 0.0062, 0.0594459}, {0., 0., 1.}},
{{0.970316, 0.0112202, 0.0184633}, {0.927993, 0.0362, 0.0612711}, {0., 0., 1.}}}

Vir: Lastni izraun

2 Numerttne metode za reSevanje sistemov linearnih difeaémibi engb so predstavljene v dodatku
magistrskega dela.
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|z samega gibanja matrike je nazorno videti, vsetaxgtve, ki smo jih zapisali pod
posamezno jakost prehoda, saj so verjetnosti pmehodvisne od jakosti prehodov.
Tako recimo hitro vidimo, da verjetnost, da zdraeaska ostane v stanju zdrava, s
c¢asom pada, kar posl€édo pomeni rast verjetnosti skoka iz stanja zdrastanje
bolan ali bodisi stanje mrtev.

Hkrati lahko analiziramo dote@ne komponente matrike. Recinte,Zelimo analizirati
gibanje verjetnosti prehoda iz stanja zdrav, nagzajo samo prve vrstice matrike

skozicas, kar lahko prikazemo tudi gr&io (slika 5.7).

Slika 5.7: Matrika P - gibanje verjetnosti
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Vir: Lastni izraun

V nadaljevanju so prikazane jakosti prehodov zaesigko populacijo za leto 1997.
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Slika 5.8: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjenrtev, Slo - 1997
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20
n

0002

00015

0001

00005

Dobljeno nam ptia, da se ptakovana zivljenjska doba slovenske populacije
podaljSuje. Pomemben rezultat je tudi zblizevanigaovane Zzivljenjske dobe
moske populacije k Zenski populacijie primerjamo razliko jakosti prehoda iz stanja
zdrav v stanje mrtev med mosko ter zensko popwolaajleti 1992 in 1997 ugotovimo
v povpreju 43,33% zmanjSanje razlike.

Slika 5.9: Jakost prehoda iz stanja bolan v stanjenrtev, Slo - 1997
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Slika 5.10: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjbolan, Slo - 1997

\w

0045
004
0035
003
0025

mos ki

0015

Vir: Lastni izraun
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Oba zgornja rezultata gata k sploSnemu izboljSanju stanja slovenske popeldo
eni strani se je smrtnost bolnih ljudi v letu 198mManjSala glede na leto 1992 (v
povpre&ju za 45,15%), hkrati pa se je pdata tudi verjetnost ozdravitve.

Podobno kot za leto 1992 iz dobljenih jakosti pho izr&unamo matriko
verjetnosti prehodow .

Slika 5.11: Matrika P skozi&as za trideset let staro Zensko in obdobje desefiét

{{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}},

{{0.990755, 0.00900043, 0.000244475}, {0.670324811576, 0.0181005}, {0., 0., 1.}},
{{0.987615, 0.0117322, 0.000652633}, {0.87296, 185, 0.0239042}, {0., 0., 1L.}},
{{0.98632, 0.0125671, 0.00111275}, {0.93399, 0.0200, 0.0259887}, {0., 0., 1.}},
{{0.98558, 0.0128287, 0.00159126}, {0.952135, 0.9286, 0.0269503}, {0., 0., 1.}},
{{0.985004, 0.012918, 0.0020783}, {0.957289, 0.0361, 0.0275748}, {0., 0., 1.}},
{{0.984472, 0.0129565, 0.00257118}, {0.958502, (BBA73, 0.0281004}, {0., 0., 1.}},
{{0.983949, 0.0129811, 0.00306942}, {0.958517, (26828, 0.0285997}, {0., 0., 1.}},
{{0.983423, 0.0130033, 0.00357325}, {0.958164, ®B412, 0.0290948}, {0., 0., 1.}},
{{0.98289, 0.0130265, 0.00408315}, {0.957693, 0.9123, 0.0295929}, {0., 0., 1.}},
{{0.982348, 0.0130521, 0.0045997}, {0.957179, 0.9223, 0.0300966}, {0., 0., 1.}}}

Vir: Lastni izraun

Za primerjavo na spodnji sliki predstavljamo gibawnggjetnosti iz stanja zdrav, kjer
je leto 1997 predstavljeno &tkano ¢rto. Vse zgornje navedene trditve se tako
odrazajo v gibanju verjetnosti.
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Slika 5.12: Matrika P - gibanje verjetnosti za leti 1992 in 1997
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Vir: Lastni izratun
Sledi predstavitev rezultatov za slovensko popjdaza leto 2002.

Slika 5.13: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjenrtev, Slo - 2002
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Vir: Lastni izraun

Tudi za leto 2002 zaklfimo, da se je ptakovana Zivljenjska doba slovenske
populacije glede na leto 1997 (in posteni glede na leto 1992) pasada. Nadaljuje
se tudi zmanjSevanje razlike med jakostjo preh@lmasko ter Zensko populacijo (v
povpreju za 10,56%).
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Slika 5.14: Jakost prehoda iz stanja bolan v stanjertev, Slo - 2002
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Vir: Lastni izraun

V letu 2002 se je stanje za moSke poslabsalo ghedéeto 1997 (v povpigu za
13,32%). Tako nam modelirane jakosti prehodov izjgawesje vrednosti za prehod
iz stanja bolan v stanje mrtev. Za zensko popugeiirend ugodnejSi — zmanjSanje v
povpre&ju za 27,91%.

Slika 5.15: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjbolan, Slo - 2002
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Vir: Lastni izraun

Za jakost prehoda iz stanja zdrav v stanje boldezbwo izboljSanje v letu 2002
glede na leto 1997 in sicer v pov§jreza 2,27%.

Kot v prejsSnjih primerih iz jakosti prehodov s pofjmnumerénih metod izraunamo
verjetnosti prehodov, ki jih zberemo v matriko
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Slika 5.16: Matrika P skozi¢as za trideset let staro Zensko in obdobje desefitt

{{{1. 0,0}, {0, 1, 0}, {0, O, 1}},

{{0.991122, 0.00864542, 0.000232203}, {0.671888 12845, 0.0152699}, {0., 0., 1.}},
{{0.988119, 0.0112846, 0.000596331}, {0.876095,08105, 0.0202008}, {0., 0., 1.}},
{{0.986901, 0.0120968, 0.00100215}, {0.937962, M0492, 0.0219891}, {0., 0., 1.}},
{{0.986223, 0.0123542, 0.00142239}, {0.956498, MO29, 0.0228234}, {0., 0., 1.}},
{{0.985707, 0.012444, 0.00184895}, {0.961839, 0.092, 0.0233695}, {0., 0., 1.}},
{{0.985236, 0.0124843, 0.00227954}, {0.963158, (80117, 0.0238299}, {0., 0., 1.}},
{{0.984775, 0.0125111, 0.00271372}, {0.96325, 0.8826, 0.0242666}, {0., 0., 1.}},
{{0.984313, 0.0125356, 0.00315157}, {0.962963, 8387, 0.0246986}, {0., 0., 1.}},
{{0.983845, 0.0125614, 0.00359339}, {0.962556, ®8124, 0.025132}, {0., 0., 1.}},
{{0.983371, 0.0125897, 0.00403958}, {0.962107, 8245, 0.0255689}, {0., 0., 1.}}}

Vir: Lastni izraun

V nadaljevanju predstavimo Se Kipe rezultate za populaciji EU in ZDA za leto
2002.

Slika 5.17: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjenrtev, EU - 2002
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Vir: Lastni izraun

Ce primerjamo populacijo Evropske unije ter Sloverdg leto 2002, ugotovimo
daljSo prtakovano Zivljenjsko dobo v Evropski uniji. Jakostipoda iz stanja zdrav v
stanje mrtev je v povpégl manjSa za 19,32%.

Slika 5.18: Jakost prehoda iz stanja bolan v stanjertev, EU - 2002
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Vir: Lastni izraun
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Podobno zakljeimo, da je tudi smrtnost v bolezenskem stanju naamjEvropski
uniji kot v Sloveniji v letu 2002 in sicer v povja za 66,81%.

Slika 5.19: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjbolan, EU - 2002
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Vir: Lastni izraun

Rezultati kazejo malenkost gje obolevnost v Sloveniji kot Evropski uniji v letu
2002 (v povprgu za 15,34%).

Slika 5.20: Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanjenrtev, ZDA - 2002
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Vir: Lastni izraun

Jakost prehoda iz stanja zdrav v stanje mrtev DA v povpr&ju manjSa kot v
Evropski uniji in posledino tudi Sloveniji v letu 2002 (v povpfjel za 25,58%).
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Slika 5.21: Jakost prehoda iz stanja bolan v stanjertev, ZDA - 2002
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Vir: Lastni izraun

Dobili smo podobno sliko kot za slovensko popultacia leto 1992, vendar so jakosti
prehoda iz stanja bolan v stanje mrtev manjSe,kiade na manjSo smrtnost med
bolnimi v ZDA v letu 2002 glede na slovensko poputav letu 1992 - v povptgu
za 18,66%.

Za obe populaciji (EU, ZDA) iz jakosti prehodov izumamo matrikeP (za moske in
Zenske). Tako imamo vse statisg osnove za vrednotenje zavarovalniSkega
produkta.

Na prostoru, kjer se odvija naS odsekoma zveznikavaki proces je moge
definirati kar nekaj vrst zavarovalnih produktov:

- zavarovanje za primer smrti,

- zavarovanje za primeéigtega) dozZivetja,

- zavarovanje za primer bolezni,

- meSano zavarovanje (smrt, bolezen, dozZivetje),

- zavarovanje za ozdravitev,

- cisto riziko zavarovanje (smrt, bolezen)...

NasStevali bi lahko tudi bolj ekseéhe oblike zavarovanj, recimo zavarovanje, ki
zavarovancu nudi izptdo Sele ob tretiem primeru hospitalizacije. Podabn
zavarovanja so seveda vprasljiva s trznega vidikepotrebe analize privzemimo, da
bomo dobljene verjetnosti prehoda uporabili pridvretenju zavarovanja za primer
Cistega dozivetja. To pomeni, da bo zavarovanec Iprgplacilo ob koncu
zavarovalen dob&ge med njo ne bo nikoli hospitaliziran zaradi boiezn

Da bi dobili sedanjo vrednost potencialnega igfdaoziroma neto enkratno premijo,
potrebujemo Se obrestno mero, pri kateri bomo diskadi denarni tok. Privzemimo
dvoodstotno letno efektivno obrestno mero. Nackanceno zavarovalnega produkta
vplivajo tudi stroSki, ki jih zavarovalnice dodajeto premiji. Ti stroski v grobem

69



pokrijejo stroSke pridobivanj zavarovanj, stroSkdipanja premij ter upravne stroske
(Gerber, 1996, str. 114). Za potrebe naSe analiagkstv ne bomo upostevali.

O sami tehniki vrednotenja zavarovalnih produktowosgovorili v poglavju 5.1. Mi
bomo privzeli klasini pristop vrednotenja, kar pomeni da soc&su prodaje
zavarovalnega produkta pakovana izpléla enaka pdakovanim izpldilom, kjer

vse prtakovane denarne tokove diskontiramo pri fiksni etiriemeri.

Enkratna neto premija je za nasS zavarovalni prodnkka
NP =ZV P}, (s,t) V'™,

pri ¢emer je v=1/(1+i ) diskontni faktor, ZV zavarovalna vsota inP, (st )

predstavlja verjetnost, da bo oseba ostaladassv stanju zdrav (namrdahko se
zgodi, da oseba methsomas in t zboli in tudi ozdravi, vendar to ni primer
zavarovalnega kritja).

Po analogiji modela prezivetja velja
P, (st)=P,(s,s+)* P, (s+1s+2) *...* P, (t—1t)
Kot kon¢ni rezultat zapiSimo neto enkratno premijo za ysa&zovane populacije, kjer

smo za zavarovalno vsoto privzeli znesek 10.000 EtHepe stare trideset let in
zavarovalno dobo deset let.

Tabela 5.4: Neto enkratna premija

Regija in leto Netovpr.emijavv EUR | Slo 92 [ngéki = VlOO%
moski zenske moski Zenske

Slovenija 1992 6.867,99 7.147,07 100,00% 104,07%
Slovenija 1997 7.089,54 7.196,50 103,23% 104,79%
Slovenija 2002 7.028,32 7.242,1§ 102,34% 105,45%
EU 2002 8.131,04 8.071,58 118,40% 117,53%
ZDA 2002 8.092,22 8.074,827 117,83% 117,58%

Vir: Lastni izraun

Tabela nam potrdi ugotovitve, ki izhajajo iz sameudacijske/zdravstvene statistike.
Na premijo vplivata v nasem primeru smrtnost zdrasebe in obolevnost. Tako je
premija najnizja za slovenske moske za leto 1982 plmeni najv@o obolevnost in
smrtnost slovenskih moskih za leto 1992. ZanimivapjeanjSanje premije iz leta
1997 na 2002 za slovenske moske, kar je odraege Stevila smrti zaradi bolezni.
Najveija premija je za moske iz evropske unije za let02&i je tudi veéja od
premije za Zenske. Dobljeno je rezultat privzeti@oksimacije funkcij jakosti
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prehodov po Makehamu, saj iz statisth podatkov sledi ravno nasprotno. Po drugi
strani je to zadosten signal, ki nam vedeti, darazlfunkcij jakosti prehodov po
Makehamu, ni najboljSa izbira za vse funkcije jakqgehodov. Podobno sliko
dobimo tudi v ZDA, kar posledino kaze na podobno stanje populacij. Vse navedeno
posledéno kaze tudi na razvitost regije, kvalitete zivjgeim zdravstvenega stanja v
regiji.

6. ZAKLJU CEK

Aktuarji s pomd@jo modelov analiziramo razie procese v zavarovalnistvu. Danes si
brez modelov ni moge zamisliti delovanja zavarovalnic, saj so modelbzmana
podpora pri odlganju v razlénih poslovnih procesih. Tako na eni strani lahko
modeliramo stanja subjektov sprejetih v zavarovddriipe, po drugi strani pa gibanje
investicij oz. premozenja zavarovalnice. To je pormemtudi z zakonskega vidika
saj mora biti zavarovalnica sposobnacphati svoje obveznosti na dolgi rok.

Posebno mesto pri modeliranju imajo podatki na rkateomo uporabili model.
Podatki so lahko rezultat preteklih opazovanj almaSnjih opazovanj (npr. inflacija)
ali pa jih dobimo s ponigo uposStevanja ptakovanih sprememb v prihodnosti.

Pri definiciji natagnosti modela moramo upoStevati objektivne cilje,skio si jih
zastavili na z&tku poti. Ni nujno, da bo kéni izdelek najbolj nataren. Pomembno
je, da razviemo model, ki ne podcenjuje Ehih momentov, kot so stroski oz.
tveganja, ki so vkljena v model.

Zacetna t@ka modeliranja zivljenjskih zavarovanj je model Zivetja. Lahko je
dokazati, da je to odsekoma zvezen markovski prddesel preZivetja se uporablja
pri vrednotenju osnovnih Zzivljenjskih zavarovalmplhoduktov. Tako lahko testiramo
razlicne predpostavke aktuarske matematike, cimmavamo zavarovalno premijo,
stroSke...Posredno vpliva tudi na poslovne ditNe glede investiranja, saj se model
prezivetja uporablja v povezavi z obrestno mera, #eupaj definira potencialne
obveznosti zavarovalnice do zavarovancev. Bolj Kekgni modeli so sestavljeni iz
ve¢ osnovnih stohasinih procesov: modeli z vestanji, modeli z v& zavarovanci,
verjetnost propada zavarovalnice, modeli za napoxate gibanja vrednosti
premozenja zavarovalnice. Pri teh procesih rediégoma niso analitino resljive.
Zato je potrebno uporabiti numémne metode.
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V magistrskem delu smo teor@io dokazali, da so markovski procesi ¢mo
analitcno orodje, s katerim se da enakovredno zapisatietapki se v praksi
uporabljajo v zavarovalniStvu. Posebno pozornost silimenili odsekoma zveznim
markovskim procesom s tremi staniji.

Omenjeni proces je posebna oblika markovskih paces njim je definiran model, s
katerim lahko nataimo opiSemo gibanje osebe (delca) med tremi stdiako je
proces osnova za definicijo podlag za vrednoteapamvalnega produkta, kjer je
zavarovana oseba zdrava (aktivna) ali bolna alanrt

Za pridobitev verjetnosti prehodov je potrebno VoSpem reSiti sistem linearnih
diferencialnih enéb. Sistem linearnih ekl vsebuje koeficiente, ki niso konstantni —
SO odvisni odkasa. Tako lahko v sploSnem sistem linearnih difeadmb eng&b le
zapiSemo in upoStevamo vse posebnosti obravnavanedela. V naslednjem koraku
smo s pomgo numerénih metod za reSevanje sistemov linearnih difewdnii
enab prisli do konkretnih resitev.

Rezultate smo primerjali za populacijo Slovenijelea 1992, 1997 in 2002 ter za
populaciji ZDA in EU za leto 2002. Dani rezultatimalokazujejo znano trditev, da
se préakovana Zivljenjska doba podaljSuje, kar z drugmesedami pomeni, da se
verjetnost prezivetja za daleno obdobje powelje. Hkrati se v tem pogledu
zmanjSuje tudi razlika med Zenskim in moskim spol&a drugi strani so rezultati
pokazali doléeno povezanost glede na geografski izvor opazowam®ice, razlika
pa izhaja iz razvitosti opazovanega olgfao (kvaliteta Zivljenja, kvaliteta
zdravstvenega stanja).

Obe navedeni komponenti imata neposreden vpliv nealnotenje zavarovalniskih
produktov, saj se na koncu vse prevede v cenayke (®eveda so kimi elementi Se
obrestna mera in stroski, ki smo jih za namen aeafiksirali). Za vrednotenje
zavarovanja zaisto dozivetje smo uporabili klasii model vrednotenja zavarovalnih
produktov, ki je star, a Se vedna&inkovit. Rezultati nam kazejo na dobno
povezanost opazovanih subjektov — intuitivno smeritakovali, saj smo analizirali
¢lovesSko populacijo. Tako smo dobili nizjo premijo aamaja z vejo povpr&no
umrljivostjo in slabSo kvaliteto Zivljenja, hkragb se skozi viSino premije izkazale
tudi prednosti in slabosti predpostavke modelirgafasti prehodov po Makehamu.

Po drugi strani nam je razvoj finame matematike postregel s kopico modelov, ki se
lahko uporabijo kot alternativa kl&iemu nainu vrednotenja. Tako se odpira
dodatna smer teorétiega raziskovanja in sicer meSanica markovskih gz@c z
modernimi modeli finaéne matematike.
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Kot smo nakazali postaja uporaba modelov fém@nmatematike pri vrednotenju nuja,
saj zelimo dinke nalozb in s tem dogajanj na kapitalskih trgimbolj vkljuciti v
ceno zavarovalnih produktov in hkrati uposStevatiodikovanju viSine obveznosti.

Zaklju¢imo s splosno mislijo, da bodo ko vlogo nédina vrednotenja in poslettio
izbiro konkretnih modelov za vrednotenje zavaroWalproduktov, doléali lastniki
kapitala s svojo (ne)naklonjenostjo tveganju akikaro viSine obrestne mere in s tem

povezanimi Zeljami po do#ku. Kapitalu se bo po svojih meh upiral trg
potrosnikov, ki bo izbiral racionalno in s tem zrij&mval moznost arbitraze.

7. LITERATURA IN VIRI

7.1 Literatura

1. Atkinson M. E., Dickson D. C. E.: An Introduction Aztuarial Studies. Edward
Elgar Publishing, 2000. 172 str.

2. Baxter Martin, Rennie Andrew: Financial Calculus An introduction to
derivative pricing. Cambridge : Cambridge Universtress, 1996. 233 str.

3. Bernstein Peter L.. Against the Gods: The Remark&dey of Risk. Wiley,
1998. 400 str.

4. Booth Philip et al.: Modern Actuarial Theory and ®iee. Chapman&Hall, 1999.
736 str.

5. Bowers N.L.: Actuarial Mathematics. Itasca : Theci8ty of Actuaries, 1986.
316 str.

6. Brigo Damiano, Mercurio Fabio: Interest Rate Model§heory and Practice.
Berlin : Springer-Verlag, 2001. 518 str.

7. Briys Eric: Insurance: From Underwriting to Derivess: Asset Liability
Management in Insurance companies. John Wiley &S2001. 176 str.

73



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

BUhlmann Hans: Mathematical Methods in Risk Thedgrlin : Springer-
Verlag, 1970. 210 str.

Cairns Andrew J.G.: Interest Rate Models - An ldtrction. Princeton :
Princeton University Press, 2004. 274 str.

Daykin C.D., Pentikainen T., Pesonen M.: PracticekRheory for Actuaries.
London : Chapman and Hall, 1994. 543 str.

De Vylder Etienne F.: Life Insurance Theory: Actubferspectives. Kluwer
Academic Publishers, 1997. 184 str.

Fisher H. F.: Actuarial Practice of Life Assuran€ambridge : Cambridege
University Press, 1965.

Gerber Hans U.: Life Insurance Mathematics. Sprinvgglag, 1997. 217 str.

Gerber Hans U.: Matematika zivljenjskih zavarovabjubljana : Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije in Zemaalnica triglav d.d, 1996.

Grandell Jan: Mixed Poisson Processes. London pi@ha & Hall, 1997. 268
str.

Gubta A.K.: An Introduction to Actuarial Mathematic (Mathematical
Modelling). Kluwer Academic Publishers, 2002. 350 s

Gujarati Damodar N.: Basic Econometrics. New YoMcGraw-Hill, 1995. 838
str.

Hoowaarts Gunter: Technik der Lebensversicherungnidhu: Munich Re, 153
Sstr.

Jacod Jean, Protter Philip: Probability EssentBdslin : Springer-Verlag, 2000.
250 str.

Jamnik Rajko: Matematna statistika. Ljubljana : DruStvo matematikov jKkav
in astronomov SRS, 1979.

Karatzas loannis, Shreve Steven E.: Methods of Madlieal Finance. New
York : Springer-Verlag, 1998. 415 str.

74



22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Kaas Rob, et al.: Modern Actuarial Risk Theory. BerlSpringer, 2001. 328 str.

KoSmelj Blazenka, Rovan Joze: Statist sklepanje. Ljubljana : Ekonomska
fakulteta, 1997.

Lajos Takacs: Combinatorial Methods in the TheoryStbchastic Processes.
New York : Wiley, 1967. 262 str.

Laster David: Asset — liability management for iress. Zurich : Swiss
Reinsurance Company, 2000. 36 str.

Malai¢ Janez: Demografija: teorija, analiza, metode indefio Ljubljana :
Ekonomska fakulteta, 2000. 378 str.

Meerschaert Mark M.: Mathematical Modeling. Academress, 1999. 351 str.

Nieder Dirk, Pasdika Ulrich: The need for privatedeterm care protection —
supplementing state provision. Cologne : GenRe3208 str.

Norberg Ragnar: Financial Mathematics in Life amsh$lon Insurance; Summer
School in Mathematical Finance, Dubrovnik, 16.-32ptember 2001. 106 str.

Povh Janez: Teorija zavarovalniskih procesov — digko delo. Ljubljana :
Fakulteta za matematiko in fiziko, 1998. 71 str.

Riley Kevin: Looking Beyond the Calculations for tB# Disability Risk
Selection. Cologne : GenRe — Risk Insights, VoN&, 2, 2001. str. 12-14

Sandmann Klaus et al.: Advances in Finance andh&sbics. Berlin : Spriger,
2000. 312 str.

Stanovnik Tine: Javne finance. Ljubljana : Ekonomfskailteta, 2002. 237 str.

Tajnikar Maks: Mikroekonomija s poglaviji iz teorigen. Ljubljana : Ekonomska
fakulteta, 1996. 461 str.

Tomazin AleS: Metode ponovnega v&emja — Diplomsko delo. Ljubljana :
Fakulteta za matematiko in fiziko, 1998. 72 str.

Tomazin AleS: Raziskovalni projekt — Teorija rizika iger pri modelih
upravljanja zalog premozenja. Ljubljana, Ekonoms#aulteta, 2000. 21 str.

75



37. Tomazin AleS: Garantirane obrestne mere. Zbornikpprikov 11. dnevov
slovenskega zavarovalnistva, 2004, str. 269-278.

38. Trieschmann Jame S. et al: Risk Management And dnser USA : South-
Western College Publishing, 2001, 516 str.

39. Trunk Susanne: Dread Disease Internationale Prodsidljung und Erfahrung.
Cologne : GenRe, 1994. 105 str.

40. Wolter Kirk M.: Introduction to Variance EstimatioMew York : Springer-
Verlag, 2003, 427 str.

7.2 Viri

1. Core Reading 103 — Stohastic Modelling. Londoncukg of Actuaries, Institute
of Actuaries, 2000.

2. Dhaene Jan et al.: Razlika med aktuarskim in finan pogledom. Ljubljana :
Finance st. 65, 2005.

3. Population statistics 2004. Luxembourg : Office @ificial Publications of the
European Communities, 2004.

4. Prebivalstvo Slovenije 2001 [http://www.stat.si/fmdd/rr798-2003/index.htm].

5. Prebivalstvo Slovenije 2000 [http://www.stat.si/ffndo/rr776-2002/index.html].

6. Prebivalstvo Slovenije 1999 [http://www.stat.si/puty62-01.asp].

7. Sklep o na&nu in obsegu upoStevanja posameznih postavk, poédjsih
lastnostih in vrstah postavk ter lastnostih podhrigjedolzniskih instrumentov, ki
se uposStevajo pri izéanu kapitala in kapitalske ustreznosti in izkaz itapke

ustreznosti zavarovalnice (Uradni list RS, St. 3@8/01, 22/02, 69/02 in 117/02).

8. Sklep o podrobnejsi vsebini p@ita pooblagenega aktuarja (Uradni list RS, St.
3/01).

9. Sklep o podrobnejsih pravilih in minimalnih standiér za izr&un zavarovalno
tehnitnih rezervacij (Uradni list RS, St. 3/01 in 69/01).

76



10.Sklep o podrobnejSih pravilih za iZtam minimalnega kapitala zavarovalnice
(Uradni list RS, st. 3/01, 68/01 in 69/02).

11. Statisteni podatki UN [http://unstats.un.org/unsd/]
12. Statisteni podatki ZDA [http://www.cdc.gov/nchs/]

13. Statisténi zavarovalniski bilten 2004. Ljubljana : Slovenskzavarovalno
zdruzenje, 2004. 71 str.

14. Statisténi podatki EU
[http://epp.eurostat.cec.eu.int/portal/page? pagkidl36184,0 45572595& da
d=portal& schema=PORTAL]

15.Zakon o zavarovalnistvu (Uradni list RS, st. 13/90/00, 12,01, 21/02, 91/02 in
29/03).

16.Zakon o spremembabh in dopolnitvah zakona o zavan®all (Uradni list RS, St.
50/04).

17.Zdravstveni statistni letopis 2000. InStitut za varovanje zdravja RS.
18. Zdravstveni statistni letopis 2001. InStitut za varovanje zdravja RS.

19. Zdravstveni statistni letopis 2001. InStitut za varovanje zdravja RS.

8. Slovartek slovenskih prevodov tujih izrazov

Abridged life table- skrajSane tablice umrljivosti
Chapman-Kolmogorov equatiorsengbe Chapman-Kolmogorov
Death rates- stopnje umrljivosti

Deterministic model deterministini model

Force of mortality- jakost umrljivosti

Life table— tablice umrljivosti

77



Life expectancy pricakovano trajanje zivljenja
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DODATEK

A. Numeriéne metode za reSevanje diferencialnih eth

V sploSnem linearnih diferencialnih efta s ¢asovno odvisnimi koeficienti ne
moremo reSiti eksplicitno preko uporabe elemenkarfuinkcij. Tako v primeru
markovskih procesov ne moremo poiskati ariiti reSitev enéb Kolmogorova. Te

bi zagotovo zapisalice bi bile jakosti prehodov posebne oblike — npmdtante. V
nadaljevanju bomo predstavili dve nunteri metodi za reSevanje omenjenega
problema.

A.1 Eulerjeva metoda

Osnovna misel metode je nadomestitev odvodat po eng&bah Kolmogorova s
konéno razliko. Za dani koralh izratunamo verjetnosP(s,s+ mh),m= 012,... z

naslednjo rekurzivno formulo

P(s,s+(m+1)h) = P(s,s+ mh) + hP(s,s+ mh)A(s+ h)
P(s,s) = | '

pri cemer jel matrika z elementd; .

Metoda ima napako reda, kar z drugimi besedami pomeni, da razpolovimo
korak, bomo razpolovili tudi napak@e i&emo vrednost v tkah, ki niso vekratniki
koraka, uporabimo linearno interpolacijo.

A.2 Runge-Kutta metodacetrtega reda

Runge-Kutta metoda je v primerjavi z Eulerjevo metdablj natakina, saj ima

napako redeh*, kar pomeni, d&e razpolovimo korak, napako zmanjSamo za faktor
16.

Rekurzivna formula je podana s



P(s,s+(m+1)h) = P(s,s+ mh) +2(Cl(s, m) + 2C, (s, m) + 2C,(s,m) + C,(s,m))
P(s,s) =1

pri ¢emer je

C,(s,m) = P(s,s+mh)A(s+ mh)
C,(s,m) = (P(s,s+ mh) +gcl(s, m)) A(s + (m+%)h)

C,(s,m) = (P(s,s+mh) +gcz(s, m)) A(s + (m+%)h) |
C,(s,m) = (P(s,s+ mh) + hC,(s,m)) A(s+ mh)

B. Programska resSitev v Mathematici

V nadaljevanju je predstavljena programska redittlathematici, s katero smo prisli
do rezultatov v poglavju 5.4. Spodniji primer jermasko slovensko populacijo za leto
1992. MatrikaP je izr&unana za trideset let starega mosSkega za obdodgditaléet.

Definicija konstant za funkcije jakosti prehodov:

A[O, 1] := 0.01354156120970036;
B[O, 1] := 0.000022243060614786204;
c[0, 1] :=1.1;

A[O, 2] := 0.0012613245907200311;
B[O, 2] := 1.0786870000714892 *"-6 ;

c[0, 2] :=1.1;
Al1, 0] :=1.2;
B[1, 0] :=-0.00008;
c[1, 0] :=1.1;

A[1, 2] := 0.05623484466922404;
B[1, 2] := 0.00001636139872121134;
c[1, 2] :=1.1;



Definicija funkcije za jakost prehodov:
mulx_, i_,j_]:=Ali j] + B, j] ci, j]"x
Definicija matrike jakosti prehodov:
M[x_] := {{-(mu[x, 0, 1] + mu[x, 0, 2]), mu[x, O, I, mu[x, O, 2]},
{mu[x, 1, 0], -(mu[x, 1, O] + mu[x, 1, 2]), mu[x,, 2]},
{0, 0, O}}
Zacetna verjetnost:
PIx_, x 1:={1,0,0} {0, 1,0}, {0, 0, 1}}
rez :={}
rez = Append[rez, P[30, 30]]
{{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}}
Korak, ki ga uporabimo pri Runge-Kutta metodi:
h=0.1;
Runge-Kutta metoda:
For[i=1,i< 101, i++,
rez = Append[rez, Last[rez] + h/6*( Last[rez].M[3((i - 1)h] +
2((Last[rez] + h/2Last[rez].M[30 + (i - 1)h]).M[38 (i - 1 + 1/2)h]) +
2((Last[rez] + h/2(2((Last[rez] + h/2Last[rez].M[30
(i - 1)h]).M[30 + (i - 1 + 1/2)h]))).M[30 + (i - & 1/2)h]) +
(Last[rez] + h 2((Last[rez] + h/2(2((Last[rez] +
h/2Last[rez].M[30 +
(i- 1)h]).M[30 + (i - 1 + 1/2)h]))).M[30 + (i - B 1/2)h])).M[30 + (i - 1)h])]
]

Zanimajo nas samo verjetnosti za cela leta, kzfiaremo v posebnem seznamu in le
ta definira matrikoP

rezl .= {};
For[i=1, i< 102, i++,

If[Mod[i, 10] == 1, rez1 = Append[rezl, rez[[il]].,]
]



