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UvOD

Namen te diplomske naloge je sestaviti matemati¢ni model — graf ulic, cest in
stavb v enoti Ljubljana-Center. Na podlagi tega modela bomo skusali z razli¢nimi
pristopi teorije grafov odgovoriti na naslednja vpraSanja:

1. Kako izraCunati najkrajSo pot med dvema tockama v modelu?

2. Kako dolociti optimalno (najkrajSo) pot po kateri lahko prehodimo vse ulice
v modelu s pomocjo metod trgovskega potnika?

3. Kako dolociti optimalno (najkrajSo) pot po kateri lahko prehodimo vse ulice
v modelu s pomocjo metod kitajskega postarja?

Omenjeni modeli precej dobro predstavljajo realne situacije. V praksi lahko
najdemo kar nekaj primerov, pri katerih si je mozno pomagati z modeliranjem na
podlagi sodobnih konceptov teorije grafov. TakSen primer je tudi raznaSanje
reklamnih letakov po gospodinjstvih, ki ga bomo obravnavali v tej diplomski nalogi.
PoskusSali bomo najti optimalno pot po dani mrezi ulic ob upoStevanju nekaterih
predpostavk. V diplomski nalogi si bomo torej predstavljali postarja, katerega Zelja
je obiskati dani nabor naslovnikov in pri tem porabiti &im manj ¢asa, torej prehoditi
¢im krajsSo pot.

Iz teorije grafov bomo uporabili predvsem koncepte problema najkrajse poti',
problem kitajskega postarja’® in njegove razliSice, dotaknili pa se bomo tudi
problema trgovskega potnika®.

! Angl. Shortest Path Problem.
% Angl. Chinese Postman Problem.
8 Angl. Traveling Salesperson Problem, kratko TSP.
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Osnovni pojmi teorije grafov

1.1. Grafi in digrafi

Z grafom si v kontekstu te diplomske naloge predstavljamo mnozico to¢k v dvo- ali
trodimenzionalnem prostoru in mnozico €rt, ravnih ali ukrivljenih, vsaka ¢rta pa
povezuje dve tocki ali pa eno tocko samo s sabo.

Slika 1: Primer grafa

Vir: Lasten prikaz.

Grafi so zelo prilagodljivi modeli, primerni za analizo Sirokega spektra problemov,
v katerih si doloCene entitete lahko predstavljamo kot toCke, med katerimi
obstajajo takSne ali drugane povezave. Za potrebe modeliranja problemov iz
realnega sveta je zato klju¢no, da podamo natan¢ne definicije in terminologijo, ki
jo podajamo po Hvalici (1994, str. 107) in Grossu (1999, str. 2).

Graf G=(V,E) je matematiCna struktura, sestavljena iz dveh mnozic V in E.
Elementi mnoZice V so tocke®, elementi mnoZice E pa so loki>. Vsak lok ima

v we

* Tudi vozli ali vozli$¢a ali vrhovi, Angl. vertices, tudi nodes.
® Tudi veje ali povezave, Angl. edges.
® Angl. endpoints.



Usmerjen graf definiramo kot urejeno trojko G = (V, E, @). Preslikava ¢ preslika
vsak lok v urejen par tock:

Q: 1 2 (vq, V).

TocCka v; je zaCetna, toCka v, pa konCna toCka tega loka, toCka v; je
prednik tocCki v, oziroma toCka v, je naslednik tocke v;.

Zanka je lok, ki povezuje tocko v samo s sabo. Torej je @: | 2 (vq, V1);

Drevo je graf, v katerem ima vsak vozel kveCjemu enega prednika.
Neusmerjeno drevo je neusmerjen povezan graf, v katerem ni nobenega
cikla. Podobno definiramo usmerjeno drevo kot usmerjen, vsaj Sibko
povezan graf, v katerem ni nobenega cikla (Sarazin, 1984, str. 7).

Graf je povezan, &e poljubnemu paru toCk ustreza vsaj ena pot, ki ju
povezuje (Hvalica, Rupnik, 1987, str. V/5).

V naSi nalogi bomo v glavnem uporabljali naslednji pristop. V grafu bodo loki
predstavljali ulice (oziroma natan¢neje dele ulic, saj bo ena ulica lahko sestavljena
iz ve€ zaporednih lokov), toCke pa bodo predstavljale zaCetke in konce delov ulic,
lahko uposStevali tudi enosmernost dolocenih ulic, te bi torej morali predstaviti z
usmerjenimi loki. Vendar pa dva razloga govorita proti temu pristopu. Prvi¢ se s
tem kompleksnost modela zelo poveca, drugi€ pa enosmernost pogosto ni
smiselna za naSe potrebe, saj se v glavnhem nanaSa na motorna vozila. Ker nas
model ni namenjen le-tem, bomo raje uporabljali samo neusmerjene loke. Nas graf
bo torej v celoti neusmerjen.

Za potrebe naSega modela moramo dodati Se nekaj definicij (Gross, 1999, str. 6):
Sosednji to €ki sta tocki, ki sta povezani z lokom.

Sosednja loka sta loka, ki imata skupno tocko.



Pot po grafu je zaporedje lokov tega grafa, Ce sta dva zaporedna loka vedno
sosednja. Nekateri avtoji logijo poti, v katerih se loki lahko ponavljajo’ in poti, v
katerih se loki ne smejo ponoviti® (Locke, 2004).

Stopnja to éke® je Stevilo, ki oznaduje $tevilo lokov, katerim je dana to¢ka skupna.

V naSi nalogi bodo toCke s stopnjo 1 predstavljale konec slepe ulice. Tocke s

stopnjo 2 bodo predstavljale stiCiS€a ulic oziroma pogosteje sti€iS¢a delov ulic,
kadar bo ena ulica sestavljena iz ve¢ lokov. To¢ke s stopnjo 3 bodo predstavljale

IS4
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stika ve€ cest ali ulic.

Na tem mestu moramo osnovni definiciji grafa dodati Se eno mnozico, tako da je
G=(V.E, @, p), kier je

p:E>M,

preslikava, ki vsakemu loku | priredi njegovo utez p(I) — element mnozice M, ki
daje o loku | neko dodatno informacijo (Hvalica, 1994, str.115).

V tej nalogi bodo utezi izrazene v metrih kot dolzina loka in bodo torej predstavljale
dejanske razdalje med posameznima toCkama, ¢e bosta to¢ki povezani z lokom. V
nasprotnem primeru, ¢e te povezave ne bo, pa bo cena predstavljala neko veliko
pozitivno Stevilo. Graficno lahko utezi predstavimo v matriki cen, kot tabelo
velikosti n x n, ali pa kot tabelo velikosti (n x n) x 2, pri ¢emer je n Stevilo to¢k v
grafu. Na naslednjih tabelah 1 in 2 podajamo mozen prikaz matrike cen za
enostaven graf.

" Angl. walk.
8 Angl. trail.
® Tudi valenca, Angl. degree, valence.



Tabela 1: Prikaz matrike cen v obliki n x n

a b c d
0 1000 2 3
1000 0 4 3

2 4 0 1000
3 3 1000 0

o O T Y

Vir: Lasten prikaz.

Tabela 2: Prikaz matrike cen v obliki (n x n) x 2

a,a 0
a,b | 1000
a,c 2
ad 3
b,a | 1000
b,b 0
b,c 4
b,d 3
c,a 2
c,b 4
c,.C 0
c,d | 1000
d,a 3
db 3
d,c | 1000
dd 0

Vir: Lasten prikaz.

2. Nekateri uporabni algoritmi v teoriji grafov

V diplomski nalogi se bomo osredotocCili na iskanje optimalne poti po lokih in
toCkah danega grafa. ReSevanje problema bomo razbili na manjSe, toda
zaklju€ene celote, pri tem pa bomo potrebovali nekatere, v teoriji grafov dobro
poznane algoritme. Nekaj teh algoritmov podajamo v tem poglavju.



2.1. Problem najkrajSe poti

V tem delu bomo iskali najkrajSo mozno pot med dvema toCkama. Pri iskanju
najkrajSe poti med dvema toCkama si lahko pomagamo z linearnim
programiranjem, in sicer formuliramo problem odposiljanja blaga™®. V tem primeru
skuSamo minimizirati stroSek poSiljanja ene enote z zaCetne tocke v konéno tocko.
Pri tem se vse ostale to¢ke pojavljajo kot vmesne togke'!. Strosek posiljanja ene
enote iz toCke s v toCko x je kar dolzina loka (s,x), Ce ta lok obstaja, oziroma neko
veliko pozitivno Stevilo M, Ce ta lok ne obstaja. StroSek posiljanja ene enote iz
neke to¢ke samo vase je ni¢ (Winston, 2004, str. 417).

Na spodnjem grafu poskusimo sedaj najti najkrajSo pot od to¢ke a do tocke j.

Slika 2: Graf G, ki prikazuje enostavno mrezo ulic

Vir: Lasten prikaz.

10 Angl. transshipment problem.
' Angl. transshipment points.



Najprej moramo podati matriko cen za loke grafa G:

Tabela 3: Matrika pripadajo €ih cen za dani graf G

a b c d e f g h [ i

0 5 1000 1000 1000 7 1000 1000 1000 1000
1000 O 6 1000 3 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 O 5 1000 1000 1000 7 1000 1000
1000 1000 1000 O 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 O 1000 4 1000 1000 3

1000 1000 1000 1000 1000 O 5 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 O 7 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 O 2 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 O 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 O

SSQ —tht 0o o 060 T 9

LU —

Vir: Lasten prikaz.

Tocki, ki predstavlja naso zacetno toc¢ko dodelimo kapaciteto 1 in povpraSevanje
0, tocCki, ki predstavlja nasSo kon¢no tocko pa dodelimo kapaciteto 0 in
povpraSevanje 1. Vsem ostalim toCkam dodelimo vrednosti kapacitete in
povpraSevanja 1. To torej pomeni, da bomo poSiljali eno enoto iz zaCetne tocke v
kon¢no, vse ostale to¢ke pa bodo vmesne tocCke. Pri tem zelimo minimizirati
stroSke posiljanja:

. n m
min» > c;x;

i=1 j=1

Omenijeni problem lahko formuliramo v LINGU takole:

model:
' A 10 node Shortest Path Problem;

SETS:
NODE1/a,b,c,d,e,f,g,h,i,jj : CAPACITY;
NODE2 /a,b,c,d,e f,g,h,ij/ : DEMAND;
ROUTES( NODE1, NODE2) : COST, VOLUME;
ENDSETS

! The objective;
[OBJ] MIN = @SUM( ROUTES: COST * VOLUME);

! The demand constraints;

@FOR( NODE1( J): [DEM]

@SUM( NODE2( I): VOLUME( I, J)) >=
DEMAND( J));

! The supply constraints;



@FOR( NODE1( I): [SUP]
@SUM( NODE2( J): VOLUME( 1, J)) <=
CAPACITY(1));

! Here are the parameters;
DATA:
CAPACITY= 1,1,1,1,1,1,1,1,1,0;
DEMAND= 0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1;
COST = 0, 5, 1000, 1000, 1000, 7, 1000, 1000, 1000, 1000,
1000, 0, 6, 1000, 3, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000,
1000, 1000, 0, 5, 1000, 1000, 1000, 7, 1000, 1000,
1000, 1000, 1000, 0, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000,
1000, 1000, 1000, 1000, 0, 1000, 4, 1000, 1000, 3,
1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 0, 5, 1000, 1000, 1000,
1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 0, 7, 1000, 1000,
1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 0, 2, 1000,
1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 0, 1000,
1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000, O;

ENDDATA
end

Za dani problem dobimo resSitev dist[j] = 11, ta je podana v rezultatih LINGA pod
»objective value«. To pomeni, da je razdalja med izbranima to¢kama a in j 11
enot. Ce spreminjamo vrednosti v podatkih CAPACITY in DEMAND iz 1 v 0 in
obratno, dobimo Se reSitve za vse ostale kombinacije toC¢k. Za podrobnejsi pregled
in obrazloZitev rezultatov dobljenih z LINGOM glej prilogo 1.

2.2. Dijkstrov algoritem

Eden najbolj znanih algoritmov za iskanje najkrajSe poti med dvema toCkama je
Dijkstrov algoritem. Ta je za naS problem Se posebej uporaben, saj najde najkrajSo
pot med dano toCko in vsemi ostalimi toCkami. Ta podatek bomo namrec
potrebovali, ko bomo formulirali tako imenovan problem kitajskega poStarja.
Algoritem nam prikaze drevo T, ki ima zaCetek v dani zacetni tocki s, veje tega
drevesa pa so najkrajSe poti do vseh ostalih tock.

Dijkstrov algoritem je nastavljen takole (Gross, 1999, str. 147):

Vhod: obteZzen povezan graf G, katerega teZe lokov so nenegativne in tocka s v G.
Izhod: Drevo T v G, zakoreninjeno v tocki s, katerega vsaka pot od s do v je najkrajSa pot od s do v
v grafu G, in dolzine teh poti kot pripisane vrednosti nad v.

Nastavi zacetek Dijkstra drevesa v tocki s.

Dolo¢i mnozico mejnih lokov drevesa T za prazno mnozico.

dist[s] :=0

Dokler Dijkstra drevo T ne vsebuje vseg tockv G

Za vsak mejni lok e drevesa T
Naj bo x koncna tocka loka e, z Ze pripisano vrednostjo.
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Naj bo y konéna tocka loka e, ki Se nima pripisane vrednosti
Dolo¢i P[e] = dist[x] + w(e).

Naj bo e mejni lok drevesa T, ki ima najmanjSo vrednost P.

Naj bo x koncna tocka loka e, z Ze pripisano vrednostjo.

Naj bo y koncna tocka loka e, ki Se nima pripisane vrednosti

Dodaj lok e in tocko y drevesu T.

distly] := P(e)

PripiSi vrednost dist[y] nad tocko y.

Povrni Dijkstra drevo in pripisane vrednosti tock.

lzdelajmo sedaj Dijsktra drevo za zgoraj obravnavani primer grafa. Zelimo
izraCunati najkrajSe poti od toCke a do vseh ostalih tock.

Najprej nastavimo zacetek Dijkstra drevesa v tocko a. Dist[a] = 0, zato pripiSemo
to¢ki a vrednost 0, takole: a(0). Tocka a je zaenkrat edini element drevesa T.
Mejna loka tega drevesa sta loka ab in af. Zato je:

Plab] =5 in Plaf] = 7.

Ker je af mejni lok drevesa T z najnizjo vrednostjo P, dodamo ta lok k drevesu T.
Zato je dist[b] = 5, toCki b pa pripiSemo vrednost 5 takole: b(5).

V naslednjem koraku zopet pois¢emo mejne loke drevesa T. Sedaj so to loki af, be
in bc. Za te loke zopet izraCunamo vrednost P.

Plafl=7, P[be]=5+3=8, Plbc] =5+ 6 = 11

Tokrat je lok z najnizjo P-vrednostjo lok af, zato ga dodamo k drevesu T, tocki f pa
priredimo vrednost 7. f(7).

Ta postopek ponavljamo toliko ¢asa, da najdemo dist[y] za vse to¢ke v grafu. V
nasem primeru tako dobimo naslednje vrednosti:

distfa] =0, distb] =5, dist[f]=7, distle]=8, dist[c] =11, dist[j] = 11,
dist[g] = 12, dist[d] = 16, dist[h] = 18, dist[i] = 20

Za toCen potek in grafi¢ni prikaz vseh ostalih korakov glej prilogo 2.



2.3. Primov algoritem najmanjSega razvejanega dreve  sa

Primov algoritem je eden izmed bolj poznanih v teoriji grafov. Za potrebe te
diplomske naloge je uporaben predvsem kot osnova za problem trgovskega
potnika, katerega bomo predstavili v poglavju 2.6. Primov algoritem je po sestavi
zelo podoben Dijkstrovemu, njegov konéni rezultat pa je graf v obliki drevesa (torej
brez kroZzne poti, oziroma zanke). Tako nastalo Primovo drevo vsebuje vse toCke
iz prvotnega grafa, hkrati pa minimizira vsoto cen vseh lokov drevesa. Glede na to,
da je lahko $tevilo vseh moZnih razvejanih dreves za graf z n toékami tudi do n™?,
je neprakti¢no iskati vse mozne kombinacije. Naslednji algoritem nam lahko precej
olajSa delo (Gross, 1999, str. 146).

Vhod: obteZen povezan graf G
Izhod: najmanjSe razvejano drevo T.
Izberi neko zacetno tocko s.
Naj b s zacetno Primovo drevo T.
Dolo¢i mnozico mejnih lokov drevesa T za prazno mnozico.
Dokler Primovo drevo T Se ne vsebuje vseh tock v G
Dolo¢i mnoZico mejnih lokov za T.
Naj bo e mejni lok T-ja za najmanjSo tezo.
Naj bo v koncna tocka e-ja, ki Se ni v drevesu T.
Dodaj lok e (in s tem tocko v) v drevo T.
Zakljuci Primovo drevo T.

Podoben algoritem navaja tudi Skiena (2004, str. 1). llustracija poteka algoritma
Primovega drevesa je prikazana v prilogi 3.

S konceptom Primovega drevesa se bomo zopet srecali pri obravnavi problema
trgovskega potnika.

2.4. Eulerjeve poti

Eulerjeva pot je dobila svoje ime po Svicarskemu matematiku 18. stoletja
Leonardu Eulerju. Euler je z reSitvijo problema Koenigsbergovih mostov postavil
temelje teorije grafov. Eulerjeva pot po definiciji pomeni naslednje (Gross, 1999,
str. 156):

Eulerjeva pot v grafu je pot, ki vsebuje vsak lok tega grafa.

Eulerjeva krozna pot je zaprta Eulerjeva pot.
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Eulerjev graf je graf, ki ima zaprto Eulerjevo pot.

Poglejmo si primer mesta Konigsberg, na osnovi katerega bomo predstavili
uporabnost Eulerjevih poti. Mesto Konigsberg, ki je v€asih spadalo pod Vzhodno
Prusijo, lezi na dveh bregovih reke Pregel in na dveh otockih, ki jih ta reka obdaja.

Stirje deli mesta so povezani s sedmimi mostovi, kot kaZe naslednja slika:

Slika 3: Mesto Koenigsberg - skica

Vir: Gross, 1999, str.156.

Eulerjev model problema je predstavljal graf s Stirimi toCkami, vsaka toCka je
predstavljala segment kopnega, in s sedmimi loki, ki ponazarjajo mostove.

Slika 4: Graf, ki ponazarja mostove Koenigsberga

Cc

Vir: Gross, 1999, str. 157.
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Euler je pokazal, da ne obstaja pot, po kateri bi bilo mozno prehoditi vsak most
natanko enkrat. V sodobni terminologiji to pomeni, da graf nima Eulerjeve krozne
poti.

Euler je pokazal tudi, da graf, ki vsebuje tocke z liho stopnjo (torej toCke, ki so
skupne lihemu Stevilu lokov), ne more imeti Eulerjeve krozne poti. In obratno, vsak
graf, ki ima vse to¢ke s sodo stopnjo, mora imeti Eulerjevo krozno pot.

Algoritem, s katerim konstruiramo Eulerjevo kroZno pot v grafu je naslednji (Gross,
1999, str. 205):

Zacni v katerikoli toc¢ki v in konstruiraj krozno pot T v grafu G.
Dokler obstajajo loki grafa G, ki Se niso v krozni poti T
izberi tocko w v T, ki je zacetna tocka neuporabljenega loka (loka, ki ni v T).
Zacensi v tocki w, konstruiraj kroZno pot D, sestavljeno iz neuporabljenih lokov.
Povecaj T z D (zdruzi T in D, pot D je »obvoz, ki se zacne in konéa v tocki w).
Povrni T.

Izpeljimo zgornji algoritem na naslednjem grafu:

Slika 5: Primer enostavnega grafa

12 w

t1
e2 di

t3

t4 d2

e3

Vir: Gross, 1999, str. 206.

Zacnimo v toc€ki v. NaSa prva krozna pot T naj bo t1, t2, t3, t4. Nato najdemo
tocko v T ki je zaCetna toCka nekega neuporabljenega loka. Naj bo ta toCka w. Iz
tocke w zaCnemo krozno pot di1, d2, d3, tako da pridemo spet v to¢ko w.
Predstavljajmo si takole. Prvotno pot t1, t2, t3, t4 smo povecali z obvozom, tako
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da je nova pot: t1, t2, d1, d2, d3, t3, t4 . V naslednji iteraciji zopet najdemo tocko,
ki je zaCetna toCka Se neuporabljenega loku. ZacenSi v tej tocki, konstruiramo
kroZzno pot E(el, e2, e3), ki jo kot obvoz vrinemo v pot T.

Naj povemo Se, da pri vseh modelih ni potrebno opraviti celotne kroZzne poti.
V¢asih je dovolj, da prehodimo vse loke grafa, brez da bi se vrnili v zacetno
pozicijo. Taksni poti re€Cemo odprta Eulerjeva pot. Pogoj za obstoj le-te je, da ima
graf G natanko dve tocki z liho stopnjo.

Koncept Eulerjevih poti bomo potrebovali v naslednjem poglavju, kjer bomo
opredelili problem kitajskega postarja.

2.5. Problem kitajskega postarja

Kitajski matematik Meigu Guan se je ukvarjal s problemom, kako najti najkrajSo
pot, po kateri bi prehodili vsak lok danega grafa vsaj enkrat. Guan si je predstavljal
poStarja, ki Zeli prehoditi mrezo vseh ulic v kar najkrajSem &asu in se vrniti v
zacetno toc¢ko — poStno pisarno.

Ce ima vsaka to¢ka v grafu sodo stopnjo, potem bo vsaka eulerijska kroZzna pot
hkrati tudi optimalna reSitev problema kitajskega poStarja, saj bo vsak lok prehojen
natanko enkrat. Seveda pa v realnosti ni mogoce pri¢akovati takSnega grafa. Zato
je potrebno nekatere loke podvoijiti (stopnja njihovih konénih to¢k pa se bo s tem
povecala). Optimalna reSitev problema je v tem, da podvojimo tiste loke, katerih
skupna teZa oziroma cena bo najmanjSa, pri tem pa preslikamo prvotni graf G v
G*, tako da bo G* Eulerjev graf.

Standardni algoritem s katerim najdemo optimalno posStarjevo pot je naslednji
(Gross, 1999, str. 210):

Vhod: povezan obtezen graf G
Izhod: optimalna poStarjev pot W.
Najdi mnozico liho-stopenjskih tock v grafu G. Naj bo to nova mnozica S.
Zavsak partockuinviz S,
Najdi najkrajSo pot P v grafu G med tockama u in v
Naj bo d(uv) dolZina poti P.
Konstruiraj popolni graf K s to¢kami, ki so v S.
Zavsak lok e v K,
priredi loku e tezo d(uv), u in v sta kon¢éni tocki loka e.
Najdi popolno ujemanje M v grafu K, tako da bo skupna teza lokov v M najmanjSa.
Za vsak e v popolno ujemanem grafu M
Naj bo P pripadajoc¢a najkrajSa pot v G med konénimi tockami loka e.
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Za vsak lok f na poti P
Dodaj grafu G duplikat loka f, vkljuéno z njegovo tezo.
Naj bo G* eulerjev graf, ki je nastal z dodajanjem reobov iz prejSnjega koraka grafu G.
Konstruiraj Eulerjevo krozno pot W na grafu G*. W je optimalna posStarjeva pot prvotnega
grafa G.

To pomeni, da podvojimo loke po poti med dvema lihostopenjskima to¢kama u in
v. Stopnja teh toCk tako postane soda (saj smo vsaki dodali en lok). Stopnja vseh
vmesnih toCk po poti med u in v pa se poveca za 2.

Izpeljimo zgornji algoritem na naSem Ze obravnavanem primeru grafa iz slike 2.

Najprej najdemo podmnoZzico vseh lihostopenjskih to¢k v grafu G. Ta podmnoZzica
S vsebuje to¢ke b, c, d, e, g, h, i, ] . Za dane toCke izraCunamo najkrajSe poti za
vsako kombinacijo dveh tock. Za to lahko uporabimo kar Dijkstrov algoritem. Tako

dobimo matriko razdalj za vsako kombinacijo tock:

Tabela 4: Matrika razdalj za vsako kombinacijoto €k v grafu G

b c d e g h i j
b 0 6 11 3 8 13 15 6
c 6 0 5 9 14 7 9 12
d 11 5 0 14 19 12 14 17
e 3 9 14 0 5 12 14 3
g 8 14 19 5 0 7 9 8
h |13 7 12 12 7 0 2 15
i 15 9 14 14 9 2 0 17
j 6 12 17 3 8 15 17 O

Vir: Lasten prikaz.

Na podlagi teh to¢k nariSemo popolni graf K z loki bc, bd, be,...,, jg, jh, ji . Teze
lokov preberemo iz zgornje matrike cen. Sedaj moramo najti popolno ujemanje M
v grafu K, tako da bo teza lokov v M najmanjSa. Zaenkrat naj povemo, da to
pomeni, da moramo najti takSne loke, da bodo vsebovali vseh osem tock iz
mnoZice S, vsota teZe teh lokov pa bo najmanjSa. Logi¢no je, da bo v naSem
primeru osmih toc¢k Stevilo lokov Stiri. To so loki cd, hi, ] in bg.

Za vsakega izmed teh lokov najdemo najkrajSo pot v originalnem grafu. Pri lokih
cd, hi in ej je to kar sam lok, pri loku bg, pa je najkrajSa pot b-e-g. Vse te loke
sedaj dodamo originalnemu grafu G, tako da dobimo novi graf G*. Ta se torej od
prvotnega razlikuje po podvojenih lokih be, ej, eg, cd in hi.
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Slika 6: Graf Eulerjev graf G* s podvojenimi loki

a 5 b 6 c 5 d
3
o 3
7 pa— 7
4
f 5 g 7 h 2 i

Vir: Lasten prikaz.
Na temu grafu sedaj konstruiramo Eulerjevo pot, na primer:
a-b-e-j-e-b-c-d-c-h-i-h-g-e-g-f-a

Celotna teza lokov te poti je 73. Glede na to, da je vsota dolzin lokov v grafu G
55, to pomeni, da smo 18 enot prehodili dvakrat.

Do reSitve problema lahko pridemo tudi enostavneje. Loke, ki se koncajo v tocki s
stopnjo 1 lahko preprosto podvojimo, to pa zato, ker se moramo v vsakem primeru
iz takSne toCke vrniti po isti poti, po kateri smo prisli. TakSni loki namre¢
predstavljajo slepe ulice. S tem se znebimo precejSnjega Stevila lihostopenjskih
cd, hi in ej. Ko te loke podvojimo, se poveca tudi stopnja v to¢kah c, h in e in sicer
na 4. Tako ostaneta zgolj dve lihostopenjski tocki, in sicer tocki b in g s stopnjo 3.
Ko podvojimo loke najkrajSe poti med tema to¢kama, dobimo Eulerjev graf G*.

Problem kitajskega postarja je tudi temelj za nekatere modernejSe koncepte, ki
iS¢ejo optimalno pot po lokih grafa ob dodatnih predpostavkah. Nekaj teh

konceptov navajamo v naslednijih vrsticah:
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Usmejeni problem kitajskega postarja ' (Timbleby, 2003, str. 2) predstavlja
situacijo, v kateri iS5¢emo optimalno pot po vseh robovih grafa, v katerem je vsaj en
rob usmerjen, se pravi, da dopus€a prehod zgolj v eni smeri.

Nekateri avtorji Se nadgradijo zgornji problem in iS¢ejo najkrajSo pot, po kateri
obiS¢emo dani nabor narocnikov, pri tem pa upoStevamo Se Stevilo vozil (kurirjev),
ki so na razpolago ter njihovo kapaciteto in povpraSevanje posameznega
naro¢nika (Lacomme, 2004). TakSen problem lahko z ustrezno transformacijo
spremenimo v problem trgovskega potnika (Baldacci, Maniezzo, 2004, str.1).

2.6. Problem trgovskega potnika

Pri iskanju optimalne poti med vsemi to¢kami danega grafa lahko uporabimo Se
eno izmed bolj znanih metod, to je problem trgovskega potnika. Problem
trgovskega potnika ponazarja situacijo, v kateri Zeli trgovski potnik obiskati vse
toCke v dani mnozici, pri tem pa minimizirati stroSke tega potovanja. Tako so lahko
toCke v mnozici mesta ali stranke, stroSki pa so dani v obliki kilometrov ali
denarnih enot. Imamo torej graf G=(V,E), obiskati pa moramo vsako izmed tock v
E. Graf si lahko predstavljamo kot popoln graf, pri Cemer moramo prirediti velike
vrednosti (velike glede na konéno reSitev modela) za loke, ki dejansko ne
obstajajo. Primer takSnega enostavnega grafa je prikazan na naslednji sliki.

Slika 7: Primer enostavnega popolnega grafa

1000

Vir: Lasten prikaz.

12 Angl. Directed Chinese Postman Problem.
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Problem trgovskega potnika ima Ze dolgo zgodovino v svetu operacijskih raziskav.
NajzgodnejSa dela tako segajo v leto 1759, ko je Euler predstavil reSitev Problema
skakaeve poti. Drugi zgodnji raziskovalci tega problema so bili A. T.
Vandermonde, T. P. Kirkman in W. R. Hamilton. Prvi vedji preboj v iskanju
dokazljivo optimalne poti se je zgodil leta 1954, ko so G. B. Dantzig, D. R.
Fulkerson in S. M. Johnson resSili problem trgovskega potnika na mnozici 49 mest
v Zdruzenih Drzavah Amerike. Naslednji dramati¢ni uspehi so sledili leta 1980, ko
sta Crowder in Padberg nasla dokazljivo optimalno pot za 318 mest. Za poskus
predstavitve naj povemo, da je Stevilo moznih kombinacij za ta problem 10°%°. Ce
bi radunalnik ra¢unal s hitrostjo 1.000.000.000 poti na sekundo, bi potreboval 10°*°
let (Gross, 1999, str. 228).

To dokazuje, da je problem trgovskega potnika izredno kompleksen, zato moramo
najti algoritme, ki dovolj hitro najdejo priblizno optimalno pot, z natan¢nostjo, ki je
zadovoljiva z vidika danega problema. Kasneje bomo predstavili model stavb in
ulic v segmentu Ljubljana-Center, ki bo vseboval nekaj tiso€ to¢k. Seveda je za
tako obseZen problem nesmiselno iskati povsem optimalno reSitev, zadovoljili se
bomo Ze s priblizkom na nekaj kilometrov natan¢no. V nadaljevanju bomo prikazali
dva enostavna algoritma za reSevanje problema trgovskega potnika.

2.6.1. Algoritem: Najblizji sosed

To je najenostavnejSi TSP algoritem, ki ima v ozadju zelo kratkovidno filozofijo: v
katerikoli tocki si, izberi najkrajSo pot do nekam drugam. ZapiSemo ga lahko takole
(Gross, 1999, str. 229):

Vhod: popolni graf G s pripadajocimi tezami lokov
Izhod: Zaporedje oznacenih tock, ki tvorijo Hamiltonov cikel.
Zacni v katerikoli tocki v.
Dolo¢il(v) = 0
Doloc¢ii=1
Dokler obstajajo neobiskane tocke
Izberi najcenejSo pot, ki povezuje v z neoznaceno tocko, npr. w
Doloéi l(w) =i
Vi=w

Algoritem najblizji sosed je tipiéni »pohlepni«*® algoritem. Glavni prednosti sta

njegova hitrost in enostavna implementacija. V&asih se algoritem obnese

¥ Angl. greedy algorithm.
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presenetljivo dobro. V sploSnem pa lahko prinese slabe rezultate, Se posebej v
grafih, kjer obstajajo velike razlike med tezami posameznih lokov.

2.6.2. Algoritem: Podvojeno drevo

Ta algoritem ima Se vedno nizko stopnjo kompleksnosti in prinese precej dobre
rezultate za grafe z dolo€enimi omejitvami (Gross, 1999, str. 230).

Vhod: obteZen popoln graf G.
Izhod: zaporedje tock in lokov, ki tvorijo Hamiltonov cikel.
Najdi najmanjSe razvejano drevo T* v G.
Izdelaj Eulerjev graf H tako, da podvoji§ vsak lok v T*,
Izdelaj eulerjevo pot W v grafu H.
Konstruiraj pot v grafu G kot sledi:
Sledi zaporedju lokov in tock v W, dokler na pride$ do tocke, kjer je naslednji lok v
zaporedju povezan z Ze obiskano tocko. Na tej tocki preskoci na naslednjo
neobiskano tocko po bliznjici, ki ni del W. Nadaljuj po poti W in uporabljaj bliznjice
kjer je potrebno in mogoce, dokler ne obiS¢es vseh tock.

Slika 8: llustracija algoritma Podvojeno drevo poda na na enostavnem grafu

Vir: Gross, 1999, str. 231.

Problem trgovskega potnika in problem minimalnega razvejanega drevesa je
resljiv tudi v LINGU, vendar je proces zelo pocasen pri ve¢jemu Stevilu tock in
lokov.
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Nekateri avtorji na osnovi problema trgovskega potnika razvijejo bolj zapletene
koncepte z dodatnimi omejitvami. Tak3en je tudi problem razporejanja vozil **, ki
predstavlja situacijo, v kateri mora fiksno Stevilo vozil z znano kapaciteto zadostiti
danemu povpraSevanju strank, pri tem pa minimizirati transportne stroske (Ralphs,
2004).

3. Uporaba pristopov teorije grafov na delu ljublja  nske
cestne mreze

Naj ponovimo, da je cilj naSega modela najti dolzino najkrajSe poti med vsemi
danimi stavbami in pa zaporedje, po katerem je treba dane stavbe obiskati.
Seveda je natan¢nost rezultatov obratnosorazmerna s stroski analize, model, ki bi
vkljuCeval vse predpostavke realnega sveta, pa krepko presega zahtevnost te
diplomske naloge. V nadaljevanju podajamo opis modela, uporabljenega v tej
diplomski nalogi.

3.1. Osnovni opis modela ljubljanske cestne mreze

Za potrebe te naloge smo pod drobnogled vzeli podatke za mesto Ljubljana, enota
Center. Podatke smo dobili od Geodetske uprave Republike Slovenije in zajemajo
ulice in hisne Stevilke na obmogju Ljubljana Center. Stevilo hidnih Stevilk je 2433,
Stevilo ulic pa 218, razdeljene so v 3242 segmentov. Nas model, ki bo zajemal vse
hiSne Stevilke in ulice je zaradi velikosti neprimeren (prevelik) za stoodstotne
reSitve, ki jih dobimo z metodami linearnega programiranja.

Za ulice in hiSne Stevilke so podatki podani v tabelari¢ni obliki in tudi kot vektor. Pri
tabelari¢ni obliki nas za hiSne Stevilke predvsem zanimajo naslednji atributi:

- hiSna Stevilka

- dodatek hisne Stevilke (npr. A, B, C...)
- identifikator ulice

- koordinata Y

- koordinata X

* Angl. Vehicle Routing Problem.
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Vektorski zapis za posamezno hiSno Stevilko je tocka v danem
dvodimenzionalnem prostoru.

Pri ulicah pa je pomemben predvsem vektorski podatek. Vsaka ulica je tako
sestavljena iz enega ali veC vektorjev, ki predstavljagjo ravne ¢rte v
dvodimenzionalnem prostoru. Za vsakega od teh vektorjev imamo podano zacetno
in konéno tocko v koordinatah X in Y. Zal pa dani zapis ne podaja podatka, kateri
vektorji tvorijo katero ulico, pa¢ pa imamo zgolj podan zapis vektorjev na eni strani
in tabelariéni prikaz ulic na drugi. Na sliki 9 si lahko ogledamo grafi¢ni prikaz ulic in
stavb zajetih v naSem modelu.

Slika 9: Grafi €ni prikaz ulic in stavb na obmo ¢ju Ljubljana-Center

Vir: Geodetska Uprava Republike Slovenije, 2004.
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3.2. Transformacija vektorskih podatkov v modelu ce stne mreze

Preden lahko ustvarimo pregleden model, primeren za nadaljnjo analizo, moramo
predstaviti Se nekaj osnovnih transformacij vektorskih podatkov. Tako bomo
veCkrat uporabili formulo za izraCun zraCne razdalje med dvema toCkama, najsi
bosta ti toCki predstavljali stavbe (hiSne Stevilke), ali pa zaCetek oziroma konec
vektorja ceste, ali pa kombinacijo obojega. Ta formula je:

d=y(Y, - V)2 + (X, = %)

Prvic bomo to uporabili, ko bomo odpravljali manjSe nepravilnosti v izvornih
podatkih. Opaziti je mogocCe, da so doloCene ulice prekinjene, torej ne omogocajo
prehoda tam, kjer z lastnih izkuSenj vemo, da je prehod mozen. Za poenostavitev

vt v

XIS 4

zraCne linije. To posploSitev si lahko privos€imo, ker je naS model v prvi meri
prikrojen za osebo, ki se giblje pes ali s kolesom, zato lahko obidemo omejitve, ki
veljajo za motorna vozila.

Druga formula, ki jo potrebujemo pa je formula za cepitev vektorja na dva dela
oziroma iskanje srediS¢ne tocke med dvema to€Ckama. To bomo potrebovali zato,
ker bo v&asih neko daljSo ulico smiselno razdeliti na ve¢ krajSih, ker bo model tako
omogocal drugacne pristope. Cepitev vektorja na dva dela lahko izvajamo po
naslednjih formulah:

1

X =506+ %,)
1

Ys ZE(yl + yz)

Tako bomo nekatere daljSe ceste preslikali iz (X1,¥1),(X2,Y2) V (X1,Y1),(Xs,Ys) in
(Xs,Ys)(X2,Y2)-

3.3. Analiza modela s pomo ¢jo metod TSP.

V terminologiji teorije grafov si lahko naS model predstavljamo kot graf G, ki ga
tvorita podgrafa G, = (V,E) in G, = (V4). Prvi tvori mnozico to¢k V, ki predstavljajo
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TS 4

temi toCkami, torej ulice. Vy, pa je mnozica to€k stavb.

Ce bi hoteli zares togen rezultat dolZine optimalne poti, bi se naslednji postopek Ze
zelo priblizal dejanskemu rezultatu.

- Zavsako stavbo najdi najblizjo pot do pripadajoc¢e ulice in jo izraCunaj.
- To pot dodaj mnozici lokov E.
- Pois¢i najkrajSo pot v kateri obiS¢es vse toc¢ke iz Vp, po lokih iz E.

Ker je ta pristop prezahteven, poskuSajmo najti omejitve kompleksnosti operacij, ki
nam Se vedno dajejo zadovoljiv rezultat. Na zaCetku lahko eliminiramo prvi korak.
To pa zato, ker lahko predpostavimo, da razdalja od posamezne stavbe do njene
najblizje ulice ne variira preve¢. To pomeni, da dejansko obiskujemo stavbo le do
mesta, kjer smo Se na ulici. Na koncu lahko rezultat popravimo tako, da
predpostavimo nek konstanten ¢as, ki je potreben za to, da naredimo pot od ulice
do vrat izbrane stavbe. Poleg tega pa ta razdalja glede na celotni model ni
prevelika in jo lahko zanemarimo tudi zato, ker ne moremo to€¢no vedeti, kako
dale¢ do stavbe dejansko moramo priti, saj ne vemo kje se nahaja poStni
nabiralnik. Ta problem bomo najenostavneje reSili tako, da bomo vsaki stavbi
poiskali najblizjo tocko, ki se nahaja na cesti in bomo koordinate stavbe kar
preslikali v to to¢ko. To dejansko pomeni, da bomo vsako stavbo »prestavili« na
cesto.

Druga teZzava pa je vecja in tezje premostljiva. UpoStevati bi namre¢ morali, da so
torej nepopolno povezan. Metode, ki jih znamo uporabljati za takSne modele
ucinkovito reSujejo modele do velikosti 10 ali nekaj 10 tock (npr. LINGO). V naSem
modelu pa je ve¢ kot 2000 tock.

Za reSevanje TSP-jev takSne velikosti je eden izmed boljSih programov program
Concorde, ki lahko reSuje probleme, ki so Se 100-krat vecji od nasSega, zato smo
ga tudi mi uporabili v nasi analizi. Zal pa Concorde predvideva le popolnoma
povezane grafe, to pomeni, da omogoc¢a prehod med katerimakoli to¢kama v
modelu (Applegate, 2004).

Da bi iztrzili kar ¢im ve¢ od omenjenega programa si lahko pomagamo z
naslednjim pristopom: vsako ulico ali njen del razdelimo na dovolj majhne
segmente (npr. 10 metrov). S tem seveda Stevilo tock v modelu Se naraste, vendar
pa pridobimo bistveno prednost. S tem namre¢ TSP algoritem, ki ga uporablja
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Concorde umetno prisilimo, da uporablja ve€inoma le poti, ki so dejansko ulice.
Vsak prehod stran od dejanske poti (na primer na sosednjo vzporedno ulico) bo v
primerjavi z manjSim, na primer desetmetrskim segmentom precej vedji kot je bil
pred transformacijo.

Po teh prilagoditvah lahko kon¢no zazenemo program Concorde in si ogledamo
rezultate (Slika 10):

Slika 10: NajkrajSa pot po dani mrezi ulic, dolo  €ena s programom Concorde

Vir: Lasten prikaz.

Celotna dolzina tako dobljene poti je 53.870 metrov. 1z slike lahko vidimo, da pride
do nepravilnosti predvsem tam, kjer je gostota to¢k vecja. Kljub temu pa je dobljeni
rezultat uporaben predvsem za to, da dobimo okvirno oceno dolzine poti.

Pricakujemo pa, da bomo to¢nejSi rezultat dobili v naslednjem poglavju, ko bomo

skusali model transformirati v problem kitajskega postarja — ta namre¢ uposSteva
dejanske poti in povezave med tockami.
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3.4. Analiza modela, ki ga reSujemo kot problem kit  ajskega
poStarja

V tem delu bomo formulirali model kot problem kitajskega posStarja. Za razliko od
prejSnjega dela, kjer smo se ukvarjali s posameznimi toCkami, se bomo tokrat
osredotocili na loke.

Spomnimo se, da moramo najprej iz prvotnega grafa G z ustreznimi
transformacijami priti do Eulerjevega grafa G*. NajenostavnejSi nacin, da dobimo
Eulerjev graf iz danega grafa je, da preprosto podvojimo vse loke v izvornem
grafu. Tako vsem toCkam v grafu priredimo sodo stopnjo. Celotna Eulerjeva
krozna pot je v tem primeru dvakrat daljSa od vsote dolzin vseh ulic in znaSa 2 x
62.368 = 124.736 metrov. Seveda pa to ni optimalna reSitev.

BoljSo reSitev bomo dosegli tako, da bomo podvojili le doloCene loke v grafu G
tako, da dobimo graf, katerega to¢ke bodo vse imele sodo vrednost. Za to moramo
najprej za vsako tocko v grafu ugotoviti njeno stopnjo. Stevilo to&k, ki imajo
dolo¢eno stopnjo prikazuje spodnja tabela:

Tabela 5: Stevilo to &k z dolo &eno stopnjo

Stopnja  Stevilo tock
1 56
3 199
4 82
5 6

Vir: Lasten prikaz.
Logi¢no je, da moramo podvojiti tiste loke, katerih zaCetna ali konéna to¢ka ima

stopnjo 1 (to namre€¢ pomeni, da moramo tak lok prehoditi dvakrat). Ko to
naredimo, dobimo nove vrednosti za zgornjo tabelo.
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Namesto da bi iskali kombinacije vseh tock z liho stopnjo in med njimi popolno
ujemanje lahko postopamo tudi takole: najdemo vse tiste lihostopenjske tocke, ki
se z enim ali vec€ loki povezujejo Se z eno lihostopenjsko to¢ko. 1zmed teh lokov
izberemo najkrajSega in ga podvojimo.

S tem smo prvotno Stevilo lihostopenjskih to¢k ob&utno zmanjsali, tako da med
preostalimi mnogo lazje najdemo popolno ujemanje z najmanjSo skupno tezo
lokov.

Pri konstrukciji Eulerjevega grafa »na roke« bomo uporabili naslednji pristop:

RS 4

v v

in oznaci podvojitev tako, da pobarvas podvojene ulice.

4. Stevilke, ki prikazujejo stopnje, med katerimi si podvojil ulico, obkroZi, da s
tem oznacis transformacijo iz lihe v sodo stopnjo

5. ponavljaj od tretjega koraka, dokler niso vsa Stevila, ki ponazarjajo stopnjo

TS 4

Na sliki 11 je prikazan graf G, ki prikazuje obravnavane ulice na obmocju

S 4

Ljubljana—Center, in kriziS€a kot toCke s pripadajoCimi stopnjami.
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Slika 11: prikaz mreze ulic na obmo ¢&ju Ljubljana — Center in stopnje to ¢k




Po koncani transformaciji tako dobimo Eulerjev graf G*, ki ga prikazuje slika 12
(obarvani loki pomenijo podvojitev posameznega loka).

Slika 12: Eulerjev graf G* - prikaz mreZe ulicnao bmo ¢ju Ljubljana — Center s
podvojenimi loki

Vir: Lasten prikaz.
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Podvojene loke lahko prikazemo tudi v vektorski obliki. To bomo namrec€
potrebovali za izraun dodatne razdalje, ki jo je treba priSteti skupni dolZini vseh
ulic, da dobimo celotno dolzino Eulerjeve poti.

Slika 13: Vektorski prikaz podvojenih ulic v danem grafu G

Vir: Lasten prikaz.

Vsota dolzin vseh lokov v izvornem grafu G je 62.368 metrov. Vsota dolzin tistih
lokov, ki smo jih podvojili pa znaSa 22.651 metrov. Tako da je celotna dolzina
Eulerjeve poti 85.019 metrov, kar je 39.717 metrov manj kot dolZzina poti, ki jo
dobimo s podvajanjem vseh lokov v grafu. Pri tem naj Se omenimo, da je moznih
Eulerjevih poti po danem grafu mnogo, izbira poti pa seveda ne vpliva na njeno
dolzino.
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Dolocanje Eulerjeve poti oziroma podvajanje lokov smo opravili »na roke«, saj
izdelava in implementacija algoritmov v raCunalniSki obliki presega okvir te
diplomske naloge. Kljub temu je prav, da moZen postopek programiranja
nakazemo v naslednjih korakih:

1. Najprej moramo pridobiti vektorske podatke za ulice in hiSne Stevilke. Te
lahko naro€imo pri Geodetski Upravi Republike Slovenije, ali pa jih
izdelamo sami s pomoc¢jo natanCnega zemljevida in nekaterih
programskih orodij.

2. Nato je potrebno preveriti, ¢e so v podatkih kakSne napake in jih precistiti
glede na potrebe.

3. Naslednji korak je izdelava Dijkstrovega algoritma za iskanje najkrajSe
poti med kombinacijami tock. Pri tem lahko omejimo kompleksnost
modela tako, da ne racunamo razdalj za vse mozne kombinacije tock,
ampak zgolj za tiste, ki so dovolj skupaj, saj s podvajanjem poti med zelo
oddaljenimi to¢kami zagotovo ne bomo dosegli optimalne reSitve.

4. Za vsako tocko v grafu ugotovimo njeno stopnjo.

5. Tocke z liho stopnjo povezujemo tako, da podvajamo loke med njimi. Pri
tem moramo minimizirati skupno dolzino podvojenih lokov. NajkrajSe poti
iz to¢ke 3 nam bodo v tem koraku v veliko pomo¢.

6. Po grafu, ki ga dobimo v toc¢ki 5 izpeljemo Eulerjevo pot. S tem dobimo
zaporedije tock, ki je tudi kon¢na reSitev problema.

4. Sklep

V diplomski nalogi smo prikazali nekaj moznih pristopov pri iskanju optimalne poti
po danem grafu, ki ponazarja mrezo ulic iz realnega sveta. lzmed obravnavanih
konceptov se je kot najbolj uporaben in tudi natanéen izkazal pristop, ki se
uporablja pri reSevanju problema kitajskega poStarja. S tem pristopom smo
ugotovili, da je mozZna kroZna pot po danih ulicah dolga 85.019 metrov in je 22.651
metrov daljSa od vsote dolzin vseh ulic, ki znaSa 62.368 metrov. Glede na
najenostavnejSo krozno pot po mrezi ulic, ki jo dobimo s podvajanjem vseh lokov v
grafu, je dana reSitev krajSa za 39.717 metrov. Zato lahko predpostavljamo, da je
izraCunana Eulerjeva krozna pot priblizno 10 do 30 kilometrov krajSa od neke
intuitivne poti, ki bi jo morebitni raznaSalec izbiral med obhodom po danih ulicah.

Hkrati smo tudi predstavili algoritme, ki jih lahko uporabimo pri izdelavi aplikacije, s
katero bi bilo mozno izracunati optimalno kroZzno pot po mrezi ulic tudi za problem
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vecjih dimenzij. Ob tem smo tudi navedli mozne poenostavitve modela, s katerimi
si lahko prihranimo veliko programiranja, Se vedno pa dajejo zadovoljiv rezultat.

Ugotovili smo torej, da se pri opravljanju kurirskih oziroma poStnih storitev pri

dovolj velikem naboru naslovnikov splaca mrezo ulic definirati kot graf, na tem
modelu pa uporabimo metode za reSevanje problema kitajskega postarja.
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Priloga 1: Rezultati iz Linga za reSitev problema  najkrajSe poti za graf G

Global optimal solution found at iteration: 0
Objective value: 11.00000

Tabela 1: Rezultati iz Linga za reSitev problema na  jkrajSe poti za graf G

VOLUME( A, A) 0,000 0,000
VOLUME( A, B) 1,000 0,000
VOLUME( A, C) 0,000 1000,000
VOLUME( A, D) 0,000 1000,000
VOLUME( A, E) 0,000 992,000
VOLUME( A, F) 0,000 7,000
VOLUME( A, G) 0,000 1000,000
VOLUME( A, H) 0,000 1000,000
VOLUME( A, 1) 0,000 1000,000
VOLUME( A, J) 0,000 989,000
VOLUME( B, A) 0,000 1005,000
VOLUME( B, B) 0,000 0,000
VOLUME( B, C) 0,000 11,000
VOLUME( B, D) 0,000 1005,000
VOLUME( B, E) 1,000 0,000
VOLUME( B, F) 0,000 1005,000
VOLUME( B, G) 0,000 1005,000
VOLUME( B, H) 0,000 1005,000
VOLUME( B, 1) 0,000 1005,000
VOLUME( B, J) 0,000 994,000
VOLUME( C, A) 0,000 1000,000
VOLUME( C, B) 0,000 995,000
VOLUME( C, C) 1,000 0,000
VOLUME( C, D) 0,000 5,000
VOLUME(C, E) 0,000 992,000
VOLUME( C, F) 0,000 1000,000
VOLUME( C, G) 0,000 1000,000
VOLUME( C, H) 0,000 7,000
VOLUME( C, I) 0,000 1000,000
VOLUME( C, J) 0,000 989,000
VOLUME( D, A) 0,000 1000,000
VOLUME( D, B) 0,000 995,000
VOLUME( D, C) 0,000 1000,000
VOLUME( D, D) 1,000 0,000
VOLUME( D, E) 0,000 992,000
VOLUME( D, F) 0,000 1000,000
VOLUME(D, G) 0,000 1000,000
VOLUME( D, H) 0,000 1000,000
VOLUME( D, I) 0,000 1000,000
VOLUME( D, J) 0,000 989,000

VOLUME(E, A) 0,000 1008,000



Nadaljevanje tabele 1

VOLUME(E, B) 0,000 1003,000
VOLUME(E, C) 0,000 1008,000
VOLUME(E, D) 0,000 1008,000
VOLUME(E, E) 0,000 0,000
VOLUME(E, F) 0,000 1008,000
VOLUME(E, G) 0,000 12,000
VOLUME(E, H) 0,000 1008,000
VOLUME(E, 1) 0,000 1008,000
VOLUME(E, J) 1,000 0,000
VOLUME(F, A) 0,000 1000,000
VOLUME(F, B) 0,000 995,000
VOLUME(F, C) 0,000 1000,000
VOLUME( F, D) 0,000 1000,000
VOLUME(F, E) 0,000 992,000
VOLUME(F, F) 1,000 0,000
VOLUME(F, G) 0,000 5,000
VOLUME( F, H) 0,000 1000,000
VOLUME(F, I) 0,000 1000,000
VOLUME(F, J) 0,000 989,000
VOLUME( G, A) 0,000 1000,000
VOLUME( G, B) 0,000 995,000
VOLUME( G, C) 0,000 1000,000
VOLUME( G, D) 0,000 1000,000
VOLUME( G, E) 0,000 992,000
VOLUME( G, F) 0,000 1000,000
VOLUME( G, G) 1,000 0,000
VOLUME( G, H) 0,000 7,000
VOLUME( G, Iy 0,000 1000,000
VOLUME( G, J) 0,000 989,000
VOLUME( H, A) 0,000 1000,000
VOLUME( H, B) 0,000 995,000
VOLUME( H, C) 0,000 1000,000
VOLUME( H, D) 0,000 1000,000
VOLUME( H, E) 0,000 992,000
VOLUME( H, F) 0,000 1000,000
VOLUME( H, G) 0,000 1000,000
VOLUME( H, H) 1,000 0,000
VOLUME( H, 1) 0,000 2,000
VOLUME( H, J) 0,000 989,000
VOLUME( |, A) 0,000 1000,000
VOLUME( |, B) 0,000 995,000
VOLUME(1, C) 0,000 1000,000

VOLUME( |, D) 0,000 1000,000



Nadaljevanje tabele 1

VOLUME( |, E) 0,000 992,000
VOLUME( |, F) 0,000 1000,000
VOLUME( |, G) 0,000 1000,000
VOLUME( 1, H) 0,000 1000,000
VOLUME( 1, 1) 1,000 0,000
VOLUME( 1, J) 0,000 989,000
VOLUME( J, A) 0,000 1011,000
VOLUME( J, B) 0,000 1006,000
VOLUME( J, C) 0,000 1011,000
VOLUME( J, D) 0,000 1011,000
VOLUME( J, E) 0,000 1003,000
VOLUME( J, F) 0,000 1011,000
VOLUME( J, G) 0,000 1011,000
VOLUME( J, H) 0,000 1011,000
VOLUME( J, 1) 0,000 1011,000
VOLUME( J, J) 0,000 0,000

Vir: Lastni racunalniski izracuni.

V vrstici »Objective value« preberemo dolzino izraunane najkrajSe poti, ki v
nasem primeru znasSa 11 enot. V vrsticah »WVOLUME« pa razberemo, kateri rob
grafa je dejansko vkljuen v izracunani poti. Vrednost 1 v drugem stolpcu pomeni,
da je ta rob vklju€en v izraCunani poti, vrednost O pa pomeni, da ta rob ni vkljucen

Vv izraCunani poti.

Priloga 2: Izra €un najkrajSe poti v primeru 2 na podlagi Dijkstrov ega
algoritma.

Iteracija 1:
distfa] = 0 — a(0) P(ab) =5 P(af) =7

Rob ab dodamo k drevesu T.
Iteracija 2:
dist[b] =5 — b(5) P@@f) =7 P(bc) =11 P(be)=8

Rob af dodamo k drevesu T.



Iteracija 3:
dist[f] = 7 — f(7) P(bc) =11
Rob be dodamo k drevesu T.
Iteracija 4.

dist[e] =8 — e(8) P(bc) =11
Rob bc dodamo k drevesu T.

Iteracija 5:

dist[c] = 11 — c(11) P(ej) = 11

P(eg) =13
Rob ej dodamo k drevesu T.
Iteracija 6:
dist[j] = 11— j(11) P(fg) = 12
Rob fg dodamo k drevesu T.
Iteracija 7:
dist[g] =12 — g(12) P(gh) =19
Rob cd dodamo k drevesu T.
Iteracija 8:
dist[d] = 16 — d(16) P(gh) = 19
Rob ch dodamo k drevesu T.
Iteracija 9:

dist[h] = 18 — h(18) P(hi) = 20

P(be) = 8

P(ej) = 11

P(fg) = 12

P(ch) = 18

P(ch) = 18

P(ch) = 18

P(fg) = 12

P(fg) = 12

P(ch) = 18

P(cd) = 16

P(cd) = 16

P(eg) =13

P(cd) = 16

P(eg) = 13



Rob hi dodamo k drevesu T. In dist[i] = 20 — i(20)

Priloga 3: llustracija poteka algoritma Primovega d revesa.
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Vir: Gross, 1999, str. 147.

Priloga 4: Primer obravnave stroSkovnega vidika pro blema s pomo ¢€jo teorije
iger

Predstavljajmo si situacijo, v kateri Zeli naronik mesec¢no poslati neko naslovljeno
posSiljko do vsakega gospodinjstva v Sloveniji naslednjih 15 let. Predpostavljajmo,
da je mozno poSiljko dostaviti na dva nacina: kot obi¢ajno postno posiljko, ali pa
pri kurirski sluzbi, katera je specializirana zgolj za dostavo v urbanih naseljih. V
drugem primeru lahko kurirska sluzba odda zgolj tisti del posiljk, kjer so naslovniki
v urbanih naseljih, preostali del pa v vsakem primeru oddamo kot navadno postno
posiliko. Stevilo gospodinjstev v Sloveniji ob popisu leta 2002 je bilo 684.847, od
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tega 370.932 v mestih (Statisticni Letopis 2003, Ljubljana: Statisti¢ni Urad
Republike Slovenije).

Predpostavljamo torej dva igralca: PoSta in Kurir. Igralec PoSta ima na voljo pet
strategij pri oblikovanju cene poStne posiljke. Ceno lahko nastavi na 45, 40, 35, 30
ali 25 SIT po posiliki, vendar le za celotno koli¢ino posSiljk (694.847). Igralec Kurir
pa ima na voljo dve strategiji: da investira v projekt ali pa da ne investira v projekt.
Predpostavimo, da znaSa Kurirjeva zaCetna investicija izrazena v mesecni anuiteti
(recimo, da bo vzel kredit za celotno dobo pri€akovanih prihodkov projekta — 15
let) 600.000 SIT. Njegovi skupni mesecni prihodki, v primeru, da bo izbran v poslu
bodo 7.000.000 SIT mesecno. Naslovnik se bo odlo¢il med dvema moznostma —
1.) vse poSilike prevzame Posta ali 2.) del poSilik prevzame Posta, del Kurir.
NaroCnik se bo odlo€il na podlagi celotnih skupnih stroSkov. Celotni stroski v
primeru, da vse posSiljke prevzame PoSta so produkt cene in koli€ine:

C= Pposta*N

C45 =45 *684.847 = 30.818.115
C40 =40 *684.847 = 27.393.880
C35 =35 *684.847 = 23.969.645
C30 =30 *684.847 = 20.545.410
Cos=25*684.847 =17.121.175

Stroski alternativne variante, da del poSiljk preda Kurirju pa znasajo:
Ck = 7.000.000 + (684.847 — 370.932)*45 = 21.726.175

Izraz v oklepaju je namre¢ Stevilo poSiljk neurbanim gospodinjstvom, ki jih v
vsakem primeru oddamo na posto.

Ce Kurir ne investira, je seveda njegov prihodek enak 0. Omenjene vrednosti
lahko prikazemo v igri dimenzije 2x5:
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Tabela 2: Primer igre 2 x 5 za obravnavani problem

Kurir
Investiraj Ne investiraj

1 (P=45) 14.126.175 7.600.000 [30.818.115 0
2 (P=40) 14.126.175 7.600.000 [27.393.880 0
Posta (3 (P=35) 14.126.175 7.600.000 [23.969.645 0
4 (P=30) 20.545.410 -600.000 |20.545.410 0
5 (P=20) 17.121.175 -600.000 |17.121.175 0

Vir: Lasten prikaz.

Ce bo Kurir investiral, bo dobil posel v primerih, da Posta izbere strategijo 1, 2 ali 3
(to so strategije visoke cene). Ce Posta dovolj zniZa ceno, bo izbrana v vsakem
primeru, ne glede na strategijo Kurirja. Hitro ugotovimo, da za Posto strategija 1
dominira strategijam 2 in 3, ter da strategija 4 dominira strategiji 5. Tako dobimo
zgolj igro dimenzije 2x2:

Tabela 2: Primer igre 2 x 2 za obravnavani problem

Kurir
Investiraj Ne investiraj
Poita 1 (P=45) [14.126.175 7.600.000 [30.818.115 0
4 (P=30) |20.545.410 -600.000 [20.545.410 0

Vir: Lasten prikaz.

To je igra z nekonstantno vsoto. Vidimo, da igra nima Nashovega ravnovesja, da
torej v vsaki kombinaciji strategij vsaj eden izmed igralcev lahko pridobi, ¢e
spremeni svojo strategijo. Kljub temu pa lahko na podlagi te igre predvidimo
razmiSljanje obeh igralcev. Recimo, da igralca izbereta strategiji tako, da se
nahajata v desnem spodnjem kotu. Igralec PoSta lahko sedaj spremeni strategijo v
1, tako da poveca svoj prihodek. Vendar nato lahko igralec Kurir spremeni svojo
strategijo v Investiraj in s tem tudi on pridobi, PoSta pa izgubi. Sedaj lahko PoSta
zopet spremeni svojo strategijo in zniza ceno v svojo korist. Ker je Kurir Ze
investiral se ne more veC odlo€iti za spremembo strategije, tako da je konéno
stanje v spodnjem levem kvadratu. PoSta tako zniza ceno, da pridobi posel, Kurir
pa investira kljub svoji izgubi.
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Priloga 5: Slovar €ek angleskih izrazov

Chinese Postman problem
degree

edges

endpoints

greedy algorithm

nodes

Shortest Path Problem
tour (Eulerian)

trail (Eulerian)
transshipment points
transshipment problem
Traveling Salesperson Problem, TSP
valence

vertices

problem kitajskega poStarja
stopnja, valenca

loki, veje, povezave
pohlepni algoritem

toCke, vozli, vozlis€a, vrhovi
problem najkrajSe poti
(Eulerjeva) krozna pot
(Eulerjeva) pot

vmesne tocke

problem odposiljanja blaga
problem trgovskega potnika
stopnja, valenca

toCke, vozli, vozlis€a, vrhovi



